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Vorwort. 


Als  mir  vor  gerade  drei  Jahren  nahegelegt  wm-de,  die  Dar- 
stellung, die  ich  vor  längerer  Zeit  in  meiner  „Theorie  der  optischen 
Instrumente  nach  Abbe"*)  gegeben  hatte,  zu  überarbeiten,  zu  be- 
richtigen und  zu  vervollständigen,  mußte  ich  mir  bald  sagen,  daß 
ich  selbst,  schon  wegen  meiner  starken  beruflichen  Inanspruch- 
nahme, aufier  stände  sei,  das  zu  tun.  Bei  näherer  Überlegung  ■ 
schien  es  mir  aber  auch  für  die  Sache  dienlicher,  wenn  statt  eines 
Bearbeiters,  dessen  Erfahrungskrcis ,  Wissen  und  Urteil  notwendig 
ein  beschränktes,  einseitiges  ist,  mehrere  sich  zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  zusammenfänden,  und  eine  solche  Mehrheit  bot  sieh  natur- 
gemäS  in  dem  Kreise  der  wissenschaftlichen  Mitarbeiter  der  Finna 
Cabl  Zeiss  dar.  Es  konnte  dabei  die  Auswahl  der  Bearbeiter  so 
erfolgen,  daß  jeder  das  oder  diejenigen  Themata  erhielt,  die  seinem 
besonderen  Wirkungskreis  am  nächsten  liegen,  zu  deren  Behand- 
lung er  daher  am  besten  vorbereitet  war.  Andererseits  gab  diese 
Zusammensetzung  der  Mitarbeiter  eine  möglichst  weitgehende  Garantie 
dafUr,  daß  trotz  ihrer  Vielheit  die  unvermeidliche  Verschiedenheit 
der  Auffassungen  und  der  Dai-stellungs weisen  auf  das  tunlich  ge- 
ringste Maß  zurticktührbar  sei.  Dadurch  wurde  also  auch  derjenige 
Mangel  zum  mindesten  sehr  gemildert,  den  die  Bearbeitung  eines 
größeren  Themas  durch  verschiedene  Personen  stets  aufweisen  wird. 

Dieser  Plan  fand  zu  meiner  großen  Genugtuung  bei  allen  Be- 
teiligten die  freundlichste  Aufnahme;  auch  Herr  Professor  Abbe 
hat  ihm  von  Anbeginn  seine  volle  Sympathie  zugewandt.  So 
wurde  also  der  erste  Teil  des  geplanten  Werkes,  die  hier  vor- 
liegende Theorie  der  Bilderzeugung  in  optischen  Instrumenteu  vom 
Standpunkte  der   geometrischen   Optik  alsbald   von  den   Beteiligten 

*)  BreBlan,  Tsewenst  1893,  jetzt  in  den  Verlag  von  J.  A.  Barth,  Leipzig, 
U'bersef^angen. 
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in  An^ff  geiiomiiioii  uml  hproits  im  Soiiimor  d,  J.  konnte  die 
Drucklc^iig  beginnen. 

Für  den  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  bildete  die  von  mir 
früher  gegebene  Darstellung  jeweils  den  natdrlielicn  Ausgangspunkt. 
Sie  wurde  von  den  einzelnen  Bearbeiteni  durch  die  Resultate  der 
eigenen  wie  der  in  der  Zwischenzeit  von  anderen  angestellten  Unter- 
suchungen ven-ollständigt,  enveitert  und  wo  nötig  berichtigt.  Diese 
Änderungen  hatten  natürlich  je  naeh  Thema  und  Bearbeiter  einen 
sehr  verschiedenen  Umfang  und  eine  sehr  vei-schiedene  Bedeutung. 
Es  dürfte  für  den  Leser  von  Interesse  sein,  hierüber  im  voraus  etwas 
unterrichtet  zu  werden,  so  daß  er  weiß,  was  etwa  er  erwarteu  darf 
zu  finden.  Ich  glaube  dabei  die  Bekauntscliart  mit  meiner  „Theorie 
der  optischen  Instrumente  nach  Abbe"  voraussetzen  zu  dürfen  mid 
beschränke  mich  darauf,  die  dieser  Darstellung  gegenüber  vorgenom- 
menen Änderungen,  Erweiterungen  u.s,  w,  zu  skizzieren.*) 

Man  kann  die  zehn  Kapitel  des  vorliegenden  Werkes  nach 
ihrem  Vei'hältnis  zu  meiner  Theorie  ungezwungen  in  drei  Gruppen 
teilen:  Kelativ  geringe  Abänderungen  haben  erfahren  das  erste 
Kapitel  „Die  Berechtigung  einer  geometrischen  Optik"  (Bearbeiter 
Dr.  H.  öiBDENTOPP),  das  dritte  Kapitel  „Die  geometrische  Theorie 
der  o])tischen  Abbildung  nach  E.  Abbe"  (Bearbeiter  Dr.  E.  Wandees- 
leb),  das  vierte  Kapitel  „Die  Henlisicrung  der  optiselien  Abbildung" 
(Bearheit<;r  Dr.  P,  Cui-mahh)  und  das  achte  Kapitel  „Die  Prismen 
und  Prismen  Systeme"  (Bearbeiter  Dr.  F.  Löwe).  Selbstverständlich 
haben  auch  die  Bearbeiter  dieser  Abschnitte  es  sich  durchweg  au- 
gelegen sein  lassen,  Unvollknnimenheiten  bczw.  Unrichtigkeiten  meiner 
diesbezüglichen  Dai-stcllung  zu  beseitigen,  die  inzwischen  veröffent- 
Hellten  wie  auch  die  von  mir  nicht  genügend  bci-ücksichtigten  älteren 

*)  Ich  beziehe  mich  dabei  auf  die  erste  Auflage  meines  Buches  (vom 
Jahre  1893),  da  die  inzwischen  namentlich  durch  Herrn  Dr.  Efprhstbin  be- 
KOrirt«  neue  Bearbeitung  demselben  zwar  mit  der  vorliei^nden  zeltlicll  und  in- 
haltlich Hand  in  Hand  ging,  aber  erat  einige  Uonate  nach  ihr  herauskommen 
kann.  Ea  war  unser  alter  Meinung,  daß  das  eine  Werk  durch  das  ander« 
nicht  Überflüssig  gemacht  werde,  denn  ich  mußte  mich  schon  des  vorgeschrie- 
benen Vmfangs  wegen  auch  in  der  neuen  Auflage  im  wesentlichen  auf  eine 
DarstoUung  der  Orundzüge  der  Theorie  der  optischen  Instrumente  beachrän- 
ken,  während  das  Eigentümliche  gerade  des  yorliegendoii  Werks  die  gewisser- 
maßen monographische,  eingeJiende  Daratelliing  der  für  diese  Theorie  wioh- 
ligBlen  Lehren  ist,  d.  h.  derjenigen  Lehren,  die  zum  nähei-eii  Verständnis  der 
Wirkung  {Änalj-ÄO)  und  e\'entuell  zur  Konstruktion  (Synthese)  der  optischen 
Instrumente  führen,  Die  Bezeichnung  „optische  Instrument«"  ist  dabei  in 
demselben  ongeren  Sinne  zu  verstehen  wie  in  meinem  Buche. 
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Untersuchungen  anderer  mit  heranzuziehen  und  durch  die  Behand- 
lung der  wichtigsten  Sonderfälle  das  Werk  für  den  unmittelbaren 
praktischen  Gebrauch  nützlich  zn  machen.  So  wird  bei  den  allge- 
meinen Theoremen  über  Reflexion  und  Brechung,  die  bereits  1824 
von  Hajultoit  eingeführte  „charakteristische  Funktion"  behandelt 
(Ö.  21  (f.),  die  in  englischen  Darstellnngen  {R.  S.  Hrath)  wohl  auch 
bisher  schon  erläutert  wurde,  in  Deutschland  aber  erst  seit  den 
Arbeiten  von  M.  Thiesen,  H.  ERtms,  F.  Klein  u.  a.  Beachtung  ge- 
funden hat  u.  a.  m.  Wegen  der  von  den  anderen  Bearbeitern  vor- 
genommenen Änderungen  sei  auf  deren  eigene  Angaben  8.  83,  96, 
124  und  409  venviesen. 

Durchgreifender  sind  die  Modifikationen,  die  meine  Dar- 
stellung erfahren  hat,  in  den  Kapiteln  V,  VI  und  IX.  Namentlich 
das  fünfte  Kapitel  „Die  Theorie  der  sphärischen  AbeiTationen"  (Be- 
arbeiter Dr.  A,  König  und  Dr.  M.  VON  Rohb)  dürfte  bei  allen  auf 
diesem  Gebiete  Arbeitenden  Interesse  beanspruchen.  Es  gibt  eine 
vollständige  Durchlühmag  der  AsBEschen  Invariantenmethode  für 
die  gesonderte  Ableitung  aller  zehn  ÖEiDELSchen  bis  zur  dritten 
Potenz  der  Winkel  gehenden  Bildfehler  und  zwar  für  die  von  der 
zweiten  und  dritten  Potenz  der  Öffnung  der  Büschel  abhängigen 
Fehler  (Koma  im  weiteren  Sinne  und  sphärische  Aberration  der 
schiefen  Büschel)  zum  ersten  Male  für  endliche  Uauptstrahlneigung. 
Die  SEiDELschen  Gleichungen  selbst  werden  hieraus  einfach  durch 
Beschränkung  auf  kleine  Hauptstrahlneigungen  und  nach  A.  Kebbeb 
auch  direkt  abgeleitet.  Es  zeigt  sich  hier  der  große  Vorzug  der 
ABBESchen  Methode  gegenüber  der  SEiDELschen,  erstens  darin,  dall 
sie  gestattet,  für  einzelne  Fehler  so  sehr  viel  weiter  zu  gehen,  als 
die  SsEDELsche  Theorie,  und  zweitens  darin,  daß  sie  die  Gleichungen 
für  jeden  Fehler  gesondert  gibt.  Die  SEiDELschen  Gleichungen 
werden  auch  für  nichtsphärische  Rotationsflächen  entwickelt,  eine 
Arbeit,  die  nach  brieflicher  Äußerung  mir  gegenüber  früher  schon 
A.  GULLSTBANii  in  Angriff  genommen  hatte. 

Ich  muB  mich  hier  auf  diese  flüchtige  Andeutung  des  Inhalts 
dieses  Kapitels  beschränken.  Es  bildet,  wie  oben  bemerkt,  für  sich 
eine  wert\olle  Monographie  des  Gegenstandes,  für  deren  Bearbeitung 
in  der  jetzigen  Vollständigkeit  die  Verfasser  neben  der  wertvollen 
Unterstützung  durch  die  KEBsSBsehen  Abhandlungen  fast  ganz  auf 
sich  selbst  angewiesen  waren. 

Das  sechste  Kapitel  „Die  Theoiie  der  chromatischen  AbeiTationen" 
(Bearbeiter  Dr.  A.  König)  zeichnet  sich  namentlich  durch  die  stete 
Berücksichtigung  endlicher  Welleiilängendifferenzen  aus,   wie   sie 
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allein  den  spektrometrischen  Dispersionsmessuli  gen  und  meist  auch 
den  Rechnangen  zu  gründe  liegen.  Die  bezüglichen  Formeln  sind 
dabei  durchaus  nicht  kompliziert. 

Das  neunte  Kapitel  endlich  „Die  Strahlenbegrenzung  In  opti- 
schen Systemen"  (Bearbeiter  Dr.  M.  von  Rohb)  gibt  eine  methodische 
Durchführung  der  von  äsbe  begründeten  Theorie  der  Strahlen - 
begrenznng  für  aberrationsfreie  optische  Systeme.  Sowohl  der  Fall 
allseitig  strahlender  Objekte  wie  der  in  der  Praxis  so  häufig  vor- 
liegende eines  durchleuchteten  und  nur  in  beschränkter  Ausdehnung 
strahlenden  Objekts  wird  für  Projektionssysterae  eingehend  be- 
handelt. Mittels  der  vom  Bearbeiter  schon  früher  eingeführten  Ein- 
stellungsebene ergeben  sich  in  sehr  einfacher  Weise  die  Gesetze, 
nach  denen  optische  Systeme  von  räumlich  ausgedehnten  Objekten 
auf  einem  flachenhaften  Schirm  nicht  sowohl  Bilder  als  Abbilder 
zu  Stande  kommen  lassen.  Bei  der  Diskussion  der  Verbältnisse,  die 
ein  mit  dem  Auge  In  Verbindung  stehendes  System  bietet,  ergeben 
sieh  neue  Gesichtspunkte  auf  Grund  der  Feststellung  A.  Gull- 
STBAXDs,  daß  in  gewissen  Fallen,  wie  bei  der  Betrachtung  von 
Photographien,  die  Hauptstrahlen  sich  genügend  verlängert  im 
Augendrehungspunkte  schneiden  müssen.  Dieser  Punkt  erhält 
dadui'ch  neben  der  Pupille  des  Auges  und  in  manchem  Sinne  über 
diese  hinaus  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Instrumente. 

Neben  diesen  Abschnitten,  welche,  wie  gesagt,  mehr  oder  minder 
auf  entsprechenden  meiner  Darstellung  aufgebaut  werden  konnten, 
sind  nun  noch  drei  Kapitel  zu  nennen,  die  auch  in  den  Grund- 
lagen ganz  selbständig  sind  und  unter  dem  hier  festgehaltenen  Ge- 
sichtspunkt sehr  wichtige  Zusätze  gegenüber  meiner  Darstellung 
bedeuten.  Es  sind  die  Kapitel  II  „Die  Durchrecbnungaformeln" 
(Bearbeiter  Dr.  A.  König  und  Dr.  M.  von  Eohb),  VII  „Die  Be- 
rechnung optischer  Systeme  auf  Grund  der  Theorie  der  Aberrationen'' 
(Bearbeiter  Dr.  A.  König)  und  X  „Die  Strahlungsvermittelung  durch 
optische  Systeme"  (Bearbeiter  Dr.  M.  von  Rohb). 

Die  beiden  Erstgenannten  kommen  vorwiegend  dem  Bedürfnis 
dos  praktischen  Optikers  entgegen,  der  entweder  ein  gegebenes 
System  durch  rechnerische  Verfolgung  genügend  zahlreicher,  es 
durchsetzender  Strahlen  auf  seine  Tauglichkeit  für  einen  gegebenen 
Zweck  prüfen  will  oder  der  sich  Rechenschaft  geben  will  von  der 
Möglichkeit,  gewisse  Bildeigenschaften ,  d.  i.  eine  gewisse  Freiheit 
von  bestimmten  Bildfehlern  mit  gegebenen  Konstruktionsmitteln 
synthetisch  zu  erreichen. 
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Vorwort.  XI 

Im  zweiteil  Kapitel  werden  daher  die  Formeln  zur  Verfolgung 
eines  Strahls  durch  ein  gegebenes  System  abgeleitet  zuerst  für 
den  Fall  durch  einen  Ächsenpunkt  gehender,  dann  für  den  in  der 
Meridianebenc  verlaufenden  Strahlen  (E.  Abbe)  und  deren  unendlich 
nahe  Nachbarn.  Dann  wird  der  allgemeine  Fall  windschiefer  Strahlen 
eingehend  erörtert  unter  Benutzung  der  Arbeiten  von  L.  Seedel 
bezw.  B.  Wanach,  A.  Kebbeb  und  H.  Bbdns.  Besonders  wertvoll 
erscheinen  unter  dem  hier  voranstehenden  Gesichtspunkte  die  zum 
Schloß  des  Kapitels  mitgeteilten  sogenannten  Differenzformeln  von 
A.  Ke&beb,  die  die  Abweichungen  für  den  erstgenannten  Fall  un- 
mittelbar zu  berechnen  gestatten  —  Formeln,  die  L.  Seidel  an- 
scheinend in  größter  Allgemeinheit  besessen  hat. 

Im  siebenten  Kapitel  zieht  Dr.  A.  König  sozusagen  das  prak- 
tische Fazit  aus  den  voranstehenden  Entwickelungen  über  die  sphä- 
rischen und  chromatischen  Fehler  in  einer  Diskussion  über  die 
Möglichkeit,  mehrere  dieser  Fehler  in  einem  System  gleichzeitig  zu 
heben.  Er  betrachtet  daraufliin  zuerst  die  sogenannte  PBTZVALschc 
Bedingung  (der  Bildebenung),  auf  deren  Erfüllung  die  sonst  vorzugs- 
weise benutzte  „Durchbiegung"  der  Linsen  ohne  Einfluß  ist,  und 
dann  die  Korrektion  der  übrigen  SfiiDELschen  Bildfehler  in  deren 
wichtigsten  Kombinationen.  Der  Einfluß  der  zur  Korrektion  be- 
nutzbaren Mittel  (Durchbiegung ,  Distauzierung  der  Einzellinsen, 
Blendenstellung)  wird  für  verschiedene  Fälle  erörtert  und  durch 
Zablentabellen  die  Resultate  diesbezüglicher  Berechnungen  dargestellt. 
Schließlich  wird  die  Berechnungsweise  eines  Systems  im  Anschluß 
an  ein  gegebenes  Muster  dargelegt  und  der  Einfluß  der  absoluten 
Dimensionen  eines  Systems,  des  Maßstabs,  auf  die  Fehlerbeträge 
erörtert,  um  die  Grundlage  für  eine  richtige  Verteilung  der  Leistung 
auf  Objektiv  und  Okular  zu  geben. 

Im  Schlußkapitel  endlich  werden  von  Dr.  von  Rohb  die  photo- 
metrischen Verhältnisse  bei   der  optischen  Abbildung  vorgetragen. 

Nach  Entwickelung  der  photometrischen  Grundgesetze  wird  aus 
der  physikalischen  Lichttheorie  unter  Zuhilfenahme  der  neuesten 
experimentellen  Daten  der  Nachweis  erbracht,  daß  die  Gesamtinten- 
sitat  sowohl  des  an  Spiegeln  reflektierten  wie  des  an  der  Grenze 
durchsichtiger  Medien  durch  Brechung  hindurchtretenden  Lichts 
innerhalb  weiter  Grenzen  vom  Einfallswinkel  unabhängig  ist.  Damit 
sind  die  früher  fehlenden  physikalischen  Unterlagen  erbracht  für 
die  GUtigkeit  der  beiden  ABBESchen  Strahlungssätze  innerhalb  des 
praktisch  in  Betracht  kommenden  Spielraums.  Diese  Sätze  werden 
entwickelt  und  auf   die   Hauptgattungen  optischer  Instrumente   — 
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die  zur  Projektion  und  die  als  Unterstützungsmittel  des  Sehent% 
dienenden  —  angewandt. 

Der  mühseligen  Arbeit  der  eigentlichen  Herausgabe  hat  sich 
Dr.  VON  Robb  frenndlichet  unterzogen.  Für  die  Einheitlichkeit  der 
Bezeichnungen  und  der  Literaturnachweise,  für  die  Anfertigung  des 
sehr  eingehenden  Sach-  und  Autoren registers,  sowie  für  die  Fehler- 
freiheit  des  Textes  und  die  Anlage  und  Ausführung  der  Figuren 
sind  wir  ihm  in  erster  Linie  verbunden.  Herzlicher  Dank  sei  dei' 
Verlagslirma  auch  an  dieser  Stelle  für  die  vortreffliche  Ausstattung 
des  Werkes  abgestattet. 

Ich  glaube,  daß  die  in  den  nachfolgenden  Blattern  nieder- 
gelegten Studieiiergebnisse  der  verschiedenen  Mitarbeiter  an  diesem 
Werk  allen  Faehgenossen  als  wertvolle  Bereicherung  der  vorhan- 
denen Literatur  erscheinen  werden. 

Ob  die  Hoffnung,  das  Werk  in  der  geplanten  Weise  durchzu- 
führen, sich  jemals  verwirklicht,  hängt  leider  zum  Teil  von  Um- 
ständen ab,  die  in  keines  Menschen  Macht  liegen. 

Jena,  Anfang  Dezember  1903. 

S.  Czapski. 
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I.  Kapitel. 
Die  Berechtigung  einer  geometrischen  Optik. 

Bearbeiter:  H.  Siedentopf. 

1.  Einleitung. 
A.  Llcht-Theorlcen. 

Zur  eingehenden  und  uintassenden  Erklärung  der  Erscheinungen 
des  Lichtes  dient  die  von  IIüYGENa  aufgestellte  und  von  Yoonö 
und  Fbbbhbl  erweiterte  Undulationstheorie  des  Lichtes,  nach  welcher 
das  Licht  in  transversalen  Schwingungen  eines  sehr  feinen,  sehr 
elastischen  und  überall  verbreiteten  Mediums,  des  sog.  Lichtftthers, 
besteht.  Die  von  Maxwell  angebahnte  und  dui-ch  Hbbtz  verbreitete 
elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes  macht  sich  von  spezielleren 
Voraussetzungen  über  Einzelheiten  des  Liclitvorganges  freier,  und 
es  gelingt  ihr  ebenfalls,  von  den  meisten  Erscheinungen  des  Lichtes 
ziemlich  vollständig  Rechenschaft  zu  geben.  Eine  Rückkehr  zu  der 
Aufnahme  spezieller,  aber  verfeinerter  Hypothesen  über  den  Licht- 
vorgang stellt  die  Elektroncntheorie  von  Lorbhtz  dar. 

Es  gibt  aber  ein  großes  Gebiet  von  Lichterscheinungen  —  und 
darunter  befinden  sich  gerade  solche  in  großer  Zahl,  welche  sich 
iui  gewöhnlichen  Leben  am  häufigsten  darbieten  und  eine  weit- 
gehende praktische  Anwendung  gefunden  haben  —  die  in  ihrem 
wesentlichen  Teil  zu  ihrer  Erklärung  nicht  einer  Hypothese  über 
die  mechanische,  elektrische  oder  sonstige  Natur  der  Lichtbewegung 
bedürfen,  sondern  die  auf  gewissen  allgemeineren  Eigenschaften 
der  Lichtbewegung  beruhen,  —  Eigenschaften,  die  an  sich  sehr 
einfach  sind,  und  die  auch  für  sich  zur  Grundlage  der  hierher 
Optik  1 


,y  Google 


2  Csapski-Siedentopf,  Bia  BereohtigTiog  einer  geomatriacheit  Optik. 

gehörigen  Untersuchungen  genommen  werden  können  und  —  in 
früheren  Zeiten  ebensowohl,  als  in  der  Gegenwart  —  mit  Erfolg 
genommen  worden  sind. 

B.  Oeometrische  Eigenschaften  der  Lichtbewegung. 

Diese  allgemeinen  Eigenschaften  der  Lichtbewegung  lassen  sich 
aus  den  Grundvorstellungen  über  die  Natur  derselben  unter 
Zuhilfenahme  einiger  durch  die  Erfahrung  dargebotener  Hilfsprin- 
zipien  mathematisch  streng  ableiten  und  dadurch  tiefer  begi'ünden. 
Sie  lassen  sich  aber  auch  ohne  weiteres  als  durch  die  Er- 
fahrung gegeben  ansehen  und  zum  selbständigen  Aus- 
gangspunkt der  Untersuchung  nehmen. 

Es  sind  dies  l)  das  Gesetz  der  geradlinigen  Ausbreitung  des 
Lichts;  2)  das  Gesetz  der  Unabhängigkeit  der  Teile  eines  Lichtbttndels 
voneinander;  3)  das  Gesetz  der  regelmäßigen  Zurückwerfung,  Spie- 
gelung, Reflexion  und  4)  das  Gesetz  der  regelmäßigen  Brechung, 
Refraktion  des  Lichts. 

Alle  vier  Gesetze  beziehen  sich  nur  auf  die  Richtung  der 
Liehtbewegung,  also  eine  rein  geometrische  Eigenschaft  derselben. 
Die  Anwendung  dieser  Gesetze  auf  die  in  der  Natur  sich  dar- 
bietenden oder  künstlich  herstellbaren  Kombinationen  von  Lieht- 
bewegungen  bildet  den  Gegenstand  der  ,, geometrischen  Optik". 

Die  eigentlich  so  genannte  geometrische  Optik  erstreckt  sich 
Jedoch  nicht  auf  alle  Ei-scheiuungen  des  Lichts,  soweit  in  ihnen 
bloß  Richtungsänderungen  in  Frage  sind,  sondern  sie  beschränkt 
sich  auf  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  wirkenden  Medien  isotrop, 
nnkr>'stallinisch,  sind. 

Wenn  nun  aber  auch  die  genannten  Gesetze  genügen,  um  auf 
ihnen  ein  sehr  vollständiges  System  aufzubauen,  d.  h.  ein  solches, 
welches  die  beobachtbaren  Erscheinungen  sehr  annähernd  wieder- 
gibt, und  gestattet,  noch  nicht  beobaclitote  Erscheinungen  richtig 
vorauszusagen,  so  werden  wir  doch  der  besonderen  Vorstellungen 
Über  die  Natur  des  I.,iciits  und  deren  Konsequenzen  auch  im  Ver- 
folge des  hier  ins  Auge  gefaßten  beschränkteren  Untersuchungs- 
gebietes  nicht  entrnten  können.  Es  hat  öfters  zu  Irrtümern  geführt, 
daß  man  die  Gesetze  der  geometrischen  Optik  über  diejenigen 
Grenzen  hinaas,  in  welchen  sie  durch  die  Erfahrung  bestätigt  oder 
durch  die  strengere  The()rie  gestützt  waren,  anwandte;  namentlich 
eine  vollständige  Theorie  der  optischen  Instrumente  und  der  meteoro- 
logisch-optischen  Erscheinungen    läßt  sieh    nur   dureli   Rückgreifen 
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auf  die  Begriffe  der  Undulationstheorie  gewiunen;  und  es  wird  in 
jedem  Falle  gut  sein,  sich  zu  vergewissern,  wie  weit  die  aus  den 
einfachen  Vorstellungen  gezogenen  Folgerungen  in  der  strengen 
Theorie  noch  eine  Stütze  finden,  wenn  man  die  geometrische  Optik 
als  physikalische  Disziplin  und  nicht  als  ein  bloßes  Cbuugsfeld  der 
Mathematik  behandeln  will. 

Diesem  Standpunkte  gemäß  sollen  im  folgenden  außer  den 
allgeraeineu  Beziehnngen,  welche  aus  den  Grundgesetzen  abgeleitet 
worden  sind,  nur  solche  Konsequenzen  derselben  behandelt  werden, 
welche  entweder  zum  Verständnis  wichtiger  Naturerscheinungen 
oder  zu  dem  der  optischen  Instrumente  nötig  sind.  — 


2.  Grundgesetze. 
A.  Die  Ausbreituns:  des  Lichts  in  seraden  Strahlen. 

Das  Gesetz  der  Ausbreitung  des  Lichts  in  geraden  Strahlen 
innerhalb  eines  homogenen  Mediums  ist  ebensowenig  als  eines  der 
anderen  (Jrundgeectzc  der  Physik  aus  einzelnen,  eigens  hierzu  an- 
gestellten Beobachtungen  geschlossen  worden,  noch  ist  es  durch 
solche  überhaupt  streng  beweisbar.  Es  nimmt  seine  Gewiflheit, 
gerade  so  wie  die  Grundgesetze  anderer  physikalischer  Disziplinen, 
ans  der  Übereinstimmung  der  aus  ihm  gezogenen  Folgeioiiigen  mit 
der  Erfahrung.  Überall  im  gewöhnlichen  Leben,  und  in  aller 
Strenge  in  der  praktischen  Astronomie  und  Geodäsie,  wird  auf  die 
unbedingte  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  gebaut  und  wird  umgekehrt 
die  Geradlinigkeit  einer  Strecke  aus  der  Tatsache  der  Bewegung 
des  Lichtes  in  ihr  gefolgert;  und  stets  haben  sieh  die  hieraus 
weiter  gezogenen  Schlüsse  als  richtig  erwiesen.  Diese  zahllosen, 
zum  Teil  sehr  kritischen  Bestätigungen  des  Gesetzes  haben  dem- 
selben eine  Sicherung  und  allgemeine  Annahme  verschafft,  wie 
kaum  einem  anderen  Naturgesetze. 

Trotzdem  ist,  wie  seit  hundert  Jahren  wohlbekannt  ist,  das 
Gesetz  nicht  unbedingt,  und  in  der  gewöhnlich  ausgesprochenen 
Form  überhaupt  nicht  richtig. 

Wenn  man  daran  geht,  es  einer  mOglictist  strengen  Prüfung 
dnrch  das  Experiment  zu  unterziehen,  wenn  man,  um  es  als  Ele- 
mentargesetz nachzuweisen,  möglichst  mit  den  elementaren  Bestand- 
teilen des  Lichts,  den  ,, Strahlen"  selbst,  zu  operieren  versucht, 
also  dnrch  Schirme  mit  sehr  engen  Öffnungen  aus  einem  größeren 
Llchtbündcl  solche  ,, Strahlen"  heiaushebt  und  ihren  Weg  verfolgt, 
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so  bemerkt  man,  daU  die  AusbreitungBrichtung  des  Lichts  desto 
unbestimmter,  vieldeutiger  und  damit  die  Existenz  isoliert  darsteil- 
barer  ,, Lichtstrahlen"  überliaüpt  desto  zweifelhafter  wird,  je  mehr 
man  sie  zu  erreichen  strebt.  Denn  je  enger  man  die  fragliche 
Öffnung  macht,  desto  weiter  breitet  sich  das  durch  sie  getretene 
Licht,  statt  in  einer  einzigen  Richtung  weiterzugehen,  in  ein  Büschel 
von  in  vei-schie denen  Richtungen  variabler  Helligkeit  aus;  einen 
je  kleineren  Schirm  man  in  den  Weg  eines  Lichtbündels  stellt, 
desto  weniger  ist  der  auf  einem  gegenübergestellten  Schirm  ent- 
woifene  Schatten  dem  schattenwertenden  Körper  geometrisch  ähnlich, 
desto  mehr  tritt  an  die  Stelle  dessen,  was  wir  als  Schatten  zu  be- 
zeichnen gewohnt  sind,  eine  ganz  andere  Erscheinung.  Wir  brauchen 
uns  bei  einer  näheren  Beschreibung  solcher  Versuche  nicht  aufzu- 
halten; denn  wir  gelangen  auf  diesem  Wege  zu  nichts  anderem, 
als  zu  dem,  was  als  ein  besonderes,  wichtiges  Erscheinungsgebiet 
der  Optik  Diffraktion,  Beugung  dos  Lichts  genannt  und  ein- 
gehend studiert  woiden  ist. 

Trotzdem  hieniacli  das  Gesetz  der  Ausbreitung  des  Lichts  in 
geraden  Strahlen  nur  eingeschränkte  Gültigkeit  hat,  verliert  es 
doch  kaum  an  Bedeutung,  auch  auf  dem  Boden  der  strengeren 
Theorie  de*  Lichts,  welche  die  oben  erwähnten  Erscheinungen  völlig 
zu  erklären  vermag.  Jene  Theorie*)  zeigt  vielmehr,  übereinstimmend 
mit  der  Erfahrung,  daß  bis  zu  einem  erheblichen  Grade  der  An- 
näherung in  den  gewöhnlich  vorkommenden  Fällen,  d.  h.  überall 
da,  wo  wir  es  mit  I>ichtbüscheln  von  endlichem  Querschnitt  zu  tun 
haben,  diese  Büschel  sich  in  vielen  Beziehungen  so  verhalten,  als 
seien  sie  aus  einzelnen  Strahlen  zusammengesetzt,  welche  sich  un- 
abhängig voneinander  in  geraden  Linien  fortbewegen.  Nur  in 
den  meist  ziemlich  subtilen  Fällen,  welche  in  der  Lehre  von  der 
Interferenz  und  Beugung  des  Lichts  betrachtet  werden,  und  auch 
da  oft  nur  bei  besonderer  Aufmerksamkeit,  sind  die  Ausnahmen 
von  dieser  Regel  wahrzunehmen,  wiewohl  sie  in  aller  Strenge  nie- 
mals gilt. 

Auffälligor  werden  die  Abweichungen  von  den  Grundgesetzen 
der  geometrischen  Optik  an  den  Grenzen  von  Büscheln  endliehen 
Querschnitts;  aber  alsdann  ist  die  Menge  des  abweichenden  Lichtes 
verschwindend  gegen  die  des  in  diesem  Sinne  regulären,  kann 
also  gegenüber  dieser  für  viele  Zwecke  vernachlässigt  werden. 


*)  Nach  KtRCBROFI'  II.)  sind  Strahlen  diejenigen  Geraden,  nach  denen  sich 
a  Innern  eines  WellenKuges  die  Energie  fortpflanit. 
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B.  Das  Verbalten  des  Lichts  an  der  Qrenze  zweier 
verschiedener  Medien. 

Die  anderen  beiden  Grundgesetze  treffen,  wie  die  strenge 
Theorie  des  Lichtes  und  ebensolche  experimentelle  Prüfung  zeigen, 
bis  zu  demselben  Grade  der  Annäherung  zu,  wie  die  beiden  ersten 
das  heißt  in  allen  Fällen,  wo  und  insoweit,  als  man  gemäß  den 
vorliegenden  äußeren  Bedingungen  berechtigt  ist,  überhaupt  von 
„Strahlen"  za  sprechen. 

Solange  sich  das  Licht  in  einem  einzigen  homogenen  Mittel 
bewegt,  tut  es  dies  mit  den  angegebenen  Einschränkungen  in  gerad- 
linigen Strahlen.  Gelangt  es  an  die  Grenze  eines  Mittels  von  anderer 
optischer  Beschaffenheit,  so  spaltet  es  sieh  in  zwei  Teile,  die  sich 
von  der  getroffenen  Stelle  an  der  Grenzfläche  aus  mit  plötzlich 
veränderter  Richtung  fortbewegen: 

a)  Ein  Teil  des  Lichtes  bleibt  im  ersten  Medium  —  zurück- 
geworfenes, reflektiertes  Licht. 

b)  Der  übrige  Teil  des  Lichts  geht  in  das  zweite  Medium  über 
und  pflanzt  sich  zunächst  in  ihm  fort  —  gebrochenes  Licht. 

Die  B«BekaireMkelt  der  Orenzlllche.  Eine  genauere  Untersuoliniier  zeigt 
allerdingB,  A&ä  diaae  schorfo  Scheidung  niemala  eintritt.  Aach  der  Teil  des 
Lichtes,  welcher  in  das  erste  Mittel  EurUckkehrt,  nar  vorher  bis  zu  einet 
gewiseen,  sehr  geringen  Tiefe  in  das  zweite  Mittel  eingedrungen.  Die  natür- 
lichen Farben  der  Körper  haben  in  der  hei  dieser  Gelegenheit  vor  sich  ge- 
gangenen selektiven  Absorption  des  Lichts  ihren  Entstehnngsgnmd,  was  wir 
aber  hier  nicht  näher  erörtern  können.  In  welchem  MaSe  und  bis  zu  welcher 
Tiefe  ein  solches  Eindringen  des  acgen.  reflektierten  Lichtes  stattfindet,  hängt 
AoOer  von  der  Natur  der  aneinaadergrenzenden  Mittel  auch  noch  im  hohen 
Grade  von  der  Beschaffenheit  der  ürenzüftche  ab;  z.  B.  davon,  ob  der  zweite 
Körper  in  festem  oder  etwa  pulverig iertem  Zustande  vorliegt,  ob  seine  Ober- 
fläche im  erateren  Falle  rauh  oder  poliert  ist.  Bei  polierten  Flächen  ist  außer- 
dem das  Verhältnis  der  Politurfoinheit  zor  Wellenlänge  der  angewendeten 
Lichtart  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  können  z.B.  feingeschliffene ,  aber  nicht 
polierte  Flächen  für  oltrarotes  Licht  brauchbare  Spiegelflächen  abgeben, 
während  auf  der  anderen  Seite  mit  nicht  besonderer  Sorgfalt  polierte  Flächen 
fUr  ultravioletteB  Licht  nur  unvollkommen  rcfiektieren  oder  brechen. 

Die  regelmäBige  nnd  die  diffuse  Reflexion  und  Breclinng. 
Die  Richtung  des  reflektierten  Lichts  hängt  nach  dem  dritten  Grund- 
gesetz der  geometrischen  Optik  in  einer  bald  näher  anzugebenden 
Weise  nur  von  der  Neigung  des  einfallenden  Lichtstrahls  gegen 
das  von  ihm  getroffene  Element  der  Grenzfläche  ab.  Und  in  der 
Tat,  wenn  diese  Fläche  mathematisch  regelmäßig  und  vollkommen 
glatt  poliert  ist,  so  findet  die  Bewegung  des  Lichts  fast  ausschließ- 


,y  Google 


6  Czapaki'Siedentopf,  Die  Berechtig^mg  einer  geometriachen  OptUt. 

lieb  in  den  jenem  Gesetze  entsprechenden  Richtungen  statt.  Die 
Keflexion   an  solchen  Flächen   heißt  daher  regelmäßige  Heflexion. 

Je  mehr  aber  die  Trennungsfläche  unregelmäßig  ist,  in  der 
Art,  daß  ihre  Elemente  schon  auf  kleinem  Gebiete  oft  und  stark 
ihre  Richtung  ändern,  d.  h.  je  mehr  die  Fläche  rauh,  matt  ist, 
desto  weniger  findet  jenes  Grundgesetz  auf  die  Reflexion  des  Lichtes 
an  ihr  Anwendung.  Die  Anordnung  der  Elemente  ist  bei  solchen 
Flächen  wohl  nie  angebbar,  so  daß  für  eine  Berechnung  ihrer 
Wirkung  nach  dem  Reflexionsgesetz  schon  die  nötige  Unterlage 
fehlt.  Es  ist  dann  aber  auch  die  Größe  der  verschiedentlich  wh-- 
kenden  Flächen  st  (Icke  eine  so  geringe,  daß  die  Regeln  der  geo- 
metrischen Optik,  wie  vorhin  hervorgehoben,  überhaupt  nicht  ohne 
weiteres  auf  das  Verhalten  des  Lichts  an  ihnen  anwendbar  sind. 
Endlich  wird  in  einem  solchen  Falle,  wie  leicht  ersichtlich,  das  in 
eine  geringe  Tiefe  des  zweiten  Mittels  eingedrungene  Licht  mit 
wirksam  sein  müssen  und  die  Erscheinung  beeinflussen.  Von  dem 
z,  B.  auf  eine  ebene  Fläche  in  einer  Richtung  auffallenden  Licht 
werden  dann  Teile,  in  stetig  variierender  Intensität,  nach  allen 
Riehtungen  zerstreut  —  diffuse  Reflexion. 

Gerade  durch  den  Umstand,  daß  eine  diffus  reflektierende 
Fläche  sich  in  ihren  kleinsten  Teilen  verschieden  gegen  das  Licht 
verholt,  werden  uns  diese,  und  damit  die  Fläche  selbst,  als  diskrete 
Ausgangspunkte  von  Lichtbewegungen  sichtbar,  während  durch 
Reflexion  an  vollkommen  glatten  Flächen  —  wie  wir  später  sehen 
werden  —  nur  Bilder  der  äußeren,  ihrerseits  entweder  selbst  leuch- 
tenden oder  diffus  reflektierenden  Gegenstände  entstehen,  die  re- 
flektierenden Flächen  selbst  aber  durchaus  unsichtbar  bleiben.  In 
der  Wirklichkeit  wird  diese  Unsichtbarkeit  freilich  meist  durch  die 
unvermeidlichen  Kratz-  oder  Sprungstellen,  Stäubchen  u.  dergl. 
mehr  oder  minder  aufgehoben.  Denn  in  der  Wirklichkeit  gibt  es 
keine  Grenzflächen,  die  dem  einen  oder  dem  anderen  Falle  voll- 
kommen entsprechen,  so  daß  wir  es  immer  nur  mit  einer  mehr 
oder  minder  großen  Annäherung  an  das  im  Idealfalle  stattfindende 
Verhalten  zu  tun  haben. 

In  Bezug  auf  das  gebrochene  Licht  gelten  zum  Teil  dieselben 
Bemerkungen,  wie  sie  in  Bezug  auf  das  reflektierte  eben  gemacht 
wurden.  Wenn  die  Grenzfläche  der  beiden  Medien  glatt  ist,  so 
hängt  die  Richtung  des  gcbrociienen  Lichts  gemäß  dem  bald  an- 
zugebenden vierten  Grundgesetz  der  geometrischen  Optik  nur  von 
der  Richtung  des  einfallenden  Strahls  gegen  das  getroffene  Fläehen- 
eleraent   und  der  Natur  der  beiden    an  ei  nand  ergrenzenden   Medien 
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ab.  Ist  die  Trennungsfläche  aber  matt,  rauh,  so  wii-d  das  in  das 
zweite  Mediam  eindringende  Licht  diffus  gebrochen,  in  ganz  ana- 
loger Weise,  wie  das  in  das  erste  Medium  ■  zurücktretende  Licht 
diffus  reflektiert  wird. 

Innerhalb  des  zweiten  Mediums  kann  das  Licht  verschiedene 
Modifikationen  erfahren.  Stets  geht  ein  Teil  des  Lichts  als  solches 
verloren  und  wird  in  andere  Formen  von  Energie  —  Wärme, 
Elektrizität,  chemische  Energie  —  verwandelt,  absorbiert.  Oft  ändert 
das  Licht  auch  nur  seine  Art,  Farbe,  innerhalb  des  neuen  Mittels 
und  bietet  dann  diQ  interessanten  Erscheinungen  der  Fluoreszenz  dar. 
Je  nachdem  durch  eine  Schicht  von  gegebener  Dicke  ein  größerer 
oder  geringerer  Teil  des  auf  sie  gefallenen  Lichtes  hindurchgelassen 
wird,  nennt  man  den  Körper  mehr  oder  weniger  ,, durchsichtig". 
Ein  Mittel  wird  im  allgemeinen  für  verschiedene  Farben  verschiedene 
Absorption  und  daher  auch  verschiedenen  Grad  der  Durchsichtig- 
keit besitzen. 

Wenn  das  Medium,  in  welchem  sich  das  Licht  bewegt,  voll- 
kommen homogen  ist,  so  kann  mau  durch  hinreichend  dünne 
Schichten  desselben  andere  Objekte,  wenn  auch  in  verringerter 
Helligkeit,  so  doch  in  vollkommen  unverminderter  Schärfe  sehen. 
Medien,  welche  in  homogener  Masse  Partikeln  anderer  optischer 
Eigenschaft  zerstreut  enthalten,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Milch,  dem 
Blut,  dem  Porzellan,  der  feuchten  atmosphärischen  Luft  der  Fall 
ist,  heißen  trübe  Medien.  Die  in  ihnen  vorhandenen  Partikeln  ver- 
ursachen eine  innere  diffuse  Reflexion,  deren  Natur  nur  nach  den 
Vorstellungen  der  physikalischen  Lichttheorie  näher  definierbar  ist. 
Im  durchgehenden  Lichte  lassen  diese  trüben  Medien  die  äußeren 
Gegenstände  nur  unscharf  erkennen,  weshalb  sie  auch  durchschei- 
nend genannt  werden. 

Es  braucht  wohl  kaum  daian  erinnert  zu  werden,  daß  es  in 
der  Natur  absolut  durchsichtige  Medien  nicht  gibt,  sondern  nur  ein 
gradueller  Unterschied  der  Trübheit  vorhanden  ist,  welcher  aller- 
dings so  groß  ist,  daß  er  zu  einer  Verschiedenheit  der  allgemeinen 
Bezeichnung  vollauf  berechtigt.  Es  gibt  Substanzen,  wie  z.  B.  nach 
Untersuchungen  von  H.  Siedentopp  und  R.  Zsiohondt  (J.).  Gold- 
rubingläser, deren  Trübung  durch  fein  zerteiltes  Gold  so  unmerklich 
wird,  daß  sie  im  durchfallenden  Licht  vollkommen  klar  erscheinen, 
und  es  gibt  umgekehrt  in  der  Natur  keine  ganz  undurchsichtigen 
Mittel,  sondern  in  hinreichend  dünnen  Schichten  werden  alle  Medien 
durchsichtig  oder  wenigstens  durclischeinend.  Doch  beziehen  sich 
diese  Bemerkungen  schon  nicht  mehr  auf  das  Verhalten  des  Lichts 
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an  der  Grenze  zweier  Medien,  sondern  auf  seinen  Verlauf  inner- 
halb je  eines  Mittels. 

In  dem  folgenden  werden  alle  Medien,  welche  das  Licht  trifft, 
nicht  bloß  als  homogen,  sondern  aucli  als  vollkommen  durchsichtig 
und  als  durch  vollkommen  glatte  Flächen  begrenzt  angenommen, 
oder  vielmehr  es  wird  das  Verhalten  des  Lichts  an  ihnen  nur  in- 
soweit, als  es  von  jenen  Eigenschaften  bedingt  ist,  untersucht. 

Entsprechend  dem  Zwecke  und  Charakter  der  geometrischen 
Optik  wird  von  allen  Eigenschaften  des  Lichtes,  M'elche  nicht  zu 
Änderungen  geometrischer  Verhältnisse  Anlaß  geben,  in  dem  Vor- 
trag derselben  abgesehen.  Also  wird  keine  Rücksicht  darauf  ge- 
nommen, oh  das  Licht  von  einem  selbst  leuchtenden  oder  diffua 
strahlenden  Körper  ausgeht,  oder  von  Brennpunkten,  die  erst  durch 
besondere  optische  Veranstaltungen  aus  jenen  lier\" orgegangen  sind, 
femer  ob  das  Lieht  intensiv  oder  schwach,  ob  natürliches  oder  in 
irgend  einem  Polarisatioiiszustande  befindliches  ist.  Wir  berftck- 
sichtigen  nur  die  Inteiisitätsänderungen  geg-ebener  Lichtbüschel, 
soweit  sie  allein  durch  die  Änderungen  der  geometrischen  Verhalt- 
nisse bedingt  werden.  Es  liegt  femer  ganz  im  Sinne  der  geo- 
metrischen Optik  als  einer  Hilfsdisziplin  der  physikalischen  Optik 
und  einer  selbst  physikalischen  Disziplin,  nicht  den  Schnittpunkt 
irgend  welcher  , .Strahlen"  ^■erschicdenen  Ui'sprungs  als  ,, Brenn- 
punkt" des  betreffenden  Büschels  aufzufassen,  sondern  als  solchen 
nur  den  Voreinigungspunkt  kohärenter  Strahlen  gelten  zu  lassen, 
d.  h.  von  Strahlen,  welche  ursprünglich  von  ein  und  demselben 
leuchtenden  Punkte  ausgingen,  oder  —  wie  die  Definition  des 
Lichtstrahls  in  der  Aus  drucks  weise  der  Wellentheorie  lautet  —  nur 
solcher,  welche  Normalen  derselben  Wellenfifiche  sind,  was  wir  schon 
hier  betonen  wollen. 


C.  Dte  Qrundsesetze  der  Reflexion  und  Brechung. 

Die  Richtung,  welche  der  regelmäßig  zurückgeworfene  und  der 
ebenso  gebrochene  Teil  des  Lichts  im  Verhältnis  zu  dem  einfallen- 
den einschlagen,  wird  durch  die  folgenden  öesetze  bestimmt  (drittes 
und  viertes  Grundgesetz  der  geometrischen  Optik). 

Definitfonen.  Der  spitze  Winkel,  welchen  der  einfallende 
Strahl  mit  der  im  Einfallspunkte  auf  der  TrennungsflHehe  der  beiden 
Medien  errichteten  Konnalen  —  der  Einfallsnonnalen  —  bildet, 
heißt  der  Einfalls-,  Ineidenzwinkel.  Der  spitze  Winkel,  welchen 
der  reflektierte   bezw-.   gebrochene   Strahl    mit  dei-sclben  Normalen 
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bildet,  heißt  der  Reflexions-  bezw.  Brecliungswinkel.  Die  Ebene, 
in  welcher  der  einfallende  Stralil  und  die  Noniiale  liegen,  heißt  die 
Einfallsebene.     Es  gilt  dann: 

Der  reflektierte  und  der  gebrochene  Strahl  liegen  in  der 
Einfallsebene  und  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des  Einfallslots, 
wie  der  einfallende  Strahl. 

Das  Grondgesetz  der  Reflexion. 
gleich  dem  Einfallswinkel:  APlf^- 
soUen  die  Winkel  als  positiv  bezw. 
negativ  gerechnet  werden,  je  nach- 
dem bei  ihnen  die  Drehung  des 
Strahles  in  die  Richtung  der  Nor- 
malen in  einem  Sinne  erfolgen  würde, 
welcher  dem  der  Drehung  des  Uhr- 
zeigers gleich  oder  entgegengesetzt  ist. 

Das  Gmndgesetz  der  Brecbnng. 
Der  Sinus  des  Brechungswinkels  steht 
zu  dem  Sinus  des  Einfallswinkels  in 
einem  Verhältnis,  welches  nur  von  der 
Katur  der  beiden  aneinandergrenzen- 
dea   Medien   a   und   b   und   der  Art  ^ 

(Wellenlänge)  des  wirksamen  Lichts,  ^'*-  ^■ 

aber  nicht  von  der  Grösse  des  Ein-      ^«''lertTuui*«'  BrwbungswTnkBi'"--  und 

fallSWinkelS    abhängig    ist:  WLnkdderTo.klreflexioQfitmMedl«.,,!.. 

sin  CPJtf/sin  ^P^■=  sin  r/sin  i  =  ii„,fc  =  const  (t). 

Die  VerhSltniszahl  fta.b  heißt  der  Brechungsiudex  des  Mediums 
a  gegen  das  Medium  b  für  die  betreffende  Liclitart. 

Über  die  erfahrungsmäßige  Begründung  dieser  Grundgesetze 
gilt  das  in  der  Einleitung  Gesagte.  Die  Ableitung  derselben  aus 
den  Voraussetzungen  der  TJndulationstheorie  wurde  zuerst  von 
HiTTOENS  gegeben,  später  von  Fbesnel  schärfer  formuliert.  Die 
genaueste  Bestätigung  hat  das  Reflexionsgesetz  dui-ch  astronomische 
Beobachtungen  erfahren,  bei  welchen  die  Höhe  eines  Sterns  einer- 
seits direkt  durch  Einstellung  auf  ihn  mit  dem  Meridianinstnimcnt, 
dessen  Horizontallage  mittels  Libelle  festgestellt  ist,  andererseits  in- 
direkt durch  Messung  der  Tiefe  seines  Spiegelbildes  in  einem  Queck- 
sUberhorizont  bestimmt  wird.  Die  auf  diese  Art  beobachtete  Tiefe 
wird  immer  genau  der  Höhe  gleich  gefunden  bei  jedem  Betrage 
der  letzteren.     Dergleichen  Messungen  sind  aber  einer  sehr  großen 
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Genauigkeit  fäbig,  so  daß  sie  eine  ebenso  genaue  PrUfung  der 
Konsequenzen  des  fraglichen  Gesetzes  repräsentieren. 

Das  Brechungsgesetz  wird  am  schärfsten  auf  die  Probe  gestellt 
durch  Bestimmungen  der  Brechungs Verhältnisse  selber  und  durch 
die  Übereinstimmung  der  unter  seiner  Annahme  berechneten  op- 
tischen Konstruktionen,  wenn  dieselben  exakt  ausgeftihrt  sind,  mit 
der  Rechnung. 

Das  Prinzip  der  Umkebrbarkeit  der  Strahlenwege.  In  Bezag 
auf  letzteres  Gesetz  hat  die  Erfahrung  weiterhin  zu  erkennen 
gegeben,  daß  —  was  bei  der  Reflexion  eo  ipso  statt  hat  —  der 
einfallende  und  der  gebrochene  Strahl  stets  miteinander  vertauscht 
werden  können,  so  daß,  wenn  irgendwo  ein  unter  dem  Winkel  i 
im  Medium  o  einfallender  Strahl  unter  dem  Winkel  r  in  das  Medium  b 
gebrochen  wird,  derselbe  unter  dem  Einfallswinkel  r  im  Medium  b 
einfallend  genau  unter  dem  Winkel  i  in  das  Medium  a  gebrochen 
wüi-de.  Mit  anderen  Weiten:  wenn  nj^  =  sinr/sint  der  Brechungs- 
exponent des  Mediums  a  gegen  das  Medium  b  ist,  so  ist  »ijo  = 
sint/sinr=  l/n^jj  der  Brechnngsexponent  des  Mediums  (»  gegen  das 
Medium  a;  also  ^ab^^^l^ia- 

Wir  schließen  hieraus:  wenn  ein  Strahl  nach  irgend  welchen 
Reflexionen  und  Brechungen  so  auf  eine  Fläche  fällt,  daß  er  senk- 
recht reflektioil  wird,  so  durchläuft  er  genau  seinen  vorherigen 
Weg,  nur  in  umgekehrter  Richtung. 

Die  optische  Invariante.  Und  endlich  hat  die  Messung  zahl- 
reicher Breehungsverhältuisse  gezeigt,  daß  das  Breehungsverhältnis 
fijjj  eines  Mediums  a  gegen  b  vollständig  bestimmt  ist,  wenn  die 
Breehungsverhältuisse  n^^,  w^^  der  Medien  a  und  b  gegen  irgend  ein 

anderes    Medium   c  bekannt    sind,    und  zwar,    daß  «„j^^— ^    Der 

relative  Brechungsexponent  eines  Mediums  a  gegen  das  Medium  b 
ist  also  gleich  dem  Verhältnis  der  relativen  Brechungsexponenten 
der  Medien  a  und  b  gegen  ein  drittes  Medium  c.  Hierdurch  wird 
die  Zahl  der  möglichen  Brechungsexponenten,  welche  sonst  gleich 
der  Zahl  der  Kombinationen  aller  Medien  miteinander  wäre,  in  ein- 
deutiger Weise  auf  eine  einzige  Reihe  zurückgeführt,  nämlich  auf 
die  der  Brechungsexpon eilten  aller  Medien  gegen  ein  einziges.  Als 
das  letztere  wird  voniehmlieh  der  leere  Raum  genommen.  Die 
Brechungsverhältnisse  gegen  den  leeren  Raum  heißen  darum  absolute, 
oder  Breehungsindices  schlechthin.  Das  Vakuum  selbst  hat  gemäß 
dieser  Bestimmung  den  Breehungsindex  1;  die  bekannten  durch- 
sichtigen Medien  haben  alle  Breehungsindices  >  1 ;  nur  einige  Metalle, 
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in    Prismen    von    setir   geringer   Dicke   untersucht,    haben    Indiccs 
<  1  ergeben,  wie  z.  B,  von  A.  Ettmdt  (/.)  lestgestellt  wurde. 

Vermöge  dieser  Bezietiungen  Iftßt  sich  die  Gleichung,  welche 
da»  Brechungsgesetz  ausspricht,  in  einer  symmetrischen  Form 
schreiben,  welche  wir  kilnttig  oft  anwenden  werden.  Wir  haben 
Binr=:n^j-sin».  Da  nun  »a»^"«/"*  '^*'  ^^^<^  ^i''  ™it  "«i  »H  die 
Brechungsexponenten  der  Medien  a  und  b  gegen  den  leeren  Kaum 
bezeichnen,  so  wird 


oder  das  Produkt  aus  Brechnngsexponent  und  Sinus  des  Winkels 
(Strahl -Normale)  ändert  sich  bei  je  einer  Brechung  nicht.  Wir 
wollen  dieses  Produkt  die  „optische  Invariante"  nennen. 

Han  erkennt  ferner,  dafi  die  Reflexion  durch  dieselbe  Gleichung 
wie  die  Brechung  dargestellt  wird,  indem  für  sie  nur  «„iij  den 
speziellen  Wert  —  1  erhält.  Wir  werden  daher  in  dem  folgenden 
oft  nur  die  Probleme  der  Brechung  direkt  behandeln  und  das  tür 
die  Reflexion  geltende  Resultat  ohne  weiteres  aus  jenem  durch  die 
Substitution  w„ :  «^  =  —  1  gewinnen. 

D.  Die  Dispersion  des  Lichts. 

Wie  schon  bemerkt,  hängt  die  durch  Brechung  herbeigeführte 
Kichtungsänderung  des  Lichts  an  der  Grenze  zweier  Medien,  also 
der  relative  Brechungsexponent  derselben  nicht  nur  von  der  Be- 
schaffenheit dieser  Medien  ab  (für  welche  er  umgekehrt  ein  wesent- 
liches Charakteristikum  ist),  sondern  auch  von  der  Art  (Farbe, 
Wellenlänge)   des  wirksamen  Lichts;    n   ist   eine  Funktion    von  i. 

Wie  eine  solche  Verschiedenheit  der  Brechungsexponenten  fvlr 
verschiedene  Farben  in  Erscheinung  treten  muQ,  können  wir  auf 
(irund  des  bisher  Abgeleiteten  schon  angeben.  Denn  ist  der 
Brechungsexponent  eines  Mediums  gegen  den  leeren  Kaum  (oder 
such  gegen  ein  anderes  Medium)  für  eine  gewisse  Färbern,  so 
gilt  für  diese  sini  =  n-Binr,  Ist  der  Brechungsexponent  für  eine 
benachbarte  Farbe  (Wel!enlänge)  =  n  +  (fn,  so  wird  ein  Strahl  von 
der  betreffenden  Farbe,  weicher  unter  demselben  Winkel  i  einfällt 
wie  der  erste,  unter  einem  W^inkel  r-^dr  gebrochen,  welcher  von 
r  verschieden  ist,  gemäß 

ncosr-ir-i-Bin*'-''n^O 
oder 

dr  —  (d,ln)lgr. 
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Unter  demselben  Winkel  einfallende  Strahlen  verschiedener 
"Wellenlänge  werden  also  schon  durch  eine  einzig«  Brechung  (und 
noch  mehr  durch  zwei  solche  geeignet  angeordnete)  in  verschiedene 
Richtungen  gelenkt.  Newton  schloß  umgekehrt  aus  der  ungleichen 
Ablenkung  vcrschiedenpr  Farben  durch  Prismen  auf  die  verschiedene 
Brechbarkeit  des  verschieden  farbigen  Lichts  und  auf  die  Zu- 
sammensetzung des  weißen  Sonnenlichts  aus  verschiedener  Farbe. 
Die  Art  der  Auffindung  dieses  Faktums  durch  Newton  (im  J.  1666) 
gilt  noch  heute  für  ein  Muster  induktiver  Forschung  und  die  von 
ihm  gegebene  Darstellung  seiner  Untersuchung  für  eins  der  lesens- 
wertesten Dokumente  der  älteren  Physik, 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  der  Brechungsexponent 
der  Medien  im  allgemeinen  desto  größer  ist,  je  kleiner  die  Wellen- 
länge des  hetreffenden  Lichts  ist,  daß  er  also  im  sichtbaren  Teil 
des  Spektrums  von  dem  roten  Ende  nach  dem  blauen  hin  stetig 
wächst.  Doch  gibt  es  eine  Klasse  von  Körpern,  welche  eine  Aus- 
nahme von  dieser  Regel  bilden,  in  welchen  also  entweder  das  ganzo 
sichtbare  Spektrum  oder  Teile  desselben  den  umgekehrten  Zu- 
sammenhang zwischen  Brechungsexponent  und  Wellenlänge  auf- 
weisen.   Man  nennt  diese  Art  von  Dispersion  darum  anomale. 

Man  glaubte  früher,  daß  die  Größe  des  Brechungsesponcnten 
stets  Hand  in  Hand  ginge  mit  der  Dichte  der  Körper.  Wenn  sich 
nun  auch  dieser  Zusammenhang  nach  den  späteren  Untersuchungen 
als  ein  keineswegs  durchgängiger  erwiesen  hat,  so  findet  er  doch 
sehr  oft  statt,  und  man  hat  den  einmal  eingeführten  Begriff  der 
,, optischen  Dichte"  zur  Abkürzung  der  Ausdrucksweise  beibehalten. 
Der  Ausdnick,  oiu  Medium  sei  optisch  dichter  als  ein  anderes,  soll 
daher  nichts  weiter  besagen,  als,  es  habe  einen  größeren  Brechungs- 
exponenten als  jenes, 

E.  Die  Totalreflexion. 

Wir  haben  die  Beziehung  zwischen  Brechungs-  und  Einfalls- 
winkel durch  die  Oleichung  ausgedrückt  »^-sini^^iij-sinr.  Wenn 
"■  <  ^f  «'äo  n^j  •<  1  ist,  so  bestimmt  sich  (f eniäß  dieser  Gleichung 
zu  jedem  Einfallswinkel  i  der  Brechungswinkel  r.  Da  der  größte 
Einfallswinkel  t^^  =  J"=;i/2  ist,  so  ist  der  größte  Brechungswinkel 
unter  diesen  Umständen  bestimmt  durch  die  GleichuTig  sin  (r^^^  =  R) 
^\l%-  Allen  einfallenden  Strahlen  entsprechen  also  gebrochene, 
die  in  einem  Kegel  von  der  Halböffnung  arc(sin  =  »t„/i»j)  enthalten 
sind.    Betrachten  wir  umgekehrt  den  Übergang  des  Lichts%us  dem 
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Mediam  b  in  das  Medium  a,  oder,  was  dasselbe  ist,  nehmen  wir 
an,  es  sei  »g]>nj,  also  «„^'^1,  dann  gibt  es  aus  der  Gleichung 
»i^-sint^nj-sinr  reelle  Brechungswinkel  r  nur  zu  Einfallswinkeln  i, 
deren  sin  kleiner  ist  als  n^jn^  oder  kleiner  als  l/»t„j,  entsprechend 
dem  größten  möglichen  Brechungswinkel  r^jt/2.  Strahlen,  welche 
unter  einem  größeren  Winkel  i  einfallen,  als  dem  dieser  Gleichung 
entsprechenden,  können  gar  nicht  mehr  gebrochen  werden,  sondern 
alles  eingefallene  Licht  wird  in  das  erste  Medium  leflektiei-t.*)  Man 
nennt  diese  Art  von  Reflexion  daher  Totalreflexion  und  den  Ein- 
fallswinkel J,  von  welchem  an  dieselbe  beginnt,  welcher  also  der 
Gleichung  sin  J^  n^jn^=-i  /n^^  =  n^^  genügt ,  den  ,, kritischen 
Winkel"  oder  Winkel  der  Totalreflexion. 

Beilätifig  mag  bemerkt  werden,  daß  bei  durchsichtigen  Medien 
die  relative  Menge  des  reflektierten  Lichts  überhaupt  mit  dem  Ein- 
fallswinkel wachst,  so  daß  sie  von  dem  der  senkrechten  Inzidenz 
entsprechenden  Minimum  bis  zur  Totalreflexion  stetig  wächst. 

Der  Winkel  der  Totalreflexion  hängt  nur  von  den  Brechungs- 
exponenten der  beiden  aneinander  grenzenden  Medien  ab.  Er  ist 
daher  auch  im  allgemeinen  von  der  Wellenlänge,  Farbe  des  be- 
trachteten Lichts,  abhängig.  Der  Winkel  der  Totalreflexion  in 
einem  Medium,  welches  an  das  Vakuum  grenzt,  bestimmt  in  ein- 
fachster Weise   dessen  absoluten  Brechungsexponenten   sinJ^l/n. 


P.  HilfssStze. 

Aus  dem  Eeflexions-  und  Brechungsgesetze  lassen  sich  einige 
Hilfssätze  ableiten,  welche  uns  in  der  Folge  manchmal  nützlich 
sein  werden,  und  die  wir  daher  hier  voranstellen.  In  Bezug  auf 
die  Reflexionen  folgt  aus  deren  Gesetz:  1.  daß  der  einfallende  und 
der  reflektierte  Strahl  gleiche  Winkel  auch  mit  jeder  durch  den 
Einfallspunkt  gehenden  zur  Einfalls  normalen  senkrechten  Geraden 
bilden,  und  2.  daß  die  Projektionen  des  einfallenden  und  zurück- 
geworfenen Strahls  auf  irgend  eine  durch  die  Einfallsnonnale  gehende 
Ebene  ebenfalls  das  Eeflexionsgesetz  befolgen.  Der  Beweis  dieser 
Sätze  liegt  auf  der  Hand,  Wir  wollen  daher  nur  die  entsprechenden 
für  die  Brechung  geltenden  Sätze  beweisen,    aus  welchen  sich   die 

*)  WenD  auch  gauaae  Uutersaobungen  gezeigt  haben,  daß  auch  hier  das 
Licht  nun  Teil  ia  Aas  zweite  Medium  eindringt,  eo  geschieht  dies  doch  nur 
bis  m  sehr  geringer  Tiefe,  und  auch  dieser  Teil  des  Lichts  kehrt  seine  Be- 
wegongsrichtting  um. 
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ersteren  ja  anch    ergeben,    wenn  w„^  — Wj    oder   «  =  —  )»'   gesetzt 
wird.     Hier  gilt: 

1 .  Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  einfallender  und  gebrochener 
Strahl  mit  irgend  einer  durch  den  Fußpankt  der  Einfallanormalen 
zu  dieser  senkrechten,  d.  h.  in  der  Tangentialebene  der  brechenden 
Fläche  gelegenen  Geraden  bilden,  stehen  ebenfalls  im  umgekehrten 
Verhältnis  der  Brechungsexponenten. 

2.  In  demselben  Verhältnis  stehen  die  Sinus  der  Winkel,  welche 

jene  Strahlen  mit  einer 
durch  die  Normale  ge- 
legten Ebene  bilden. 

3.  Für  die  Projek- 
tionen des  einfallenden 
und  des  gebrochenen 
Strahls  auf  eine  durch 
die  Normale  gelegte 
Ebene  gilt  das  Bre- 
chungsgesetz mit  einem 
Brechungsindex ,  wel- 
cher von  der  Neigung 
der  Strahlen  gegen  jene 
Ebene  abhängt. 

Sei,  zum  Beweise 
dessen,  ON  (Fig.  2}  die 
Eintallsunrmale ,  MM 
die  brechende  Ebene 
oder  Tangentialebene 
der  brechenden  Fläche 
in  0,  PO  der  einfallen- 
de, OP'  der  gebrochene 
Strahl.  Dann  gilt 
n(POÄ'=t)  =  n'-sinCP'0^  =  j'); 


-PO<j)  =  n'-cos(- 


i'=P'0«' 


Mache  ich  die  Länge  von  OP  und  OP"  proportional  zu  resp. 
«  und  »',  so  ist  hiernach,  wenn  Q  und  Q'  die  FuBpunkte  der  von 
P  und  P"  auf  die  Ebene  MM  gefällten  Lote  wind,  OQ  =  OQ'.  Ziehe 
ich  nun  durch  0  in  der  Ebene  MM  irgend  eine  andere  Gerade, 
BOß'  und  fälle  von  P  und  P"  Senkrechte  auf  sie,  nach  Ä  und  JI*, 
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so  sind  die  Verbindungslinien  QR  und  ^It  auch  senki'echt  auf 
BOB^,  Daher  auch  OR=Og.  Es  ist  aber  OJe=  OP-cosPOB, 
OÄ'  =  OP'-co8J>'Ofi',  folglieh  in  der  Tat  cosPOB:cosP'OB'  =  n' :n 
(1.  Satz). 

Denke  ich  mir  nun  durch  OÄ'  und  die  (beliebige)  Gerade  RR' 
eine  Ebene  gelegt  und  von  den,  wie  vorher  bestimmten  Funkten 
P  and  Z^  Senkrechte  auf  diese  Ebene  gefällt,  nach  S  und  S",  so 
ist  PS  =  QR  und  P'S'=Q'Ä',  also  auch  PS=F'S',  da  ja  QR 
=  Q'Ä'.  Aber  PS=  OP-sinPOS;  P'S'  =  OP'- sin  POS* ,  folglich 
sin  POS:  sin  P'0S'  =  OP':OP=w':n  (2.  Satz). 

Endlich  ist  SO-sinSON=SN=S'0-smS'ON'  =  S'N'.  Aber 
5O  =  PO-cosP0S;  S'0=^F'0 cos P'OS',  folglichn-sinSOW-cosSOP 
=  »'-sinS'OJf -cosS'OP  oder  sinS0Ä":8inS'0J^'  =  n'- cosS'OP 
-.n-cosSOP  {3.  Satz). 

Bei  der  Bezeichnung  der  Figur  gilt  also,  neben  der  Funda- 
uentatgleicbung    n  ■  sin  t  —  n'  ■  sin  i'    oder    sin  i :  sin  t"  =  n' ;  n    noch 


1. 


COSy  :  COSV  = 


sinD':sinffi 


— (cosi?'r  C03i>)  = 


O.  EH«  analytische  Formulierung  des  Brechuncagesetzes 
für  räumliche  Koordinaten. 

Außer    den    vorstehenden    Hilfssätzen    kann    insbesondere   bei 
der  Berechnung    windschiefer   Strahlen    durch    abbildende  Systeme 
eine  allgemeinere  Formulierung  des 
Breehungsgesetzes    von    Wichtigkeit 
werden. 

Um  diese  abzuleiten ,  wollen 
wir  die  Pole  des  einfallenden  Strahles 
a,  der  Verlängerung  des  gebrochenen 
Strahles  nach  rückwärts  a',  des  Ein- 
fallslotes L  und  einer  beliebigen 
durch  den  Einfallspunkt  der  breclien- 
deo  Fläche  gezogenen  Geraden  Z 
auf  der  Einheitskugel  konstruieren 
(Fig.  3).  Da  die  Brechung  in  einer 
Ebene    verläuft    (Grundgesetz   S.  9), 
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liegen  L,  a  und  a'  auf  einem  größten  Kugelkreis.  Die  Winkel, 
die  a,  a  und  L  mit  der  beliebigen  Achse  Z  bilden,  bezeichnen  wir 
durch  Ci  C  und  L,. 

Wir  können  jetzt  den  Winkel  a  der  Brechungsebene  gegen  die 
Ebene  I/Z  in  doppelter  Weise  ausdrücken.  Wir  erhalten  nämlieh 
aus  den  beiden  sphärischen  Dreiecken  haZ  und  hti Z: 

cos  C  —  cos  Jtj  cos  %  cos  C'  —  cos  Lj  cos  i" 


Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  das  Grundgesetz  der  Brechung 


dui-eli  Elimination  von  a 

«'  cos  r  —  «  cos  C  =  cos  2/,  {n'  cos  %  —  n  cos  »). 

Bezeichnen  wir  jetzt  zui'  Abkürzung  die  Kichtungscosinus  der 
Strahlen  o  und  i/  gegen  drei  beliebige  Achsen  XYZ  mit  m,  p,  q 
resp.  1»',  p,  3'  und  diejenigen  der  Fläch enuormale  im  Einfallspunkte 
mit  }i,  fi,  V  und  setzen  den  Ausdruck  b' cos  i' —  »  cos  t  =  J,  so  er- 
halten wir  schließlich 


(„■,»■ 

-nm— IJ, 

•>: 

-nj)  =liJ, 

i»'«' 

^,q—vJ. 

J— 

»'CO, 

i'  —  n  cos  t  und 

»■•+ 

n^— 2 

»■n  (».m'+fp' 

m,(f- 

-i)  — 

mW+w'  +  j 

-as) 


H.  Die  Ablenkung  eines  Strahls  durch  Reflexion 
und  Brechung. 

Charakteristisch  für  die  \atur  der  Brechung  —  im  Gegensatze 
zur  Reflexion  —  ist  folgende  Eigenschaft:  Die  durch  Brechung 
bewirkte  Ablenkung  eines  Strahls  von  der  Einfallsrichtung  wachst 
mit  zunehmendem  Einfallswinkel  immer  Bclineller  —  wahrend  sie 
bei  der  Reflexion  mit  wacIisond<'m  Einfallswinkel  diesem  propor- 
tional abnimmt. 

In  der  Tat  folgt  au.s  « ■  sin  t  =  n'  ■  sin  i"  zunächst  dijtg  i  ^  '^»'/'^  ''• 
Istnunn'>n,  so  ist  »'<;»,  daher  auch  tgt'<Ctgt  und,  da  im  selben 
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Vfrhilltnis   stehend,    di"  <^di.     Die  Ablenkung  y   ist  aber^t 
Diese  nimmt  also,  da  d{i  —  i') ^ 0  ist,  mit  i  jedenfalls  zu. 
Des  näheren  ist 

di  —  di'  dy tgi 

di       "  di  tg 

Nun  nimmt  aber  tgi'jtgi  mit 


J/tgA^d/'sint'c 
di\tgi/       diVsini  c 


— ,   also 

dt* 

It  .'  ab; 

denn 

nimmt 

mit  wachsendem  i 

^y  dy 

~r^  stets  positiv  und  —  nimmt  mit  wachsendem  i  (oder  t 

zu,    d.  h.   die  durch  Brechung  bewirkte  Ablenkung  wächst  immer 

schneller. 

Wenn  n'<^n,  so  werden  y,  -Trund-j-;^  je<^0.    Es  erfolgt  die 

Ablenkung  nach  der  anderen  Seite  des  Strahls  (von  der  Normalen 
weg);  im  übrigen  bleiben  alle  Schlußfolgerungen  dieselben. 


3.  Allgemeine  Theoreme  Über  Reflexion  und  Brechung. 
A.  Der  Satz  vom  kürzesten  LichtWejre. 

Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  beliebige  Anzahl  von  Re- 
flexionen und  Brechungen  von  einem  Punkte  A  nach  einem  Punkte  B 
(relangt,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  Brechungsexponent  je 
eines  Mediums  und  der  in  ihm  durchlaurenen  Strecke,  £nr,  ein 
(■renzwert,  d,  h.  sie  weicht  von  der  gleichen  Summe  für  alle  dem 
tatsächlichen  Wege  unendlich  benachbarten  höchstens  um  Glieder 
zweiter  Ordnung  ab.  Es  ist  also  d2nr  =  0.  Jenes  Produkt  wird 
..Lichtweg",  „reduzierter  Weg"  oder  , .optische  Länge"  des  Strahls 
genannt. 

Wir  wollen  den  Satz  zunächst  für  eine  einzige  Brechung  (und 
damit  auch  Reflexion)  beweisen.  Es  seien  xyz  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Einfallspunktes;  x-\~6x,  y-\'Sy,  z-\-6z  die  eines 
ihm  unendlich  benachbarten  Punktes.  Liegt  dieser  benachbarte 
Punkt  auch  in  der  brechenden  Fläche,  so  gilt 

1.     k6x-\-fi6y-\-vdz  =  0, 

wenn   unter  X,  fi,  v   die  Kiehtungskosinus    der  Flächennorraale    im 
I'unkte  xyz    verstanden  werden.     Beziehen  wir  die  Gleichungen  I 

Opllk.  2 
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(S.  16)    auf  das  gleiche  Koordinatenaystem   und  fassen  sie   additiv 
mit  den  Faktoren  dx,  3y,  dz  zusammen,  so  folgt 

2.     0  ^  n'm'  dx  -\-  n'p'  dy  -\-  n'  q'  6z  ~~  nmdx  —  npSy  —  nqdz. 

Nehmen  wir  jetzt  auf  dem  einfallenden  Strahl  den  beliebigen 
Punkt  XYZ  im  Abstände  r  von  xyz  und  auf  dem  gebrochenen  den 
beliebigen  Punkt  X'Y'Z'  im  Abstände  r'  von  der  Fläche  längs  des 
Strahles  gemessen,  so  gilt 

r»_(X-^)'  +  Cr-|,)'  +  (Z-»)', 

r"-(Z'-x)'  +  (r-v)'  +  (Z'-.)'; 

daraus  folgen 

iX-x)  .      . 

^  ~  -i— =  —  C09 1/,  x)^  —  m, 

=  -\- , — -  =  +  cos  (r ,  a:)  ^  +  m 

und  die  analogen  Gleichungen  in  y  und  z. 
Es  gilt  weiter 

■■  ex  '    dy     '    '     ?z 

Fassen  wir  die  beiden  Gleichungen  4  mit  den  Faktoren  n  und  n' 
zusammen  und  setzen  die  Richtungskosinus  aus  3  für  die  partiellen 
Differential quotienten  ein,  so  folgt 
5.  n&r -\-WAr'=^—nmdx  —  npby  —  nqiz-\-n'nCdx-\-n'p'6y\~W^dz. 

Dies  ist  aber  gleich  Null  mit  Rücksicht  auf  2.     Wir  erhalten  also 

Nach  dem  Prinzip  der  Superposition  von  Variationen  können 
wir  von  der  Gleichung  d2nr=^0  für  eine  einzelne  Reflexion  und 
Brechung  sofort  Anwendung  machen  auf  den  Fall  beliebig  vieler. 
Bei    stetiger    Änderung    des     Brechungsexponenten     folgt    ebenso 

6 


,J. 


{Der    zweite    und    die    höheren   Differentialquotienten    kSunen 
gröBer  oder  kleiner  als  Null  oder  auch   gleich  Null  sein.     Die  ge- 
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Der  Wag  A 


wohnliche  Fassang  des  Satzes,  daß  jene  Summe  ein  Minimum  sei, 
ist  daher  nicht  korrekt,  sondern  nur  historisch  tiberkommen.) 

Für  ebene  Trennungsflächen  ist  der  optische  Weg  immer  ein 
Minimum,  wie  für  die  Reflexion  bereits  Hbeo  von  Alexandrien, 
für  die  Brechung  Fxbhat  (J.)  bewiesen  hat,  wir  wollen  uns  daher 
der  Kurze  wegen  für  den  allgemeinen  Fall  desselben  Ausdrucks 
bedienen. 

Wichtig  ist,  dass  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt, 
nämlich,  daß  sich  der  Bedingung  bZnr^d  für  den  Weg  eines 
Lichtstrahls  zwischen 
zwei  Punkten  bei  ge- 
gebenen reflektieren- 
den und  brechenden 
Flächen  nur  durch  das 
Reflexions-  und  Bre- 
chungsgesetz genügen 
läflt. 

Ob  in  einem  spe- 
ziellen Falle  der  Weg 
ein  Minimum  oder 
Maximum  oder  was 
sonst   ist,  davon  kann  i-«  war  w««.. 

man    sich,     wenn     die 

Gestalt  der  Grenzfläche  gegeben  ist,  folgendermaßen  überzeugen. 
Sei  PQ  (Fig-  4)  ein  Stück  der  Greuzflftche  und  PA!  der  nach  dem 
Brechungsgesetz  zu  AF  gehörige  Strahl.  Um  zu  erfahren,  ob  AFA! 
ein  kürzester  oder  ein  längster  Weg  zwischen  A  und  Ä'  sei,  denke 
ich  mir  die  Fläche  n-.4P-|-n'-PJ'^const.  konstruiert,  die  sogen. 
cartesische  Fläche  (S.  23);  FR  sei  ein  Stück  derselben.  Diese  Fläche 
muß  die  brechende  in  P  jedenfalls  berühren,  weil  dort  für  beide 
i{n-AP-\-ri-PA')^0  ist.  Ist  nun  diebrechende  Fläche  in  P  noch 
dem  dünneren  Medium  (n)  zu  stärker  konvex  als  die  cartesische, 
so  ist  für  jene  der  Weg  AFA'  ein  Maximum,  anderenfalls  ein 
Minimum. 

In  der  Tat,  sei  Q  ein  P  unendlich  benachbarter  Punkt  der 
brechenden  Fläche,  so  ist  der  Lichtweg  von  Ä  nach  A'  über  Q, 
[(i]  =  n-ÄQ-\-n'-QA'.  Der  über  B  durch  die  cartesische  Fläche. 
[Bj^n-AR-^n'-BQ-^-n'QA',  wenn  B  der  Schnittpunkt  von  ^'Q 
mit  der  cartesischen  Fläche  ist.     Also  ist 

[«]-[«] -».(je-jj»)-»««. 


n  künsesler  odai 
n  Pnaeh 


-m  dün- 
Fliche 
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Nun  ist  äQ  —  äR<^RQ  als  Seiten  eines  Dreiecks,  daher,  wenn 
11  <n',  afortioriw(^Q  — .dB}<n'-ÄQ,  also  der  Weg  üb«r  Q  kleiner, 
als  der  über  Ä.  Letzterer  ist  aber  gleich  dem  über  P,  folglich  ist 
nnter  diesen  Umständen  der  Weg  über  P  ein  Maximum.  In  ganz 
analoger  Weise  läfit  sich  erkennen,  daß,  wenn  die  brechende  Fläche 
nach  dem  optisch  dünneren  Medium  weniger  konvex  ist  als  die 
eartesische,  der  Lichtweg  über  P  ein  Minimum  ist. 

B.  Dag  Prinzip  der  schnellsten  Ankunft. 

Nach  den  Experimenten  von  Fodcaüxt  und  in  Übereinstimmung 
mit  der  Undiüationstheorie  des  Lichts  stehen  die  Brechungsexponenten 
zweier  Medien  im  umgekehrten  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten 
der  Lichtbewegung  in  ihnen,  also  njn'  ^v'jv,  oder  allgemein  n^kjv; 
n'^kjv';  n"^kjv"  etc.  Unter  Benutzung  dieser  Beziehung  geht 
die  Gleichung  dSnr^O  Über  in  Ä2"(r/w)  =  0.  Da  aber  die  Ge- 
schwindigkeit v^rjt  ist,  wenn  t  die  zur  Durchlaufung  der  Strecke 
r  vom  Licht  gebrauchte  Zeit  bedeutet,  so  wird  schließlich  52'(^0, 
(1.  h.  die  Zeit,  welche  das  Licht  gebraucht,  um  von  einem  Punkte 
A  unter  beliebig  vielen  Reflexionen  und  Brechungen  nach  einem 
anderen  Punkte  B  zu  gelangen,  ist  für  den  Weg,  welchen  der  Strahl 
gemäS  dem  Reflexions-  und  Brechungsgesetz  einschlägt,  um  un- 
endlich kleine  Größen  der  zweiten  oder  höheren  Ordnung  verschieden 
von  der  für  die  diesem  unendlich  benachbarten  Wege. 

C.  Der  Satz  von  MALUS. 

Unter  Benutzung  dieses  Satzes  läßt  sieh  der  folgende  wichtige 
Satz  von  5IALD8  (X)  beweisen.  Derselbe  lautet:  Ein  Strahlensystem, 
welches  einmal  senkrecht  zu  einer  Fläche  ist,  bleibt  dies  auch  nach 
beliebig  vielen  Reflexionen  und  Brechungen.  Da  die  von  einem 
leuclitenden  Punkte  ausgehenden  Strahlen  senkrecht  stehen  auf  jeder 
Kugel  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt,  so  würde  für  solche  der 
MALUSsche  Satz  besonders  gelten.  Nach  der  Wellentheorie  ist  das 
selbstverständlich,  da  gemäß  dieser  in  isotropen  Medien  die  Strahlen 
nichts  anderes  sind  als  die  Kormalen  zur  Wellen  fläche.  Vom  Stand- 
punkte der  geometrischen  Optik  läßt  sich  der  Satz  wie  folgt  beweisen 
[nach  Rayxeiqh  (i.)j.  Seien  MÄBCP,  M'A'ffC'P'  ....  (Fig.  b} 
Stralilen,  welche  auf  der  Fläche  m  bezüglich  in  Af,  M"  normal  stehen 
und  in  ihrem  weiteren  Verlauf  an  den  Flächen  a,  b,  c,  bezüglich 
in  A,  ä'  .  .  .  B,  B'  .  .  .,  C,  C",  .  .  Reflexionen   oder  Brechungen   er 
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fahren  haben.    Ich  kann  dann  nach  irgend  einer  dieser  Reflexionen 
oder  Brechungen,  z.  B.  nach  der  an  Fläche  c  stattgehabten,  auf  den 


,  so  bestimmen, 
P,  M'  bis  P'  etc. 
.  gehende  Fläche 


betreffenden  Strahlen  jedenfalls  Punkte  P,  P" . 
daß  die  Summe  der  reduzierten  Wege  von  M  bii 
die  gleiche  wii-d.  Die  durch  die  Punkte  P,  P* . 
ist  dann  die  gesuchte  Or- 
thogonalfläche der  Strali- 
len.  Verbinde  ich  zum 
Beweise  dessen  M'  mit  A 
und  C  mit  P',  so  ist  bei 
genügender  Nähe  von  M 
an  M'[M'äBCP']  nur  um 
unendlich  kleine  Größen 
höherer  Ordnung  als 
MM'  verschieden  von 
[M'A'B'CP'l  Laut  An- 
nahme ist  tiher[M'Ä'B'C'P] 
=  [MäBCP];  daher  nach  f,^,  6. 

Subtraktion  der  gemein-  imt  von  Milub:  Etn  Syetem  ron  Slnhleu,  wckhes 
„ fiT , 1, „ «Inmiil  BBntreght  m  einer  Fläclie   lat,   bleibt   dies  aurh 

samen  Wegstrecken,  wenn  ^j,  ^u^ug  viei™  Ren«ioDen  ™d  Breehnnge«. 

der  erste  Brechnngsexpo- 

nent  mit  n,  der  letzte  mit  n' bezeichnet  wird,  im  Grenzfalle  «-Jf^ + 
n'  ■  CP=  n  ■  M'A  +  n'  -  CP".  Nach  der  Voraussetzung,  dall  die  Strahlen 
ursprQnglieh  auf  m  senkrecht  stehen,  ist  aber  \im-M' A^MA  bis 
auf  unendlich  Kleines  von  wenigstens  zweiter  Ordnung;  folglich 
auch  ebenso  nahe  lim-CP'^CP,  d.  h.  CP  steht  auf  p  in  P  senk- 
recht, und  ebenso  die  anderen  Strahlen  CP'  etc. 


—4 


D.  Die  charakteristische  Punktion. 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  drückt  der  reduzierte  Lichtweg 
zwischen  zwei  Punkten,  die  durch  irgend  welche  brechende  oder 
spiegelnde  Medien  getrennt  sind,  diejenige  Strecke  aus,  welche  die 
Liehtbewegung  im  Vakuum  während  der  Zeit  zurücklegen  würde, 
die  die  Lichtbewegung  faktisch  zwischen  den  beiden  Punkten  be- 
nötigt. Denken  wir  uns  diesen  reduzierten  Weg  als  Funktion  der 
Koordinaten  beider  Punkte  gegeben,  so  erhalten  wir  die  sogen. 
charakteristische  Funkti]on,  deren  Begriff  W.R.Hamilton  (i.) 
im  Jahre  1824  in  die  mathematische  Optik  einführte. 

Im  leeren  Raum  ist  der  reduzierte  Weg  zwischen  den  Punkten 
a!,y,Zj  und  x,v,^j  gleich  der  Entfernung  beider,  also  gleich 
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Betrachten  wir  hierin  den  Pnnkt  1  als  variabel,  so  folgt  hieratis 

-,   -  ^^ ^^; — *-  =  —  COS  (r,,,  a:)  =  —  m, 

ca:,  P„  ^«     '  1 

und  analoge  Gleichungen  für  die  partiellen  Differentialquotlenten 
nach  den  anderen  Koordinaten.  Diese  partiellpn  Differcutialquotienten 
liefern  also  die  Richtungskosinus  des  Strahls  (tlr  den  betreffenden 
Punkt. 

Diese  Formel  laßt  sich  sofort  auf  den  allgemeinen  Fall  beliebig 
vieler  Brechungen  und  Spiegelungen  verallgemeinern.  Die  cha- 
rakteristische Funktion  nimmt  die  Form  an 


worin  n„  den  Brechungsoxponenten  im  Punkte  ä  und  ir^  das 
Linienelcment  des  Lichtweges  zwischen  den  Punkten  x^y^z^  und 
XjjjZj  in  der  Umgebung  des  Punktes  k  bezeichnet,  wobei  zu  be- 
achten ist,  daß  das  Integral  als  Funktion  seiner  Grenzen 
betrachtet  wird.  Variieren  wir  das  Integral  nach  seiner  oberen 
(Jrenze,  so  erhalten  wir  unter  Weglassung  der  Indices 
dV^ndv^n{mdx-\-p9y}-  qdz). 
Daraus  folgt 

cV  dV  cY    ■ 

-    -=nin,  — —  ^np,  — ^nq 

ex  cy  cz 

untj   des   weiteren,    daß  die    charakteristische  Funktion  V  der   par- 
tiellen Differentialgleichung 

\'cxi 
genügen  muß. 

Ist  die  charakteristische  Funktion  für  ein  System  bekannt,  so  lassen  sich 
theoretisch  alle  Eigenschaften  des  Sj^tems  aus  ihr  ableiten.  Freilich  ist  diese 
Ableitung,  die  zum  Teil  von  Hamilton  (i.  .  .  4.),  KuuuBn  <!.),  Uaxwbll  (3.), 
Tbiesbn  (1.),  Bbc.vs  (i.)  durchgeführt  ist,  mit  einem  ^oBen  analytischen 
Apparat  unter  vornehmlicher  Heranziehung  der  Theorie  der  krommea 
Ohorflftchcn  und  der  Strahlenkomplexe  verknUpft.  Hat  sich  so  schon  bei 
den  vorhin  genannten  Autoren  die  Lehre  von  diesen  allgemeinfui  Systemen 
zu  einem  verwickelten  analytischen  Gebäude  ausgebildet,  EU  dem  nur  gründ- 
liche mathematische  Kenntnisse  den  Eintritt  ermöglichen,    so   werden  bei  der 
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praktiachen  ÄnweadTin^  dieser  Lehren  die  SchwieriKkeiten  unUberwindlioh. 
Bis  jetzt  ist  die  Äofstellnng  der  charakteristischen  Panktion  nur  in  den  allere 
einfachsten  !Fttllen  gelungen,  welche  entweder  für  die  Praxis  bedentungatoa 
sind,  oder  fUr  welche  diese  schon  länget  auf  apeziellerem  Wef(e  die  einfachste 
Lösnng  gefunden  hat.  !Fast  ebenso  groß  sind  aber  nach  Kenntnis  dieser 
Fanktion  die  Schwierig-keiten,  die  entstehen,  wenn  man  die  als  Zwischen- 
variabele  auftretenden  sakzessiTen  Durchs  toßangsponkt«  eines  Strahlenweges 
an  den  anfeinander  folf^enden  trenneoden  Fltlchen  mit  Hilfe  des  FssiUTBchen 
Saties  eHminieren  wiU,  nm  praktische  Endformeln  eu  erhalten  [s.  Bbdnb  |1.  toa.)], 
Daia  kommt,  daß  die  Hauptfrage  des  Praktikers  nach  Bechenvorschriften  zur 
Berechnung  optischer  Systeme  durch  diese  ganz  allgemeinen  TJntereachungen 
überhaupt  nicht  berührt  wird. 

E.  Die  optische  Lange  zwischen  konjugierten  Brennpunkten. 

Aus  dem  FEBAUTschen  in  Verbindung  mit  dem  MALUSscben 
Satze  können  wir  einen  wichtigen  SchiuBS  ziehen;  nämlich:  wenn 
durch  irgend  welche  Reflexionen  und  Brechungen  alle  in  einem 
gegebenen  Winkelraum  enthaltenen  von  einem  Punkt  ausgehenden 
Strahlen  wieder  in  einen  Punkt  (homozentrisch)  Tereinigt  werden, 
so  ist  für  sie  die  optische  Länge  vom  Ausgangs-  bis  zum  Ver- 
einigungspunkt die  gleiche.  Denn  in  der  Tat,  weil  dann  von  Strahl 
zu  Strahl  d£nr  =  0  ist,  so  ist  Z'»u-  =  const.  innerhalb  des  betrettenden 
Winkelraums.  Strahlen  {Elementar»' cllon),  welche  von  einem  Punkte 
l Flächenelement)  mit  gleicher  Phajse  ausgehen,  kommen  also  bei 
homozentrisch  er  Vereinigung  im  neuen  Brennpunkt  auch  wieder  mit 
gleicher  Phase  an.  (Phasenverzögemngen  durch  Reflexion  oder 
Brechung  treffen  alle  Strahlen  gleicbmäBig  —  wofern  dieselben  nicht 
etwa  von  dem  Einfallswinkel  abhängen  —  beeinträchtigen  also  die 
titiltigkeit  dieses  Satzes  nicht.)  In  solchen  Vereinigungspunkten 
mtlssen  sich  die  Strahlen  also  auch  gemäß  der  Undulationstheorie 
verstärken,  and  es  kommt  daselbst  zur  Erzeugung  eines  sieh  in 
dein  betreffenden  Winkelraum  seibat  wie  ein  leuchtender  Punkt  ver- 
haltenden OsciUationszcntrums.  Hierauf  beruht  die  Möglichkeit 
einer  Abbildung  durch  optische  Mittel. 

F.  Cartesische  Flächen.*) 

Die  Aufgabe,  eine  Fläche  so  zu  bestimmen,  daJä  die  von  einem 
leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Strahlen  sämtlich  wieder  in  einen 

*)  Diese  Flächen  werden  in  der  Literatur  auch  wohl  als  aplonatische 
oder  als  aberrationsfreie  Fl&chen  beieichnet.  Da  wir  aber  die  Begriffe  des 
nAplaaBttsmus"  und  der  „  Aberration  efreiheit'  spftter  noch  strenger  zn  fassen 
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Punkt  gebrochen  (oder  reflektiert)  werden,  ist  nach  dem  Voraii- 
stehenden  mathematisch  einlach  so  formuUerbar,  daß  nr  +  nV  für 
alle  Punkte  der  gesuchten  Fläche  denselben  Wert  haben  solle,  wenn 
r  vom  leuchtenden,  r'  vom  Vereinigungspunkt  aus  gemessen  wird. 
Die  Lesung  dieser  Aufgabe  bietet  keine  besonderen  Schwierigkeiten 
und  ist  an  mehreren  Stellen  zu  finden.  Da  sie  andererseits  kein 
besonderes  physikalisches  oder  praktisches  Interesse  besitzt,  so  be- 
gnügen wir  uns  mit  der  Anführung  einiger  Resultate  und  weisen 
nur  darauf  hin,  daß  in  diesen  Fällen  für  den  reduzierten  Weg 
des  Lichtes  z^vischen  den  beiden  Punkten  wie  übei-haupt  stets  bei 
homozentrischer  Strahlenvereinigung  auch  der  ZM-eite  und  alle 
höheren  Differentialquotienten  des  Ausdruckes  2nr  ebenfalls  ver- 
schwinden. 

Bei  einer  Reflexion  ist  r  +  r' ^^cnnst,  bekanntlich  die  Bi- 
polar-Gleichung  eines  Rotationsellipsoidcs  oder  eines  Rotationshyper- 
boloides, dessen  Brennpunkte  der  leuchtende  und  der  Vereinignngs- 
punkt  sind,  wie  auch  aus  der  bekannten  Eigenschaft  eines  solchen 
EUlipsoides  oder  Hyperboloides  geschlossen  werden  kann,  daß  die 
Badii  vectores  gegen  die  Kormale  des  betreffenden  Flächenpunktes 
gleich  geneigt  sind,  also  dem  Reflexionsgesetz  genügen.  Rückt 
der  eine  Punkt  in  das  Unendliche,  so  wird  die  Fläche  ein  Rotatjons- 
paraboloid.  Je  nachdem  die  konkave  Seite  eines  Rotationsparu- 
boloides  und  eines  Rotati onsellip so ides  oder  die  konvexe  Seite  eini's 
Rotati onsparaboloi des  und  eines  Rotalionshyperboloides  reflektierend 
wirkt,  ist  der  Vereinigungspunkt  der  einfallenden  Strahlen  naeh 
der  Reflexion  reell  oder  virtuell. 

Im  Falle  einer  Brechung  gibt  die  Oleichung  nr-|-M'r'^const. 
eine  Rotationsfläche  vierten  Grades,  deren  Meridiankur\en  für  reelle 
Brennpunkte  die  eigentlichen  sog,  Cartesiachen  Ovale  repräsentieien. 
In  dem  Spezialfall,  daß  wieder  der  eine,  z.  B.  der  leuchtende  Punkt, 
im  Unendlichen  liegt,  ist  es  eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades, 
deren  einer  Bi-ennpunkt  auch  der  der  Strahlen  ist.  Die  Fläche  ist 
dabei  ein  Rotationshyperboloid  oder  Rotationsellipsoid,  je  nachdem 
der  im  Unendlichen  liegende  Punkt  im  <iptisch  dichteren  oder 
dünneren  Medium  sich  befindet.  Die  numerische  Exzentrizität  dei- 
Flächen  wird  gleich  dem  Brechungsverhältnis  der  durch  die  Flächen 
getrennten  Medien. 

haben  und  is  dienern  Sinne  die  cart«siBclien  Flftchen  im  allgemeineii  weder 
aplanatisch  noch  ftberratLonBfrei  sind,  so  liehen  wir  es  in  dieser  Darstellung 
vor,  diejenigen  Flächen  4ten  Orades,  die  einen  Ptmkt  homozentrisch  in  einen 
andern  abbilden,  als  „cartesiache"  zu  bezeichnen. 
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Ein  und  dieselbe  cartcsische  Fläche  bildet  einen  bestimmten, 
auf  ihrer  Achse  gelegenen  Objektpunkt  P  gleichzeitig  avl  2  Punkte 
P'  und  P"  ah  für  zwei  bestimmte  Werte  des  Brechungsvcrhältnisses. 
Die  beiden  Punkte  P'  und  P"  sind  entweder  beide  reell  oder  kon- 
jugiert imaginär.  Letzterer  Fall  entspricht  bei  der  physikalischen 
Realisierung  einer  ganz  bestimmten  Art  von  Strahlen  Verwirrung. 

Pur  eine  besondere  andere,  später  anzugebende  Lage  der  beiden 
Punkte  zur  Fläche  ist  dieselbe  eine  Kugel. 

Ganz  ähnlich  sind  die  Ergebnisse,  wenn  man  die  Wiedei^'er- 
einig^ng  der  Strahlen  statt  durch  eine  einzige  Fläche,  durch  mehrere 
solche  bewirken  will. 

Von  den  cartcsischen  Flächen  kann  man  theoretisch  Gebrauch 
machen,  um  für  eine  gegebene  Lage  zweier  Punkte  und  gegebene 
Gestalt  einer,  zwei  Medien  trennenden  Fläche  diejenigen  Stellen 
der  letzteren  zu  bestimmen,  über  welche  'durch  Reflexion  oder 
Brechung  ein  Strahl  von  dem  einen  Punkte  nach  dem  anderen  ge- 
langen kann.  Je  nachdem  die  beiden  Punkte  in  demselben  oder 
in  verschiedenen  Medien  (auf  derselben  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Fläche)  liegen,  konstruiert  man  um  sie  die  Schar  der 
Flächen  r  +  r' =  const,  oder  nr +  nr' ^  const.  Jede  Stelle  der 
Trennungsfläche,  welche  von  einer  dieser  Flächen  berührt  wird, 
hat  die  gesuchte  Eigenschaft,  weil  für  sie  eben  62nr  =  0  ist. 

Von  den  cartesiachaa  Flftcben  haben  sich  bis  jetrt  nur  die  BotatioDS- 
paraboloide  bU  Spiegel  in  den  Sobeinwerfem  ein  gewisses  Aawendungabereicli 
erworben.  Die  Formgenauigkeit  dieser  pamboloidischen  FlKchen  erreicht  in 
der  Technik  nicht  die  Stute,  die  bei  den  KugelflH^hen  verlangt  und  enielt 
wird;  freiHoh  siad  auch  im  allgemeinen  die  Anforderungen  an  die  Exaktheit 
der  Parabolspiegel  fOr  Scheinwerfer  nicht  besoiiders  hohe. 

Q.  Nlchtsphürlsche  oder  deformierte  Flüchen. 

Aufier  den  Kugelftächen  und  den  cartcsischen  Flächen  gibt  es 
allgemeinere  Flächen  —  wir  wollen  sie  zusammenfassend  als  nicht- 
sphärische oder  deformierte  Flächen  bezeichnen  —  welchen  für 
die  optische  Bilderzeugung  gewia,se  ausgezeichnete  und  für  sie 
spezifische  Eigenschaften  innewohnen. 

Zur  theoretischen  Auffindung  lassen  sich  zwei  verschiedene 
Wege  einschlagen.  Man  kann  einmal  versuchen,  analytisch  das 
Gesetz  der  Flächen  aufzustellen,  die  eine  vorgeschriebene  Strahlen- 
vereinigung herbeiführen.  Eine  solche  analytische  Untersuchung 
begegnet  aber  so  großen  Schwierigkeiten ,  daß  auf  diesem  Wege 
bisher  noch  keine  Resultate  erzielt  sind.     Andererseits  kann   man 
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nach  dem  Vorgange  von  Abbe  (fi.  9.)  für  ein  gegebenes  optisches 
System,  das  aus  Kugclflächen  bestehend  vorausgesetzt  werden  mCge, 
diejenigen  Abweichungen  einer  oder  mehrerer  Flachen  von  der 
KugeUorm  durch  Reihenentwicklung  berechnen,  die  eine  bestimmte 
Veränderung  in  der  Strahlenvereinigung  herbeiführen.  Beschränken 
wir  uns  auf  Rotationsflächen,  so  können  wir  die  Gleichung  der 
Meridiankurve  einer  solchen  Plftche  in  Polarkoordinaten  darstellen 
durch 

worin  r^  den  Krümmungsradius  im  Seheitel  darstellt  und  a  die 
radiale  Abweichung  von  der  Schmiegungskugel  im  Scheitel  miilt. 
Entwickeln  wir  a  nach  Potenzen  des  Bogens  l  =  r^ip,  so  können 
wir  ansetzen 

Es  können  nur  gerade  Potenzen  auftreten,  da  die  Meridiankurve 
zur  Rotationsachse  symmetrisch  liegt,  und  femer  nur  von  der  vierten 
Potenz  an,  da  der  Krüramungaradius  im  Scheitel  r^  die  Kurve  bis 
auf  zweite  Ordnung  inklusive  approximiert.  Es  lassen  sich  die 
Deformationakoeffizienten  x,  X,v  .  .  .  aus  den  vorgeschriebenen 
Veränderungen  der  Strahlen  Vereinigung  des  gegebenen  sphärischen 
Systems  berechnen. 

Die  methodische  Anwendung  theoro tisch  beBtimmter  nichtsphäriBoher 
Flächen  in  der  Praxis  hiernach  ist  erst  in  allerjUngster  Zeit  in  der  optischen 
Werkstatte  von  Cabl  Zbiss  in  Jens  angebahnt. 

Absichtliche  Abweichungen  von  der  Kugelgestalt  bat  man  bisher  nur  bei 
den  astronomischen  Keflektoren  und  Befraktoren  oder  groBen  photographi- 
BChen  Objektiven  versucht.  Hier  bleiben  aber  die  Abweichungen  von  der 
Kngel  äußerst  gering,  und  es  ist  insbesondere  charskteTistiscb  (Ur  sie,  daß  sie 
nur  durch  praktisches  Tstonnoment  unter  Anwendung  einer  sogenannten 
Lokalietouohe  erzielt  werden. 


H.  Das  allgemeine  optische  Strahlenbüschel;  Kaustiken 
(BrenntlSchen). 

Da  als  optisches  Strahlen büschel,  wie  in  der  Einleitung  hervor- 
gehoben, nur  ein  solches  angesehen  werden  kann,  welches  in  letzter 
Instanz  auf  einen  selb  st  leuchtenden  Punkt  (Oscillationszentrum) 
zurückgeführt  werden  kann,  so  hat  ein  solches  gemäß  dem  Satz 
von  Malus  auch  stets  ein  System  von  Onhogonalflftchen,  eben  die 
Wellenf lachen,    in  welchen  gleiche  Phase   der  Oszillation    herrscht. 
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,,Jedem  oprischen  Bfl&cbe),  wie  auch  immer  es  entstanden  sei, 
werden  daher  die  Eigenschaften  zukommen,  welche  die  Normalen 
stetig  gekrümmter  Flächen  besitzen,  Die  Theorie  der  letzteren  lehrt 
aber,  daß,  wenn  wir  uns  durch  einen  beliebigen  Strahl  a  eine  Ebene 
gelegt  denken,  welche  die  Fläche  in  einer  Kurve  schneidet,  und 
diese  Ebene  um  den  Strahl  drehen,  die  Kiir^-e  im  allgemeinen  im 
Schnittpunkte  mit  a  verschiedene  Krümmung  besitzt,  und  daß  die 
Ebene  der  größten  Krümmung  der  Schnittkurve  senkrecht  steht  aof 
der  Ebene  ihrer  kleinsten  Krümmung.  Von  den  dem  Strahl  a  unend- 
lich nahen  Normalen  der  Wellenfläche  —  welche  also  benachbarte 
Strahlen  sind  —  schneiden  daher  diejenigen,  deren  Fußpunkte  in 
der  Linie  größter  oder  kleinster  Krümmung  liegen,  den  Strahl  a  in 
dem  Mittelpunkte  bezüglich  des  kleinsten  oder  größten  Krümmnngs- 
krcises;  die  anderen  dagegen  schneiden  den  Strahl  a  gar  nicht. 
Auf  jedem  Strahle  gibt  es  also  im  allgemeinen  zwei  Brennpunkte, 
m  denen  er  von  benachbarten  Strahlen  geschnitten  wird,  welche 
Punkte  den  Mittelpunkten  der  größten  und  kleinsten  Krümmung 
im  Fußpunkte  des  Strahles  der  Wellenfläche  entsprechen.  Nur 
wenn  die  Krümmung  der  Wellenfläche  in  dem  Fußpunkte  des 
Strahles  nach  allen  Riehtungen  gleich  groß  ist,  wird  der  Strahl  von 
allen,  ihm  unendlich  benachbarten  in  einem  Punkte  geschnitten" 
(^Helmholtz). 

Die  Strahlen,  deren  Fußpunkte  in  einer  Krümmungslinie  der 
Wellenfläche  liegen,  schneiden  einander  bei  endlicher  Ausdehnung 
jener  Linie  sukzessive  in  verechiedenen  Punkten.  Sie  sind  daher 
die  Einhüllenden  einer  Kurve,  die  aus  lauter  Brennpunkten  unend- 
lich benachbarter  Strahlen  gebildet  ist.  Dieselbe  heißt  daher  Brenn- 
kurve oder  Kaustik.  Die  aufeinander  folgenden  Krümmungslinien 
einer  Wellenfläche  geben  ebenso  viele  Brennlinicn,  welche  insgesamt 
eine  Fläche,  die  Brennfläehe  des  Strahl ensystems,  bilden.  Da  es 
zwei  Scharen  von  Krümmuugslinien  gibt,  so  gibt  es  im  allgemeinen 
zu  jeder  Orthogonalfläehe  auch  zwei  Brennflächen,  und  jeder  Strahl 
ist  gemeinsame  Tangente  beider  Flächen. 

Besonders  einfach  ist  der  Fall,  wo  die  Wellenfläche  eine  Eo- 
tationsfläche  ist.  Die  eine  Schar  von  Krümmungslinien  sind  dann 
die  Meridiankurven  der  Fläche  und  die  ihnen  entsprechende  Kaustik 
ist  eine  Fläche,  welche  durch  Rotation  der  Evolute  der  Meridian- 
kurve um  die  Symmetrieachse  entsteht.  Die  andere  Schar  von 
Krümm  ungslinien  entspricht  den  Breitenkreisen  der  Erdkugel,  d.h. 
es  sind  parallele  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Symmetrieachse 
liegen.     Die  zu  ihnen  gehörigen  Normalen  bilden  je  einen  geraden 
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Kreiskegel  und  schneiden  die  Aciise  je  in  einem  Punkt.  Die  zweite 
BrennHäche  ist  daher  reduziert  auf  ein  Stück  der  Achse.  Den 
Charakter  einer  solclien  Breunfläclie  veranschauliclit  Fig.  6  im  Me- 
ridianschnitt. Hier  ist  BQS  die  Erzeugende  der  einen  Brennfläche, 
PQ  die  Gerade,  in  welche  die  andere  Brennfläche  hier  degeneriert  ist. 
Mit  der  Aufgabe,  die  Gestalt  der  Kaustiken  in  besonderen 
Fällen  zu  bestimmen,  wollen  wir  uns  hier  abermals  nicht  weiter 
beschäftigen,  da  sich  auch  an  diese  mehr  ein  mathematisches  als 
ein  physikalisches  oder  praktisches  Interesse  knüpft. 


BrerhuTiK  puullt 


Bemerkt  werden  muß,  daß  Untersuchiuigen  Über  die  Intensität  in  den 
Funkten  eijier  Kauatik  und  nikmentlich  über  die  Intenaitftts Verteilung  in 
Schnittebenen  mit  solchen,  auf  dem  Boden  der  geometrischen  Optik  allein  an- 
gestellt, einen  sehr  beschränkten  Wert  haben  und  meist  ganz  illusorisch  sind. 
Denn  die  Brennpunkte,  welche  die  Kauatik  formieren,  sind  solche  von  unend- 
lich dlinoen  Büscheln,  wttrden  also  für  sich  allein  (wegen  dos  weitgehenden 
DiffraktionseKekts  so  schmaler  Wellenzüge)  fast  gar  nicht  mehr  den  Kegeln 
der  geometrischen  Optik  folgen.  In  benachbarten  Brennpunkten  kommt  aber 
das  Licht  mit  stetig  verscliiedener  Phase  sin  und  die  Helligkeit  sowohl  in  den 
Punkten  der  Kaustik  selbst,  als  in  denen  einer  Schnittebene  hängt  von  den 
Phasen  der  sie  tretenden  Elementarwellen  in  hohem  Orade  ab.  Wenn  daher 
auch  die  nach  den  Kefieilons-  und  Brechungsgesetzen  berechnete  Kanatik  im 
großen  und  ganzen  die  Stellen  hervorstechender  Lichtkonzentration  richtig 
angibt,  insofern  sie  eben  aus  wirklichen  Brennpunkten  gebildet  ist,  so  kann 
doch  NiLheres  Über  die  Lichtverteilung  eines  optischen  Bllschels  nur  mit  Hilfe 
der  Undulationstheorie  und  des  Interferenzprinzips  ermittelt  werden.  Eine 
auf  dieser  Grundlage  stehende  Untersuchung,  wie  sie  Aibt  (4.1  mit  spezieller 
Rücksicht  auf  den  Regenbogen  gefuhrt  hat,  gibt  auch  Rechenschaft  von  den 
in  der  Nähe  jeder  Kaustik  beobachtbaren,  lichtschwächeren  Wiederholungen 
derselben  (den  überzähligen  Bogen),  für  welche  die  geometrische  Optik  gar 
keine  Erklärung  zu  liefern  vermag. 
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Die  alleemelne  Konstitution  eines  unendlich  dünnen, 
optischen  Strahlenbiischels. 


Es  ist  schon  bemerkt,  daß  ein  beliebiger  Strahl  t 
im  allj^emeinen  nur  von  den  in  zwei  bestimmten  Ebenen  ihm  un- 
endlich benachbarten  Strahlen  geschnitten  wird,  nämlich  von  den 
in  der  Ebene  der  größten  und  der  kleinsten  Krümmung  seiner 
Orthogonaifiachen  gelegenen,  also  von  denjenigen,  deren  Fußpunkte 
die  Elemente  jener  Krümmungs-Kreise  selbst  bilden.  Suchen  wir 
eine  nähere  Vorstellung  von  der  Lagen  bezieh  ung  der  Strahlen, 
welche  ein  unendlich  dünnes  Büschel  bilden,  zu  gewinnen.  Denken 
wir  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  einen  Punkt  P  der  Wellenfläche 
die  Bögen  größter  und  kleinster  Krümmung  gelegt,  M'M"  und  H'N", 
welche  aufeinander  in  P  senkrecht  stehen.  Die  Mittelpunkte  dieser 
Bögen,  also  die  Brennpunkte  des  durch  P  gehenden  Strahles  seien 


F^  and  F^\  wir  wollen  sie  kurz  ersten  und  zweiten  Brennpunkt 
nennen.  Den  durch  P  gehenden  Stralil  bezeichnen  wir  als  ,, Haupt- 
strahl" des  ganzeti  Büschels;  derselbe  ist  zugleich  Hauptstrahl  der 
ebenen  Partial-Büschel  M'F^M"  und  N'F^N".  Die  Bögen  der  größten 
und  kleinsten  Krümmung  in  einem  P  benachbarten  Punkt,  z.  B.  3f , 
-stehen  ebenfalls  aufeinander  senkrecht.  Es  wird  aber  auch  wegen 
der  Kleinheit  des  betrachteten  Elements  der  Wellenfläche,  also  des 
Bogens  JfP,  bis  auf  unendlich  kleine  Abweichungen  höherer  Ord- 
nung y'P'N"  dem  entsprechenden  Bogen  QR  der  zweiten  Haupt- 
krümniung  in  M'  parallel  sein  und  der  durch  M'  gehende  Bogen 
der  ersten  Hauptkrüramung  mit  M'M"  koinzidieren.  Der  Brenn- 
punkt des  ebenen  Büschels  QAf'B  wird  nun  jedenfalls  auf  dem 
Hauptstrahl  desselben  liegen,  d.  i.  auf  dem  durch  M'  gehenden 
Strahl.  Dieser  gehl  aber  als  Strahl  des  Büschels  M'M"  durch  J",. 
Folglich   verläuft  das   jetzt   betrachtete  ebene  Büschel    gänzlich    in 
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der  Ebene  QBFj^,  und  ebenso  die  durch  andere  zu  M'M"  senkrechte 
Bögen  gehenden  Strahlen  in  den  durch  F^  und  diese  Bögen  ge- 
legten Ebenen.  Wo  auch  die  Brennpunkte  Fj,  F^"  etc.  liegen 
mögen,  es  müssen  alle  diese  Strahlenebenen,  weil  oatF^M'M"  senk- 
recht und  durch  F^  gehend,  sich  in  einer  durch  F^  gehenden  anf 
der  Ebene  F^M'M"  und  daher  auf  dem  Hauptstrahl  Pf,  senk- 
rechten Linie  F^'F^"  schneiden.  Wir  nennen  dieselbe  die  erste 
Brennlinie. 

Genau  dieselbe  Betrachtung  ist  auf  die  zu  M'M"  parallelen 
Bögen  der  ersten  Hauptkrümmung  Q8,  RT,  etc.  anwendbar.  Die 
Hauptstrahlen  dieser  ebenen  Partialb iischel  gehen  als  Strahlen  des 
Partialbüschels  N'F^N"  sämtlich  durch  seinen  Brennpunkt  F.. 
Alle  diese  ebenen  Partialb üschel  stehen  außerdem  auf  der  Ebene 
der  zweiten  Hauptkrümmung  F^N'N"  senkrecht;  sie  sehneiden  sich 
also  in  einer  auf  F^N'N"  und  damit  auf  dem  Hauptstrabi  PF,  senk- 
rechten Linie  F^'F^",  welche  wir  zweite  Brennlinie  nennen  wollen. 
Halten  wii'  diese  beiden  Systeme  ebener  Partialb  üschel  zusammen, 
so  ist  klar,  daß  letztere  Brennlinie  nichts  andcrfs  repräsentiert  als 
die  Brennpunkte  der  zuerst  betrachteten  ebenen  Parti alb üschel,  und 
ebenso  F^' F"  die  der  jetzt  betrachteten. 

Wir  haben  also  das  Resultat:  Die  Gesamtheit  der  Strahlen 
eines  unendlich  dünnen,  optischen  Büschels  schneidet  sich  in  zwei 
unendlich  kurzen  geraden  Linien,  den  Brennlinien,  welche  in  den 
beiden  Brennpunkten  des  Hauptstrahles  bezüglich  auf  diesem  senk- 
recht stehen  und  in  zueinander  aenkrechten  Ebenen  {den  Haupt- 
krümraungsehenen  der  betreffenden  Wellenfläche)  liegen.  In  der 
durch  den  ersten  Brennpunkt  gehenden  Brennlinie  liegen  die  Brenn- 
punkte der  zur  ersten  Hauptkrümniungsebene  parallelen  ebenen 
Partialbüschel,  d.  h.  derjenigen  erster  Art  und  umgekehrt  [Satz  von 
Stdem  (!.».)]. 

Man  sieht,  daß  aus  den  beiden  Brennlinien  und  dem  Haupt- 
strahl  das  ganze  Büschel  konstruierbar  ist.  Man  hat  nur  jeden 
Punkt  der  einen  Brennlinie  mit  jedem  der  anderen  zu  verbinden 
und  hierbei  stets  unendlich  nahe  dem  Hauptstrahl  zu  bleiben. 

Die  Konstitution  des  Büschels  ist  aber  auch  bestinmit  aus  vier 
von  seinen  Strahlen,  von  denen  nicht  mehr  als  zwei  durch  je  einen 
Punkt  einer  Brennlinie  gehen. 

Ebenen  senkrecht  zum  Hauptstrahl  schneiden  das  Büschel  in 
Figuren  von  vei-schiedener  (iestaJt,  je  nach  dem  Ort  des  Schnitts 
und  je  nach  der  Begrenzung  des  Büschels  auf  der  brechenden 
Fläche    bezw.    der   Wellenflilche.      An    einer    leicht    anzugebenden 
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Stelle  F  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  F^  und  F^  ist  der 
Schnitt  des  Bflschels  etc.  ähnlich  seiner  finfängÜchen  Begrenzung 
(Stelle  der  geringsten  Verwirrung  genannt). 

Für  die  Herleitung  des  Vorstehenden  war  wesentlich  die  An- 
nahme, daß  die  gleichnamigen  Hauptkrümmungsebenen  in  benach- 
barten Punkten  eines  unendlich  kleinen  Flächen  Clement  8  einander 
merklich  parallel  seien.  Dies  findet  aber  nicht  streng,  sondern  im 
allgemeinen  nur  bis  auf  Abweichungen  von  der  zweiten  Ordnung 
statt.  Daher  gelten  die  abgeleiteten  Beziehungen  auch  nur  mit  der- 
selben Annfthemng, 

Genau  genommen  kann  man  jedem  W eilenflächen element  ein 
anderes  Flächen  element  näher  anschmiegen,  als,  wie  vorhin  Impli- 
cite  angenommen,  den  Scheitel  eines  elliptischen  Paraboloids,  und 
dann  sind  dessen  HauptkrUmmungen  der  Betrachtung  zu  Grunde  zu 
legen.  Die  ebenen  Partialbüschel,  z.  B.  der  ersten  Hanptkrümmungcn, 
schneiden  dann  die  zum  Hauptstrahl  gehörige  Ebene  der  zweiten 
EukzessiTe  in  verschiedenen  Linien,  welche  in  jener  Ebene  mit  dem 
Hauptstrahl  alle  beliebigen  Winkel  einschliessen  können,  und  des- 
gleichen im  allgemeinen  die  PaitialbUschel  der  zweiten  Haupt- 
krümmung die  Ebene  der  ersten  Krümmung.  Mit  Berücksichtigung 
der  Größen  der  zweiten  Ordnung  gehen  durch  die  beiden  Brenn- 
punkte des  Hauptstrahls  also  keine  Brennlinien,  sondern  Brenn- 
riftchenstücke.  Im  besonderen  kann  dann  auch  der  Fall  eintreten, 
daß  diese  Brennflächenstücke  in  Linien  degenerieren,  welche  aber 
oft  gegen  den  Hauptstrahl  merklich  anders  ata  senkrecht  geneigt 
sind,  wofür  gerade  die  schiefe  Brechung  eines  homo zentrischen 
Büschels  an  einer  Rotationsfläche  ein  Beispiel  gibt.  Und  wenn  in- 
folge der  vorliegenden  geometrischen  Verhältnisse  ein  Büschel  von 
endlicher  Dicke  im  wesentlichen  dieselbe  Konstitution  hat,  wie  ein 
solches  anendlich  dünnes  —  was  sehr  wohl  der  Fall  sein  kann  — , 
so  werden  die  Abweichungen  von  dem  vorhin  statuierten  auch  der 
Beobachtung  zugänglich  werden  können.  Aber  diese  Überlegung 
kann  den  SruRMscheD  Satz  als  solchen  natürlich  nicht  aufheben, 
da  dieser  Giltigkeit  ja  nur  innerhalb  der  angezeigten  Genauigkeits- 
grenzen beansprucht. 

Im  aUgemeinen  ist  ja  die  Strahienvereinigung  in  den  Brenn- 
punkten bezw.  Brennlinien  selbst  nur  eine  solche  von  erster  Ord- 
nung. Es  können  daher  ^cr  Natur  der  Sache  nach  Sätze,  welche 
sich  auf  die  allgemeinen  Eigenschatten  optischer  Strahl enbündel 
beziehen,  keine  Beziehung  auf  die  Größen  der  zweiten  Ord- 
nung  enthalten    und   umgekehrt   Sätze,    welche   auf   diese   Größen 
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Rücksicht  nehmen,    nicht   ebenso   altgemein    sein,    wie  der  Stüiuc- 
sehe  Satz. 

Daß  auch  in  den  Fällen,  wo  strenggenommen,  bis  auf  Äb- 
weichnngen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  spitzwinklig 
g^egen  den  Hauptstrahl  geneigte  Brennlinien  vorhanden  sind,  eine 
durch  einen  der  Brennpunkte  senkrecht  zum  Hauptstrabi  gelegte 
Ebene  mit  dem  Büschel  nirgends  einen  Quersclmitt  von  weniger  als 
der  zweiten  Ordnung  (im  Vergleich  mit  der  Breite  des  betrachteten 
Wellenflächenstücks)  hat,  also  der  STüBMsche  Sata  richtig  bleibt, 
zeigt  eine  einfache  Überlegung  (Fig.  8).  Ein  z.  B.  durch  F,  ge- 
legter senkrechter  Querschnitt  hat  bei  den  in  der  Figur  ange- 
nommenen    besonders    ungünstigen    Verhältnissen    seinen    größten 


AsiigniBiiMhea  Elemenlarbüachel  mll  spllurinklig  gegen  den  HBHpts[r»lil  teriftofenden 
BrennllDien. 

Querschnitt  im  Durchschnitt  mit  den  äußersten  ebenen  Partial- 
büscheln  QRF^'  und  STF^"  (bei  rundlicher  Begrenzung  des  Elements 
der  Wellenfläche,  an  einer  zwischen  JF*,  und  0^'  gelegenen  Stelle), 
Die  Lange  dieses  Querschnittes  3  ist  aber,  wenn  wir  F^'0^'^dr, 
d.  i.  gleich  der  Differenz  der  zweiten  Hauptkrümmungsradien  in 
M'  und  P  und  die  mittlere  Länge  eines  Hauptkrümmungsbogens 
zweiter  Art  wie  N'N" ^äs  setzen  q^ds-drjr  —  also  im  all- 
gemeinen unendlich  klein  gegen  ds. 

Das  hier  betrachtete  unendlich  dünne  Strahlenbündel  ist  eine 
spezielle  Art  des  allgemeinen  geradlinigen  Strahlenbüschels,  welches 
nicht  mehr  die  Eigenschaft  hat,  ein  System  von  Orthogonal  flächen 
zu  besitzen.  Ein  solches  wird  in  der  Natur  z.  B.  durch  die  irre- 
gulär in  doppeltbrechenden  Medien  gebrochenen  Strahlen  repräsen- 
tiert. Die  Eigenschaften  dieses  allgemeinen  Büschels, -4eren  Studium 
natürlich    auch    auf   die  des  speziellen  ein  Licht  wirft,    insofern  ea 
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zeigt ,  welche  von  den  Eigenschaften  dieses  letzteren  in  seiner 
liloßen  Geradlinigkeit,  und  welche  auf  den  besonderen  Annahmen 
beruhen,    hat   besonders   Hamilton    (jf.  bis  4.)    studiert;    nach    ihm 

KUMMEB    (i.),    MÖBIU8    (ö.),    MEIBATrBE    (1.)    U.    a. 

Xaeh  den  voranstehenden  Festsetzungen  kann  als  die  Aulgahe 
der  Dioptrik  unendlich  dünner  Büschel,  allgemein  gefaßt,  die  aus- 
gesprochen werden:  wenn  die  Bcechungsexponenten  zweier  Medien 
fl  und  n',  die  Gestalt  der  sie  trennenden  Fläche  f{x,y,  zj^^^Q,  die 
Kichtung  eines  einfallenden  Strahls  und  die  Orte  der  Brennpunkte 
und  Lagen  der  Brennlinjen  auf  ihm  gegeben  sind,  letztere  drei 
Bestimmangsstücke  auch  für  den  gebrochenen  bezw.  reflektierten 
Strahl  zu  finden.  C.  Neuhanh  (ä.)  hat  eine  allgemeine  Lösung  der 
Aufgabe  mitgeteilt  unter  der  Annahme  der  Giltigkeit  des  Stdbm- 
schen  Satzes;  MATTHIE3eEN  {tO.)  ohne  die  letztere.  Hier  sei  auf 
diese  Darstellungen  nur  hingewiesen,  die  Aufgabe  selbst  werden 
wir  später  in  einer  Anzahl  besonderer  Falle  behandeln. 


4.  Definition^. 

Um  der  Sicherheit  der  Terminologie  willen  stellen  wir  vor  den 
weiteren  Ausführungen  hier  folgende  Definitionen  zusammen. 

Das  von  irgend  einer  —  gleichgiltig  ob  selbst-  oder  indirekt 
leuchtenden  —  Fläche  sich  ausbreitende  Licht  denken  wir  uns  zu- 
sammengesetzt aus  den  Anteilen,  die  von  je  einem  Element  der 
Fläche  ausgeben.  Das  von  einem  solchen  Flächenelement  aus- 
gehende Licht  bildet  ein  physikalisches  Lichtbüschel. 

Das  in  öffnungs Winkel  und  Querschnitt  kleinste  physikalische 
Büschel,  welches  praktisch  noch  von  dem  übrigen  Licht  getrennt 
und  isoliert  weiteren  Veränderungen  unterworfen  werden  kann,  ist 
ein  physikalischer  Lichtstrahl  (Newton). 

In  der  streng  geometrischen  Optik  bildet  man  die  Fiktion, 
daß  das  Licht  von  den  einzelnen  Punkten  einer  Fläche  ausgebe. 
Dieser  Punkt  heißt  dann  der  Brennpunkt  des  Lichtbüschels  oder 
kurzweg  der  leuchtende  Punkt.  Wenn  die  Winkelöltnung  und  der 
Querschnitt  des  Büschels  verschwindend  klein  sind,  so  nennt  man 
(las  Büschel  ein  Elementarbüschel.  (Wo  nicht  die  entgegen- 
gesetzte Annahme  ausdrücklich  gemacht  ist,  denken  wir  uns  die 
Form  des  Elementarbüschels  als  die  eines  geraden  Kegels  beziv. 
Zylinders.)  Die  Büschel  denkt  man  sich  als  Aggregate  von  Licht- 
opuk.  8 
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Btrshlen,  welche  letztere  als  mathematische  gerade  Linien  behandelt 
■werden. 

Des  näheren  oft,  und  bei  endlichen  BOscheln  durchauB  bei£t 
Achse  oder  Hauptstrahl  des  Büschels  derjenige  Strahl,  welcher 
der,  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Schwerpunktal  in  ie  des  Bdscbels 
—  dieses  als  homogenen  Körper  gedacht  — ■  entspricht,  also  bei 
zylindrischen  und  konischen  Büscheln  die  geometrische  Achse,  Sym- 
metrielinie  des  Kegels  bezw.  Zylinders.  Die  Achse  ist  der  Reprä- 
sentant der  Richtung  des  Büschels. 

Jeder  Strahl  eines  Elementarbüschels  kann  als  seine  Achse  an- 
gesehen werden. 

Ein  Büschel  heißt  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  wir 
es  an  einer  Stelle  betrachten,  die  im  Sinne  der  gedachten  Licht- 
bewegung vor  oder  hinter  dem  Vereioigungspunkte  der  Strahlen, 
dem  Brennpunkte,  Hegt.  Der  Grad  der  Konvergenz  oder  Diver- 
genz von  Büscheln  wird  durch  ihren  öffnungswinkel,  bei  Elementar- 
büscheln durch  das  Verhältnis  ihrer  Öffnungswinkel,  in  der  Ebene 
oder  im  Räume,  gemessen. 

Der  Raum,  in  welchem  sich  das  Licht  bewegt,  ganz  gleich  ob 
derselbe  mit  wägbarer  Materie  erfüllt  ist,  oder  nicht,  heißt  das 
Medium  oder  Mittel.  Der  Brennpunkt  eines  Büschels  wird  stets 
in  demjenigen  Mittel  liegend  angenommen,  ia  welchem  tatsächlich 
die  Strahlen  verlaufen. 

Wenn  durch  ii^end  welche  Vorrichtung  die  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  ausgegangenen  Strahlen  zum  Teil  wieder  in  einen 
Punkt  vereinigt  werden,  so  nennt  man  diesen  das  Bild  des  ur- 
sprünglichen Punktes,  jenen  den  Objektpunkt.  Die  Vorrichtung 
wird  als  abbildendes  System  bezeichnet.  Die  zur  Vereinigung 
gebrachten  Strahlen  können  dabei  ein  endliches  oder  auch  ein  un- 
endlich dünnes  {Elementar-)  event.  auch  nur  ebenes  Partialbüschel 
bilden. 

Ein  Unterschied  zwischen  einem  selbstleuchtenden  Objekt  und 
einem  optischen  Bild  ist  der,  daß  ersteres  von  allen  Seiten,  letzteres 
aber  im  allgemeinen  nur  innerhalb  beschränkter  Raumgebiete  sicht- 
bar ist. 

Vermöge  der  Umkehr  barkeit  der  Lichtwege  können  Objekt- 
und  Bildpunkt  ihre  Funktion  vertauschen,  d.  h.  jeder  Bildpunkt 
als  Objekt  Strahlen  aussendend  in  den  Richtungen,  in  welchen 
solche  in  ihm  zur  Vereinigung  kamen,  ivird  durch  dasselbe  ab- 
bildende System  genau  im  vorherigen  Objektpunkt  abgebildet. 
Statt  zu  sagen,    ein  Punkt    sei  das  Bild  eines  anderen,    nennt  man 
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daher  beide  in  Bezog  auf  die  betreHenden  abbildenden  Mittel 
„konjugierte"  Punkte. 

Was  von  einem  einzelnen  Punkte  gilt,  trifft  auch  auf  mehrere 
zu,  welche  ein  mehr  oder  weniger  ausgedehntes  Objekt  und  Bild 
formieren . 

In    Bezug   auf   ein    abbildendes   System    nennt   mau  ein 

„...     reell  oder  virtuell,  wenn  sein  Ort  von  der  Lichtbeweguog 

eher        ,       später 

oder       ,         erreicht  wird  als  das  System. 
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Die  Dnrchreohnimgsfonnelii. 

KfariifitfT:  A.   Köb%  oud   H.  nm   Kaikr. 

i.  I>er  Fall  durch  einen  Achsenpinikt  gehender  Strahlen. 
A.  Die  Stratalen  endlicher  Neiguns  ceKen  die  Achse. 

Die   Orieitienug  wat  die  Systemachse.     B»  ^ei  die  Aufgabe 
K'-fti-lU,  (l('ii  unter  u  geiit-ipten  Strahl  BO.  dt-r  die  Achse  SC  in  0 


HO-»;     SO'^a-;     SC  = 


■F  Ör[nu»K  u  BD  dnn 


>»litnii|i'(|   (hirclt   (1h-   Kufrelfläche   SB  mit   dem  Kadius  r  =: SC  zu  I 

i'iTfiil(,'iii,  wenn  ilii-si'  die  Medien  mit  den  Brechungsexponenten  ii         I 
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und  n  voneinander  scheidet.  Die  beiden  Größen  SO^a  und  m, 
die  die  Lage  des  Strahls  eindeutig  bestimmen,  bezeichnen  wir  als 
die  Strahlenkoordinaten,  und  wir  wissen,  daß  wir  in  diesem  Falle 
dazu  den  Scheitelabstand  oder  die  Schnitbeeite  s  und  den  Neigungs- 
winkel oder  den  Öffnungsmnkel  «  gewählt  haben.  Wir  reclmeii  SO 
dann,  wie  andere  Strecken,  positiv,  wenn  man  sich  von  S  nacli  0 
im  Sinne  der  stets  von  links  nach  rechts  gehend  vorausgesetzten 
Lichtrichtung  bewegt,  und  negativ,  wenn  entgegengesetzt  dazu.  Die 
Winkel*)  werden  positiv  gerechnet,  wenn  oberhalb  der  Achse  ver- 
lautende  Strahlen  konvergieren,  und  negativ,  wenn  sie  divergieren. 
Stelleu  wir  nun  ans  dem  A  COB  mit  Hilfe  des  Sinussatzes  die 
Proportion   auf 

sini  _C0  _  CS  +  SO  __  s  —  r 
sin  u~  BÖ~       BC      ~     r    ' 
so  hat    der   Inzidenzwinkel  i  dasselbe  Zeichen   w*e   der  Öffnungs- 
winkel  «,  wenn,  wie  in  unserem  Falle 

sign  (8-r)  =  sign  r. 
Man  sieht  ein,    daß  wir   auf   diese  Weise  zu  dem  Zeichen  für 
sin  t  kommen,    das  auf  Seite  9  gefordert    wurde.      Mit    Hilfe    des 
Brechongsgesetzes  bestimmen  wir  dann 


wobei  die  Vorzeichen  von  t  und  i'  in  jedem  Falle  üb  er  einstimmen. 
Nach  der  Figur  ist  der  Kugelwinkel 

also  u'  =  u  +  {i-i'), 

und  analog  wie  oben_tÜr  den  Strahl  vor  der  Brechung  erhalten  wir 

jetzt  nach  ihr 


woraus  durch  Addition  von  r  sofort  die  Schnittweite  »'  erhalten  wird. 
Diese  Formel  versagt  für  unendlich  lange  Hadicn  ihren  Dienst, 
also  in  dem  Falle,  wenn  aus  der  zentrierten  Kugelfläehe  eine  achsen- 
senkrechte Plantläche  wird. 

*)  Diese  Wahl  des  Vorzeichens  der  Winkel  u  stimmt  mit  der  Uberein, 
die  A.  SteINBBII.  und  Ä.  Voit  (S.  41.)  und  A.  Kehbbb  (7.  b.i  getroffen  haben;  sie 
leicht  aber  von  der  Festsetzung  B.  Wikachs  II.  W.)  ab. 
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Wir  erhalten  dann  nach  Fig.  10  die  Beziehung 
a'tgu'  —  Stgu. 
Die  Winkel  ergeben  sieh,  wenn  wir  beachten,  daß  hier  gilt 


Ist  der  K.ugelradius  zwar  endlieh  aber  sehr  lang,  r^^B,  so 
wird  man  vermeiden,  die  Schnittweite  «'  in  der  gewöhnlichen 
Weise  aus 

zu  bestimmen,  weil  sie  bei  der  trigonomelrischen  Rechnung  mit 
einer  unnötig  großen  Ungenauigkeit  behaftet  sein  kann.  Man  geht 
dann  nach  Analogie  der  Planfläehen  vor  und  setzt 

w'  =  - — ,  -f-  2  B  sin '  ^  =  fi  sin  ro  ctg  m'  -(-  2  E  sin  •  ^. 

Man  kann  in  diesem  Falle  auch  nach  dem  Vorsehlage  von 
E.  Abbe  in  folgender  Weise  verfahren.     Man  formt 
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—  Bin  «'  =  sin  «'  -|-  sin  i'  =  2  sin  ^  cos  ( - 
so  daß  sich  hier  ergibt 

2.Bsin^co8(-*-  ■  "■} 


Diese  Formel  kann  bei  beliebigen  Radien  als  Kontrollformel  benntzt 
werden  (auch  die  vorige  läßt  sich  dahin  umformen). 

Ist  der  Objektabstand  « ^  ™> ,  so  übt  die  achaensenkrechte 
Plantläche  keine  Wirkung  anf  die  Richtung  achsenparallel  aof- 
tretfender  Strahlen  aus.  Bei  einer  brechenden  Kngelfläcbe  ergibt 
sich  dagegen  bei  einem  im  Achsenab stände  h  auftreffenden  Straiile 


Der  Übergang  von  einer  brechenden  Fläche  r^  zur  nftchsten 
r,^-i,  die  um  die  a^ciale  Scbeitelentfemung  oder  Dicke  d^  von  ihr 
absteht,  ergibt  sich  zu 

8^+1  =  Sy—d,;    Ur+i  =  Ur'. 

Sind  wü:  in  dieser  Weise  in  den  Stand  gesetzt,  einen  von  einem 
endlich  entfernten  Achsenpunkte  ausgehenden  Strahl  endlicher 
Öffnung  M  (bei  achsenparallelem  Strahlengange  endlichen  Achsen- 
abstandes A)  durch  ein  System  zentrierter  Kugelflächen  hindurch 
zu  verfolgen,  so  haben  wir  jetzt  noch  die  Bestimmung  anderer 
Größen  zu  leisten,  die  bei  der  Durchrechnung  von  Systemen  von 
Wichtigkeit  sein  können. 

Die  EinfaOaköhe  h  =  DB 

fc  ^  r  sin  <fi, 
wobei 

Die  Pfeäköhe  SD 

SD  =  SC  —  DC  =  r  (1  —  cos  y)  =  2  r  sin»  ^. 
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Die  Weglängen  BO^p;  BQf  ^p' 

h         .  h 

p  =  -. — ;  P  =   .    -,, 

sin  u  sin  u 

und  daraus  folgt  ohne  weiteres 


Bei  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Flächen  hat  nnter 
gewissen  Umständen  _(z.  B.  zur  Feststellung  der  Absorptionswirkungl 
die  Bestimmung  des  zwischen  ihnen  liegenden  Wegstücks,  der 
schiefen  Dicke  d,,  noch  Interesse.     Sie  ergibt  sich  aus 

Py+l=P,'-dy. 

Genauere  Werte  kann  man  noch  erhalten,  wenn  man  auf  die  Pfeil- 
höhen der  einschließenden  Kugelfläehen  zurückgeht.  Es  ergiht 
sich  dann 


Wir  bemerken  hier  noch,  daß  wir  im  folgenden  die  soeben 
abgeleiteten  Formeln  sowohl  für  Strahlen  benützen  wei-den,  die  ihren 
Ausgang  vom  Objektpunkte  nehmen,  wie  wir  es  hier  vorausgesetzt 
hatten,  als  auch  für  solche,  die  von  der  Blendenmitte  ausgehen.  Die 
Strahlen  dieser  Art  werden  wir  in  Zukunft  als  Hanptstrahlen  be- 
zeichnen. Um  sie  sofort  von  den  Objektstrahlen  endlicher  Öffnung 
unterscheiden   zu  können ,   werden   wir  an   die  Stellen  der  Größen 

n  u  i  (p  h  p 
die  folgenden 

tP  »  j  ^  y  q 

treten    lassen,    die  für    die   Strahlen   der   zweiten   Art   eine    genau 
entsprechende  Bedeutung  haben. 

Die  Orientiemng  anf  das  Zentrallot.  Eine  andere  Möglichkeit 
der  Koordinatcnbeslimmung  bestellt  darin,  daß  man  nicht  die  Schniii- 
weite  SO  des  Strahls,  sondern  den  Abstand  CH=  17  als  gegeben 
annimmt,  in  dem  die  im  Kreismittelpunktc  C  eiTichtete  Senkrechte, 
das  ZentralJot,  von  dem  Strahle  geschnitten  wird. 

Es  ist 

V={s-r)tgu 
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ebenso  gilt  natürlich 


sin  i  ^  —,  sin  t 


«■_.+((-.-) 


S,+,ft+,-r,+,. 

Zu  den  SlIDEL-WAHiCHKben  Brecliungi-  iiiid  Vlwrgiiifntonucla. 

womit   wiedemui   aus   JJ  und  u  unter  Zuhilfeiiahnie   der  Inzidenz- 
Winkel  die  "Werte  für   V  und  «'  abgeleitet  sind. 

Für  den  Übergang:  von  einer  Flftche  zur  andero  bedürfen  wir 
des  Abstandes  C,  zweier  aufeinander  folgender  Kreiszentreii.  Es  ist 
nach  der  Figur  11 


,y  Google 


1  Bohr,  Die  Durchrechnungafonneln. 


:   UJ  —  C,  tg  Uj, 


42  £Onig  und  \ 

und  wir  erhalten 

während  wie  vorher 

gilt. 

Diese  Formelfolge  hat  B,  Wahach  (i.)  aus  dem  später  zu  be- 
sprechenden, von  L.  SsiDEL  angegebenen  Rechenschema  für  wind- 
schiefe Strahlen  abgeleitet. 


Zum  Seidbl-Wuii 


Handelt  es  sich  um  ebene  Flächen,  so  wählt  man  die  achBea- 
senkreclite  Ebene  selbst  als  Lot  und  erhält  nach  der  Figur  12: 


c,_,c. 

—  C.-,S 

_,  +  «,_, C, 

c,_, 

=  -r,-, 

+  i-i 

V, 

—  tr;_. 

-C,_,tg»',_ 

m'.— 1 

=-•; 

v; 

—  F, 

c. 

=  d,  +  r. 

+  1 

Die  übrigen  Formeln  zur  Bestimmung  der  Einfallehöhe,  der 
Pfeilhöhe  und  der  Weglänge  können  auch  für  dies  Verfahren  ohne 
weiteres  dem  früheren  entnommen  werden. 
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B.  Die  Strahlen  in  der  Nachbarschaft  der  Achse. 

Die  Spezialisiemng  der  trigoDometriBchen  Formeln.     Handelt 

es  sich  um  die  Berechnung  der  Schnittweiten  von  Strahlen,  die  der 
Achse  unendlich  benachbart  sind,  so  schreiben  wir  für  s  und  »* 
:*tets  s  und  s',  sowie  für  a,  i,  «',  t"  hier  immer  du,  äi,  du',  Ai'. 

Es  steht  dann  nichts  im  Wege,  wie  es  auch  tatsächlich  von 
A,  Steinheil  und  E.  Voir  (,3.81.)  vorgeschlagen  wird,  eine  der 
trigonometrischen  Rechnung  bei  Strahlen  endlicher  Neigung  analoge 
Anlage  in  folgender  Weise  auszuführen: 

di  =  — —  du 


du  =äu-\-di  —  it" 
dt" 

Da  der  für  du  anzunehmende,  unendlich  kleine  Wert  als  Faktor 
überall  in  die  zu  bestimmenden  Größen  eingeht,  so  ist  es  gestattet, 
ihn  durcb  ein  beliebiges  Multiplum  zu  repräsentieren,  also  ihn  etwa 
=  1  zu  setzen. 

Die  Benutzung  der  Invarianten  der  Paraxialstrahlen.  Eli- 
miniert man  aus  der  obigen  Formelreihe  durch  sukzessive  erfolgen- 
des Einsetzen  der  Werte  die  kleinen  Winkel,  so  erhält  man  aus 
dem  Anadrucke 

, ,       .fs       n  s  —  r\       «,         . 

(s'  —  r){ i~^]  =  ~{s  —  r) 

'\r      n      r    /      n^        ' 

durch  Bildung  des  Wertes  von  1/«'  die  IMIimiarianfe  der  Brechung 

,.w(i-^)=.(^-i), 

aus  der  sich  dann  leicht  die  Rechenregel  ergibt 


In  der  die  kleinen  Winkel  ganz  herausgefallen  sind. 

Die  Benutzung  dieser  rein  algebraischen  Formel  hat  bei  der 
gleichzeitigen  Rechnung  von  Null-  und  trigonometrischen  Strahlen 
den  Vorzug,  eine  gewisse  Kontrolle  gegen  prinzipielle  Rechenfehler 
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ZU  bieten.  Diese  fehlt  bei  Anwendung  der  oben  mitgeteilten  Formeln, 
da  man  bei  ihnen  wesentlich  dieselben  Kechenoperationen  vornimmt, 
wie  bei  der  Verfolgung  trigonometrischer  Strahlen. 


2.  Der  Fall  in  der  Meridianebene  verlaufender  Strahlen. 
A.  Die  Strablen  mit  endlicher  Neigung  sesen  den  tlauptstrabl. 

Das  gewdbnlicbe  Verfahren  durch  Wiederholung  der  Rechanng 
für  Strahlen  aus  Ächsenpnnkten.  Faßt  man  jeden  der  im  Mcridional- 
schuitte  verlaufenden,  also  die  Achse  sehneidenden  Strahlen  auf  als 
ausgehend  von  seinem  Schnittpunkte  mit  der  Achse,  so  erhält  man 
für  jeden  Strahl  am  Sehlusse  der  Rechnung  die  Werte 


Es  wird  dann  im  allgemeinen  stets  darauf  ankommen,  die 
Schnitt  weiten  ('  aufzusuchen,  die  der  gedachte,  nach  der  Brechung 
durch  »',  tt',  definierte  Strahl  auf  dem  durch  die  Blendenmitte 
gehenden  Hauptstrahle  bestimmt.  Bezeiclmen  wir  nach  unserer 
früheren  Bemerkung  die  den  Hauptstrahl  bestimmenden  Koordinaten 
durch  sc',  K>',  so  erhalten  wir  nach  Fig.  13  ohne  weiteres 

sin  ii' sin  (w'  —  w') ar"  —  s' 

sinn'  siiiw'  ff'  —  '' 
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WO  g'  in  der  angegebenen  "Weise  zu  ermitteln  ist.  Die  Größen  t', 
u'  wird  man  darum  konsequenterweise  auffassen  als  die  Koordinaten 
des  schiefen  Strahls  bezogen  auf  den  HauptÄtrahl. 

Hat  man  mehrere  Strahlen  dureh  ein  System  zentrierter  Flächen 
durchzurechnen,  so  wird  man  hftufig  gezwungen  sein,  die  hier  an- 
gegebene Nebenrechnung  naeh  jeder  Fläche  auszuführen,  um  aus 
dem  Gange  der  Schnitljweiten  eine  Kontrolle  zu  gewinnen. 

Das  direkte  Verfahren  nach  E.  ABBE.  Hier  wird  von  vorn- 
herein die  gleiche  Annahme  gemacht  wie  vorher,  daß  es  sich  darum 
handele,   die  Schnittweiten  f  und  die  Öffnungswinkel  u'  eines  will- 


h  dijfii  ABBBscheD 


kUrlich  gewählten  schiefen  Strahls  im  Meridional schnitte  auf  dem 
vom  Objektpunkte  aus  durch  die  Blenclenmitte  gehenden  Haupt- 
strable  zu  bestimmen.  Es  kann  alsdann  angenommen  werden,  dafi 
die  Bestimmungsstücke  des  Hauptstrahls,  darunter  auch  seine  In- 
zidenzwinkel  j,  /  schon  bekaimt  sind. 

Bezeichnet  man  wie  vorher  die  öftnungswinkel  des  schiefen 
Strahles  mit  u,  u'  und  den  Zuwachs  des  Kugelwinkels  <^  durch  Xt 
so  kann  man  ohne  weiteres  aus  der  Figur  14  entnehmen 


i  -l-u  =j  +x 

i'  +  u'=/  +  ;t 

u'^u  +  (i-.0-U-/). 
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SO  daß   hiermit   die    Bestiminutig   des   öftnnngs winkeis  u'  geleistet 
ist,  wenn  wir  i  und  i'  ermittelt  haben. 

Zur  BeBtimmung  von  f'  muß  eine  neue  Beziehung  abgeleitet 
werden.  Zu  diesem  Zwecke  vervollständigen  wir  den  in  der  vorigen 
Figur  nur  angedeuteten  Kreis,  verlängern  die  Strecke  (  bis  zum 
zweiten  Schnittponkte  D  mit  der  Peripherie,  nennen  diese  Strecke 
BD  =  T  und  verbinden  den  zweiten  Schnittpunkt  D  mit  dem  In- 
zidenzorte  Bu  durch  die  Strecke  &.     Alsdann  gilt  nach  Fig.  15 


ö  =  2rcos  j-t-f 


T~t~ 


Setzt  man   in  diese   letzte  Gleichung  die  Werte  für  S  und  T 
ein,  80  erhält  man 


f  sin  n  ^  2  r  cnsj  sin  u  —  cos  \j  -\-  - 


Isin   u-^ 


Jedes  der  beiden  Produkte  im  Innern  der  Klammer  drückt  man 
mit  Hilfe  liekannter  goninmctriseher  Formeln  durch  eine  Summe 
zweier  Sinus  aus.  und  es  ergibt  sich  nach  Fortfall  des  mit  ent- 
gegengesetzten Zeiclien  vorkommenden  Sumnmndcii  sin  (j"  -j-  u)  der 
Ausdruck 
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<  sin  u  ...       , 
^  Bin  I  —  sm  {j  —  u), 

wobei 

benutzt  ist.  Eine  ganz  entsprechende  Beziehung  gilt  für  die  Großen 
nach  der  Brechung.  Führen  wir  nun  noch  den  Hillswlnfeel  ij  durch 
die  Defioition  ein 


sini)^ 

t       . 

-  Bin  u, 

r 

so  erhalten 

wir 

sini 

.2sin^ 

—  cos 

and  femer 

sin*  =  — smt. 

l>amit  ist   aber  nach  dem   oben   erwähnten  auch  u'  bestimmt  und 
wir  erhalten  nunmehr 

f*       sin  u    sin  t"  —  sin  (/  —  u') 
t       sinn'   sini  —  8in(j'  —  u) 


sin- 


,i+i^ 


J+lz 


.i+J- 


weil 
gut. 


»'  + 1'  — j'  = '  +  "  - 


B.  Die  Strahlen  In  der  Nachbarschaft  des  Hauptstrahls. 

Die  SpeziaUBiemng  der  ABBEachen  Formeln.  Nehmen  wir 
an,  daß  es  sich  nm  bo  kleine  Öffnungswinkel  u  bandele,  dafi  schon 
ihre  zweite  Potenz  der  ersten  gegenüber  zu  vernachlässigen  ist,  und 
bezeichnen  wir  sie  in  diesem  Fall  mit  du,  so  lassen  sich  die  für 
endliche  u  geltenden  Formeln  erheblich  vereinfachen. 
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Wir  erhalten  in  diesem  Falle 

i^j-\-di  und  x  =  ä,<p 
und  wegen 

j-j-di  -{-du  ^j-\-S'<p 

d»  -|-du  =d^ 

und     Ai  -^-dv!  ^=3,^. 

Femer  wird  aus  »-("J^"^-  Sj-j-tit  — du- 

Setzen  wir  nun  die  so  umgestalteten  Größen  in  die  Formel  ein, 
die  für  die  Sehnittweite  bei  endlichen  u  entwickelt  wurde,  so  er- 
halten wir,  wenn  wir  uns  auf  Größen  erster  Ordnung  beschränken, 
die  Beziehung 

(' du  cos/ 

(  du'  C08J  ' 

wobei  wir  dem  früheren  analog  die  Schnittweiten  unendlich  benach- 
barter Strahlen  durch  (  und  (*  bezeichnen. 

Diese  Formel  wird  zur  Berechnung  von  f  geeignet,  wenn  wir 
du 
-—,  durch  Größen  ausdrücken ,   die  vor   der  Brechung  vorkommeo 

oder  nur  Bestimmungsstücke  des  Hauptstrahls  enthalten. 
Da  die  Gleichung  besteht 

dt-j-  du  =  di'-|-du', 
so  ergibt  sich  nach  Differentiation  des  Brechungsgesetzes 

du'-du  =  di(l-*^M. 
Ferner  geht  die  oben  abgeleitete  Beziehung 
—  sin  u  =  sin  %  —  sin  (j  —  u) 

unter  der  Beschränkung  auf  Größen  erster  Ordnung  über  in 

tdn       . 

=  (du  +  ax)  cosj 


also 


dt=f— ^-l)du. 


Unter  Benutzung  dieses  Wertes   erhalten  wir   schließlich   den 
gewünschten  Ausdruck 
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=  .  +  (. 


tgj  /  \r  cos  1 


rcosj  \  tgjJ    '    tgj 


^0  daß  wir  endlich  schreiben  können 

f        cos/  Lr  cos j  \  tgj  /  "^  tg j  J  ■ 

Diese  Formel  versagt,  wenn  der  Objelttpunlct  für  t  =  oo  auf 
dem  Hauptstrahle  ins  Unendliche  rückt.  Zu  gleicher  Zeit  aber 
wird  da  =  0,  and  zwar  tritt  dann  an  die  Stelle  der  kleinen  angu- 
laren  Öffnung  du  die  kleine  lineare  Größe  tdu  =  rcosjdi.  Be- 
stimmt man  nun  in 

^__(du  cosj' 
du'    cosj 
den  entsprechenden  Wert  des  ersten  Faktors,  so  wird 


COSJ 

«rco8.; 

rcoKj 

t?j' 

n'cos/- 

-  »  COSJ 

'g} 

«'co,'/ 

n  COSJ  —«COSJ 

Führen  wir  die  Rechnungsoperationen  in  dem  allgemeinen 
Werte  für  tjtf  aus,  so  ergibt  sich  die  folgende  Formel  für  die  Schnitt- 
weiten  im  Tangential  schnitte 

—j^  —  --^  =  -  («'  cosj'  —  n  coB  j). 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Größe,  die  asHgmatiache 
KoHStante,  läßt  noch  eine  Umrormong  zu,  die  sie  für  die  logarith- 
miscbe  Rechnung  bequemer  macht 

Der  Übergang  von  ('  zum  (  der  nächsten  Fläche  geschieht  unter 
Benutzung  der  schiefen  Dicken  d,  deren  Ausdruck  weiter  oben  ent- 
wickelt worden  ist 

Optik.  4 
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Ist  ZU  Beginn  der  Keclnmiig  der  Abstand  s^  der  achsenseiik- 
rechten  Objektebene  und  die  N'eigung  Wj  des  Hauptstrahls  gegeben, 
so  ermittelt  man 

/,  = is,  —  2r-,  sin*^), 

'       cos  Wj  \  '  ^  2  / 

und  man  erhält  umgekehrt  nach  der  Durchrechnung  durch  k  Flächen 
die  im  allgemeinen  mitw,  variierende  Abszisse  «^'  des  tangentialen, 
auf  dem  betrachteten  Hauptstrahle  liegenden  Bildpunktes,  gerechnet 
vom  letzten  Flächenscheitel,  zu 

**  =  '*  <'03  "*  +  2  »"(i  sin*  ^^. 

Die  Ableitung  der  WANACHscheD  Formeln.  Aus  der  oben 
mitgeteilten  Formelreihe  für  den  Verlauf  eines  von  einem  Achsen- 
punkte ausgehenden  Strahls  bezogen  auf  die  Koordinaten  U  und  m 
leitet  B.  Wakach  (J.)  Fonneln  zur  Bestimmung  der  Schnittweiten 
enger  tangentialer  Büschel  in  der  folgenden  Weise  her.  Er  bestimmt 
die  Variationen,  die  in  den  Strahlen koordinaten  auftreten,  wenn 
außer  dem  Hauptsfrahle  W,  w  noch  ein  anderer  Strahl  betrachtet 
wird,  dessen  Neigungswinkel  gegen  die  Achse  gegeben  ist  durch 
den  benachbarten  Wert  w -{-du.  Es  stellt  sich  dann  an  dem  Hanpt- 
strahle  der  unendlich  kleine  öffnungswinkel  du  ein,  und  es  er- 
geben sich  durch  die  Differentiation  der  oben  aufgeführten  Formel- 
reihe, wenn  wir  durch  die  Bezeichnung  zum  Ausdruck  bringen,  daß 
es  sich  um  die  Bestimmungsstückc  des  Hauptstrahls  handelt,  die 
folgenden  Beziehungen 


(iu'  =  du  +  {t 


W 


für  eine  beliebige  Fläche  und  beim  Übergang  von  der  vten  zur  v-\- 1  ten 

dUf  +  l  =  du,' 

Ist  etwa  diu  /ttc  Fläche  plan,  so  treten  die  Änderungen  ein 
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tff  w,,' 

dW;  =  dWf. 
d  W.+i  =dWJ-  C„  — i% 

Kn  ist  nun  noch  nötig,  die  Anfangswerte  du,  und  dW^  vor 
der  ersten  Brechung  mittels  der  gegebenen  Größen  zueinander  in 
Beziehung  zu  setzen.  Dabei  geht  B.  Wanach  von  der  Annahme 
aus,  daß  der  Objektpunkt  in  einer  achsonsenkrcchtcn  Ebene  von 
der  Achseneiitfernung  s,  durch  den  Durch  stoß  ungspunkt  des  unter 
IT,  geneigten  Hauptstrahls  bestinmit  sei. 


Xclnnen  wir  in  Fig.  16  d  W,  als  willkürliche  kleine  (Jröße  s  an, 
Sil  ergibt  sieh  zunächst,  wenn  wir  in  H^  auf  H^  0^^  die  Senkrechte 
H^k^  errichten: 

wo  Zähler   und  Xenuer  nach   der  Figur  auszudrücken   sind   durch 


,y  Google 


52  Kanig  und  von  Bohr,  Die  Durohr«chiiunKsformeln. 

SO  daß  sich  schHeßlich  erg^ibt 

cns'ic, 

du,  ^£ 

s,  —  r, 

Da  beide  Größen  d  IT,  sowohl  als  du,  der  Größe  e  proportional 
sind,  so  sind  es  auch  alle  später  bestimmten  Größen  d  ir,  und  dn,. 
Wir  können  mithin  an  Stelle  der  kleinen  Größe  e  ein  Jlultipluni 
von  ihr  einführen  und  setzen  e  =  l.  Im  Falle  (,  ^oo  ist  nur 
du,  =  0  zu  setzen.  Nach  der  Durclireehnung  durch  die  letzte  Plächrt 
ist  es  wieder  wünschenswert,  die  Abszisse  des  letzten  tangentialen 
Schnittpunktes  zu  ermitteln.  Ganz  analog  wie  bei  der  ersten  FIäcIh- 
erhalten  wir,  wenn  wir  durch  diesen  Punkt  eine  achsensenkrechtit 
Ebene  gelegt  denken, 

,    ,       d  Wt  cos'wJ 

ÖUj  = - 


mithin 


3.  Der  Fall  windschiefer  Strahlen. 

Jede  der  vcrscliiedtnien  ftlr  die  Verfolgung  von  Strahlen  mit 
endlicher  Neigung  gegen  die  Meridianebene  angegcbeiu^n  Methoden 
zerfällt  in  zwei  Teile,  deren  einer  die  Verfolgung  des  Strahls  in 
seiner  Einfallsebcne  mittels  des  Sinusgesetzes  der  Brechung  enthält, 
wahrend  der  andere  den  Übergang  von  den  Bestlnimungsstückeu 
nach  der  vorausgegangenen  Brechung  zu  den  neuen  vor  der  fol- 
genden Brechung  vennittelt. 


A.  Die  Pormeln  fQr  den  ÜbcrKanK  von  Räche  zu  Fläche  und 
die  Berechnung  der  Anfansswertc. 

Beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit  diesem  Cbergangsteile ,  so 
gestaltf^t  sich  dieser  verschieden  je  nach  der  Wahl  der  Bestimmungs- 
stllcke  der  Strahlcin.  Es  kommen  vier  voneinander  unabhängige 
Bestimmungsstücke  in  Betracht,  und  wir  wollen  als  solche  zunächst 
die  Koordinaten  der  Durch  st  oßungs  punkte  des  Strahls  mit  zwei 
passend  gewählten  Ebenen  annehmen. 

Die  Festlegung  eines  geeigneten  Koordinatensystems  ist  nun 
nicht  willkürlich.    Eine  der  Koordinatenachsen  wird  jedenfalls  durch 
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die  Achse  des  optischen  Systems  gebildet,  und  ferner  bietet  sich 
die  mit  der  Papierebene  zusammenfallend  angenommene  (Vertikal- 
iider)  Meridianebene,  in  der  wir,  ohne  an  Allgemeinheit  einzubüßen, 
den  Objektpunkt  annehmen  können,  von  selbst  als  eine  der  Ebenen 
dar.  Eine  auf  der  Systemachse  im  Mittelpunkte  der  gerade  betrachteten 
brechenden  Fläche  senkrechte  Ebene  ist  die  zweite  und  die  die 
System  achse  enthaltende  Horizontal  ebene  die  dritte  Ebene  des 
Koordinatensystems.  Die  Systemachse  wollen  wir  als  Achse  der  X, 
die  vertikale  (in  der  Papierebene  liegende)  als  die  Achse  der  T 
und  die  horizontale  rechtwinklig  zur  Papierebene  stehende)  als  die 
Achse  der  Z  ansehen,  wie  das  Fig-  17  erkennen  läßt. 


Die  KERBEBschen  Übergangsfonueln.  Die  BesttmmungsstUcke 
sind  hier  die  Koordinaten  der  Dnrchstoßungspunkte  des  Strahls 
mit  der  Vertikal-  und  der  Horizontalel>ene.  Bezeichnet  man  die 
Koordinaten  des  Punktes  der  erstgenannten  Ebene  mit  kleinen,  die 
in  der  anderen  mit  groflen  Buchstaben,  so  sind,  wenn  «'  und  S' 
die  axialen  Entfernungen  dieser  Punkte  vom  Fläcbenscheitel  be- 
deuten, die  Koordinaten  für  das  System  (X,  Y,  Z),  dessen  Nullpunkt 
im  Kugelmittel punkte  angenommen  ist,  nach  A.  Kebbeb  (5.): 


-r,  V,  0: 


S'-r.  0,  U. 
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Beim  Übergänge  zur  nächsten  Fläche  r^  ändern  sich  nun  nur  die 
«,  S- Koordinaten,  da  das  ganze  Koordinatensystem  auf  der  XAchse 
um  die  zwischen  den  beiden  aufeinander  folgenden  Kugelzentren 
liegende  Strecke  d  —  r~\-r^  parallel  mit  sich  selbst  verschoben 
werden  muß.     Da  die  Beziehungen  gelten 

«1  =  »'  — d;         Si^S'  —  d 
so  wird  weiter 

«1— ri  =  »'-r-((i-r  +  r.);        8^-r^  =  8' -  r-{d-r  +  r^). 

Die  beiden  andern  Koordinaten  ändern  sich,  da  der  Strahl 
selbst  durch  diese  Verschiebung  keine  Modifikation  erleidet,  über- 
haupt nicht;  also  gilt 

?,-=!',  i,  =  i'. 

Tritt  an  die  Stelle  etwa  der  jUten  Kugelfläche  eine  achsen- 
senkreehte  Ebene,  so  wählen  wir  diese  als  FZ-Ebene  und  erhalten 
als  Verschiebung  vor  der  Brechung 


und  nach  der  Brechung 

C,_d,  +  r„„. 
Als  Anfangswertc  vor  der  ersten  Brechung  sind  nun  in  der 
Regel  außer  den  un gestrichenen  Koordinaten  des  Objekt punktes 
(«,,  ?!,  0)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  tn^,  M^  der  Durch- 
stoßnngspunkte  des  von  ihm  ausgehenden  windschiefen  Strahls  in 
der  objektscitigen  Blendenebene  gegeben,  deren  Entfernung  vom 
Scheitel  der  ersten  KugelTlftche  x^  sein  mag.  In  der  Figur  17  sei 
die  Mitte  der  Blendenebene  durch  P  gekennzeichnet,  und  der  Durch - 
Stoßungspunkt  eines  windschiefen  Strahles  B39  in  Q  angenommen. 
Die  Strecken  in  Fig.  17  erhalten  dann  die  folgenden  leicht  vcrständ- 
liclien  (zum  Teil  geänderten)  Bezeichnungen  r 

SP=  aii;        £Q  =  »ti;        PE=M^. 
Wir  können  dann  aus  der  Proportion 

OB:£:Q  =  Oa9L-E©  =  OO.PO  =  05  +  SCl:PS  +  SD 
?i :  m^  =  =  -«1  +  «1 :  -a;,  +  S, 

den  Weit  für  S,  ermitteln  zu 
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Die  Begtimmuiig  von  L^  ergibt  sich  aus 

0^:PE=OD:OP=OS-\-SO:OS-\-SP 

zu  i,  =  Jh.,  — ' =  M,  "i — - — . 

^  *  ^1  — *i  i^— »Mj 

Rückt  der  Objektpuiikt  ins  Unendliche,  so  wird  zwarij=oo=^«j, 
doch  besteht  für  den  angnlaren  Abstand  w,  die  Beziehung 


und   wir  erhalten  aus 

durch  einen  Grenzübergang 

Si=a;j  +  m,  ctgw, 
und   femer  in  ganz  analoger  Weise 

£,  =  M^. 

Oeheu  wir  zu  den  Formeln  für  endlich  entfernte  Objekte  zurück, 
sn  lassen  sich  ganz  entsprechende  Formeln  angeben,  um  die  Ko- 
ordinaten der  Durchstoflungspunkte  mit  einer  Transversalebene  im 
Ach senab Stande  sj  aufzufinden. 

Bezeichnen  wir  diese  Koordinaten  mit  A,',  SJ,  so  haben  wir  in 
den  obigen  Ausdrücken  die  Größen  scj,  »t,,  Jf^  je  durch  *,',  h,',  MJ 
zu  ersetzen  und  nach  A,'  und  Sy   aufzulösen.     Wir  erhalten  alsdann 

Es  macht  keinen  wesentlichen  Unterschied,  wenn  wir  die  Strahl- 
riehtung  nicht  durch  Hinzunahme  des  Durchstoßungspunktes  (S,  L) 
in  der  Horizontalebene,  sondern  durch  passend  gewählte  Winkel- 
größen bestimmen.  Als  solche  seien  hier  gewählt  der  Winkel  e, 
den  die  Projektion  des  Strahles  auf  die  .yF-Ebene  mit  der  X-Achse 
einschließt,   und    der   Neigungswinkel    d    des   Strahls   gegen    seine 
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Projektion.  Diese  Richtungsgröflen  bleiben  unberührt  von  der 
Parallel  Verschiebung  des  Koordinatensystems;  ebenso  bleibt  I^  =  ?', 
und  die  ganze  Änderung  beschränkt  sich  auf 
8,  —  fj  =;«'  —  *■  — (d  —  *-  +  *-j). 
Auch  bei  dieser  Wahl  der  Bestimmungsstücke  müssen  Formeln 
für  die  Anfangswerte  angegeben  werden,  wenn  diese  die  Koordi- 
naten der  öffnungsebene  entlialten.     Es  ergibt  sich 

X,  —8, 

ctg  e,  ^  -r-* — 

^  '-      l^  —  m^ 
und 

.  JM ,  cos  Cj 

^     *  *!  ~  «1     ■ 

Handelt  es  sich  um  die  Angabe  der  Koordinaten  der  Durcli- 
stoßnngspunkte  einer  Transversaleliene  in  einem  Ach senab stände  s,', 
80  finden  wir  die  Ausdrücke 

and 

K -.'£-•-,(,.■  ^s;). 

Die  SEIDELachen  Übei^angsfonneln.  Wählt  man  als  bestim- 
mende Ebenen  die  horizontale  und  die  im  Kugelmittelpunkte  er- 
richtete Ebene,   so  sind  die  Koordinaten  der  DurehstoQungspunktp. 

S'-r,  0,  L';  0,  V',    V. 

Durch  die  Verschiebung  des  Systems  um  C^=d  —  r-|-r^  wird 

8^^r^  =  S-r-{d-r-\-r^, 

nur  £j  =  U  ändert  sich  nicht,  während  v^  und  Fj  die  neuen  Werte 

annehmen.     Diese  Größen  stehen  untereinander  in  dem  Verhältnisse, 

daß   die   folgende   Invariantenbezichung    aofgestellt   werden    kann: 

i\L^    _    v'L' 

r;-ij"  V'-i' 

Diese  Übergangsfonniiin  können  aber  bei  dem  weiter  unten 
anzugebenden  SBiDBLScheu  Kechenschema  nicht  direkt  benutzt 
werden,  weil  L.  Seidel  nicht   die  Koordinaten   der  Durclistoßungs- 
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punkte  zu  Bestinimun^sstUcken  seines  Strahles  wählte.  Indessen 
la.-isen  sich  die  von  ihm  auf  Grund  einer  geometrischen  Betrachtung 
angegebenen  Übergangstor  mein  auch  leicht  analjlisch  ableiten. 

Der  Dorchstoßungspunkt  in  der  ersten  Transversalebenc  ist  bei 
ihm  durch  die  PoJarkoordinaten  ü',  C  definiert,  so  daß  zwischen 
diesen  und  den  von  uns  eingeführten  Größen  die  Bezieliungen  be- 
stehen 

v'=U'cosC;    r^V'smC, 

wo  C  den  NeigTingswinkei  gegen  die  0-Richtung  bedeutet. 

Die  Richtung  des  Strahls  ist  bei  L.  Seidel  («.)  durch  zwei 
AVinkel   t'  und  n'  bestimmt,  und   zwar  ist  r'  der  Winkel  zwischen 


CS=C,E,^L';     0,.i,  =  f?,;     D,A,= 
£aia  SDDBUchen  Übergänge  n 

der  Richtung  des  Strahls  und  der  der  Systemaehse,  n'  dagegen  der 
zwischen  der  Projelition  des  Strahles  in  die  Transversalebenc  und 
der  in  dieser  festgelegten  0-Richtung. 

Aus  der  Figur  18  erhalten  wir  die  Beziehungen 

r- 


f" 


-£' 


tgr-: 


S'-r 


£■)■ 


S'- 


Gehen  wir  nun  zu  der  Transvei^alebene  durch  das  Zentrum 
der  zweiten  Engel  r,  über,  so  ändert  sich  die  Strahlrichtung,  also 
auch  3t'  und  t",  gar  niciit,  und  wir  erhalten 


„Google 


sowie 


König  und  Ton  Bohr,  Die  Durcbrechnunftsformeln. 

F,  -  i'  ,         V,         1  V, 


D,  =  üj  COS  fj,    F,  =  17,  sin  d- 


Um  nun  zu  den  SsiDELschen  Umwandlungsformeln  zu  kommen, 
entwickeln  wir  mit  Hilfe  von 


,     v.  -  r 

tgji  ==— '  —  j- 

V,  —  v 
oder 

tJj  sin  n'  —  Fj  cos  n'  =  «'  sin  ;t'  —  V  cos  Ji' 

I7j  cos  Ci  sin  n*  —  Ij\  sin  fj  coa  ji'  =  V  cos  ^  sin  ji  —  ü'  sin  C*  cos  ji' 

ITj  sin  (;i'  -  C,)  =  ü"'  sin  (n'  -  C). 

Es  ist  das  die  erste  der  SEinELschen  Übergangsfonneln. 

Entwickeln  wir  ferner  mit  Hilfe  von 
v'     i\ 

die  Beziehung 

,        v'  —  Vj       1 

tg  r  =  -   -^    ^  3;7s  j,' 
oder 

(»1  —  f 'I  sin*3i'  +  (w,  —  «')  cos*rt'  =  —  Ctgi'  cos  n'. 

Benutzen  wir  nun   den   oben  angegebenen   Ausdruck   für  tgn',  so 
geht  dieser  Ausdruck  Über  in 

( F,  —  V)  sin  Ji'  +  (v^  -  v')  cos  7i'  =  —  Ctg-^ 
und  nach  Einsetzung  ergibt  sich 
U^sin^  sin  Ji'-j-  U^coaJfjcnsTi'^t/'sinf  sin;T-(-I7'cosC'eosn' 
-Ctgr' 
oder 

l/j  cos  (n'  -Q=V'  cos  {n'  —  C)  —  Ctg  t'. 

Damit  ist  aber  auch  die  zweite  der  SEiDELschen  übergangs- 
fonneln abgeleitet. 

Handelt  es  sich  um  Plantlächen,  so  treten  ganz  ebenso  wie 
l)pi  dem  vorher  beliandelten  tbergange  die  für  C^— i  und  C^  ange- 
gebenen Änderungen  ein. 
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Mit  diesem  Falle  ist  aber  auch  eine  der  Möglichkeiten  erledigt, 
wie  die  Anfangswerte  gegeben  sein  können. 

Ist  etwa  die  Objektebene  vom  Achsenabstande  s,  gegeben,  in 
ihr  die  Koordinaten  des  Objektpunktes  TJ^,  f  (in  der  Regel  wird 
f  =  0  oder  =  1 80"  sein,  da  der  Objektpunkt  meistenB  in  der  Meridian- 
ebene  angenommen  wird)  und  ferner  die  Richtung  des  einfallenden 
Strahls  durch  x  und  n  bestimmt,  so  ergeben  sich  ohne  weiteres  die 
Gleichungen  für  TI  und  C  in  der  ersten  Transversalebene 
fTsin  (n  -  f )  =  P„  sin  {ti  -  f) 
l7cos(n  — C)^  77^  cos  (;i  —  I)  —  (~  «j  4'*'i)'^'- 

Liegt  indessen  der  Objektpunkt  im  Unendlichen,  so  ist  zwar 
f '„  =^  oo  =  Sj ,  doch  ist  der  Winkelabstand  von  der  Achse  ganz  wie 
oben  durch  die  Angabe  von  t  bestimmt,  während  ji^O  oder  ==180" 
ist.  Die  Durchstoßungsorte  der  ersten  Transversalebene  ei^ebcn 
>::ich  aus  den  Festsetzungen,  die  man  über  die  Punkte  macht,  in 
denen  die  Öffnungsebene  von  den  windschiefen  Strahlen  durchsetzt 
werden  soll.  Sind  für  diese  die  "Werte  'nl^  und  Jtf'^  gegeben,  und 
besteht  zwischen  ihr  und  der  ersten  Transversalebene  der  Abstand 
a:,  —  rj,  so  wird  diese  Tran versal ebene  von  dem  unter  w,  geneigten 
Hauptstrahle  in  einer  Höhe 

v,=-(a:,-r,)tg«-, 
<lurchsetzt,   und  wir  finden   die   Koordinaten   der  von    den   außer- 
axialen Strahlen  herrührenden  Durch  Stoßungspunkte  zu 

r^  =  17  cos  f  =  V,  -|-  »t,  1 

Eine  im  Abstände  s'  angenommene  Bildebene  wird  ebenfalls 
aufgefaßt  als  eine  achsensenkrechte  Transversalebene,  nnd  wir  er- 
halten dann  auf  eine  ganz  analoge  Weise  wie  im  Falle  des  end- 
lichen Objektabstandes   die  Koordinaten   des  Durcbstoßungspunktes 

y=r"cos|,  Z^r/sinf 
aus  den  Werten   V,  C',  r',  n'  nach  der  letzten  Brecliung  mit  Hilfe 
der  Beziehungen 

ITsin  {?!'  -  f)  —  TJ'  sin  (n'  ~  f) 
f7cos(vV-f)=l/"cos(ji'-r)-(«'-rJtgT'. 
Bei    endlichem  Objektabstande  wird    man  aber    in   der   Hegel 
die   Anfangäwerte   t,  ji   nicht    explicite    gegeben    haben,    vielmehr 
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werden  gewöhiiücli  ganz  wie  im  vorigen  Falle  die  Koordinaten  des 
Objektpunktes  (s, ,(,,0)  und  die  (x,,  «t,,  JfcT,)  des  Durchstoßungrs- 
punktes  der  Öftnungsebene  gegeben  sein. 

In  einem  solchen  Falle  erhält  man  aus  den  Seite  55  ange- 
gebenen Formeln  die  Koordinaten  S^  und  X,  und  hat  dann  den 
Fall  vor  sich,  von  dem  wir  hier  ausgegangen  waren,  daß  nämlich 
die  Durchstoßungspunkte  in  der  Horizontal-  und  einer  Traosvei-sal- 
ebeiie  bekannt  seien.  Nimmt  man  nun  die  (formale)  Verschiebung 
von  der  öffnungsebene  zum  Kugelmittelpunkte  vor,  so  erhält  man 
schließlich  die  gewünschten  Werte  für  v^  und  Fj 

-  wt,  (Sj  — »-,") 


a;,  ^  s, 

Alsdann  ist  man  aber  im  stände,  auf  Grund  der  oben  entwickelten 
Formeln  n  und  t  zu  bestinmien,  und  es  wird 


tgT 


m^  —  f^ 


Die  BRUKSBchen  Übergangsformeln.  Eine  wettere  Möglichkeit, 
den  Strahl  festzulegen,  besteht  darin,  daß  man  seine  DurchstoQungs- 
punkte  in  zwei  achsensen  kr  echten  Ebenen  angibt.  Einer  dieser 
beiden  ist  wieder  die  Transversa  lebe  ne  im  Kugelmittelpunkte,  und 
wir  bezeichnen  die  Koordinaten  in  ihr  wieder  mit  v  und  V.  Die 
andere  Ebene  enthält,  wie  wir  später  sehen  werden,  den  Inzideoz- 
punkt  des  Strahls  auf  der  KugeloberTlftche,  dessen  Koordinaten  sein 
mögen  Xj,  Y^,  Z^.*) 

Diese  Wahl  der  BestininiungssUcke  hat  den  Vorteil,  daß  die 
Richtung  des  diu'ch  beide  Punkte  gehenden  Strahls  sich  ohne  weiteres 
ergibt,  denn  die  Kichtungscosinus  werden  gefunden  durch 


')  Die  meisten  der  Lior  folgenilen  Formeln  sind  ebenso  wie  die  sof 
Seite  69—73  einer  unveröffentlicliten,  von  E.  Wandersleb  Btammenden  Dsr- 
eteUunft  des  BRUNSschen  Verfahrens  e 
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wo  R  definiert  ist  als 

fi  = !  V^i^  +  (Y,  -  vf  ~+  {Z,  -  Vf.  I 

Diese  RichtungBCOsinus  können  nun  offenbar  auch  mit  V,  V 
zur^innien  zur  eindeutigen  Bestimmung  des  Strahles  dienen,  und 
diese  Form  werden  wir  in  dem  spftter  zu  behandelnden  Rechen- 
Schema  bevorzugen. 

Handelt  es  sicli  jetzt  um  die  Festeilung  der  Formeln  für  den 
Tbergang  nach  einer  Breehung  zur  nächsten  Fläche,  so  seien  die 
Koordinaten  in  der  Transveraalebene  durch  v',  V  kenntlich  gemacht, 
und    die  Aufgabe  gestellt,    die  entsprechenden    neuen  Koordinaten 


Zum  BBoruchen  tlbcrgan^  mn  eli 


i'j,  F,  aus  m',  p',  q',  v',  V  zu  bestimmen,  wenn  eine  Verschiebung 
vom  Betrage  C  vorgenommen  ist.  Durch  eine  solche  Verschiebung 
wird  an  der  Richtung  des  Strahles  nichts  geändert,  und  die  Größen 
m',  p',  q'  behalten  ihren  Wert;  dagegen  ändern  sich  die  Koordinaten 
des  Durchstoßongspunktes  in  der  neuen  Transversalebene,  und  zwar 
finden  wir  die  folgenden  Beziehungen  nach  Figur  19: 


CZ>:C,D,  =  CD:C,D; 


CO:C,G,^CO:C,0 


Cv' 


■S  —r:tt  —t 

.r.     er 
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Unter  Benutzung  der  Fig.  19  erhalten  wir 

v'     _  ^1  —  ■»' ^    .  V     _Zi—  V  _       q' 

S'  —  r         — JTj    ~       m'   '  s'  —  r          ~X^              m' 
also  scblicBIich 

Die  Entfernung  von  einem  Kugelzentrum   zum   andeni  ist  wie 

Artet  die  Kugeltläche  zu  einer  achsensenkrcclitcn  Ebene  aus,  su 
sind  die  vor  und  naeli  ilir  nötigen  Verschiebungen  gegeben  durch 
die  schon  Irfiher  für  C^_i  und  C^  in  solchen  FfiUen  auTgerührten 
Ausdrücke. 

Bei  endlichem  Objektabstande  ergeben  die  noraialen  Anfangs- 
werte (Sj,  /j,  0)  (x^,  m,,  Jlfj)  die  Richtungscosinus  ohne  weiteres,  wenn 


definiert  ist,  zu 

und  hei  einem  Abstände  von  r,  —  x,  zwischen  öffnungs-  und  Ti-ans- 
versalebene  wird  nach  unseren  Formeln 

If,  =  m^  +  -*'t  (r^  -  x^) ;     F,  =  Jf,  +  ^i-  {r,  -  x,). 

Ist  der  Objektpunkt  unendlich  weit   entfernt  in   der  ?ileridiau- 
ebene  gelegen,  und  hat  er  den  angularen  Abstand  to^,  so  ist 

m,  =  cosWp  p,  =  sinK),;  q,  =  0 
und 

üi  =  mi  +  {r,  — x,)tgwi;    F,^3/"j. 

Die    DurcliMtoßungspunkte    in    einer   achsensenkrechten    Ebene 
vom  Abstände  s'  ergehen  sich  früheren  Überlegungen  analog  zu 

r=  v' - -^-,  (r, - s'):    Z=r-^.  (r^ - s). 

B.  Die  Formeln  für  den  Übergang  von  einem  Medium 
In  das  andere. 

Die  KERBEBschen   Brechuagsformeln.     Außer   den   schon   bei 
den  Cbergangsfonneln  benutzten  (irüüeti  führen  wir  noch  neue  ein. 
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Die  Meridian-  und  die  Horizontalebene  schneiden  die  Kugel  mit 
dem  Radius  r  in  den  beiden  größten  Kreisen  SA  und  SSI,  und 
zwar  sollen  die  Punkte  Ä  und  91  dureli  die  Verbindungslinien  von 
C  mit  B  und  S  ausgeschnitten  werden.  Wir  fassen  alsdann  AC 
und  SIC  als  die  iüebenaehsen  der  Brechung  für  die  beiden  axialen 
Objektpunkte  B  und  S8,  sowie  die  Öffnungswinkel  w  =  ABl  und 
V  =  liISJauf  und  können  dann  nach  Ä.  Kebbbbb  (8.)  Vorgange 
unmittelbar  unsere  Seite  37  abgeleiteten  Formeln  anwenden. 

Sind  nun  die  Koordinaten  von  B  durch  {s,  l,  0)  und  die  von 
8  durch  {8,  0,  X)  gegeben,  so  ist  unsere  Aufgabe  die,  die  Koor- 
dinaten der  entsprechenden  (nicht  gezeichneten)  Punkte  Bf  und  C 
nach  der  Brechung  zu  ermitteln. 


=  S-,    OB=l:    D'e  =  L:    AB  =  i;    as  =  a. 

Zu  den  KEBBSBichen  Chergaagstormeln. 

AuH  der  Figur  20  ergibt  sich   unmittelbar  für  die  schon  oben 
definierten  Winkel  e  und  & 


tge 
tg6  = 


0B_       OB 

OD~OS'-fSC~ 
Di8_  C_Scos£_ 


während  sich  der  Winkel  y  und  P  zwischen  der  Systemaehse  und 
den  beiden  Nebenachsen  darstellen  lassen  durch 


I  >er-- 
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Die   beiden  Abslände  vom   Kugelmittelpunkte  BC  und  SC  er- 
geben sich  zu 

COS)"  '  cos/" 

und  die  Öffnungswinkel  mit  den  Nebenachsen  durch 

cos V  =  cos (e  —  y) cos  d;  sin  V  = ^  sin v. 

Hiermit  aber  haben  wir  alle  Elemente,    um  die  auf  S.  37  ab- 
geleiteten Formeln  anwenden  zu  können.     Demnach 


sin  t  ^  -7  sin  t 

sin  V  sin  V 

Geht  man   nun  wieder  zur  Systemachse  über,  so  erhält  man 
r  — s'  =  (r  — S')eosj';    r  —  S''=(r  —  ^')cosr 
l-^(r-i,')tgr,  X'  =  (r-S')tgr. 

Wird  ein  Kadius  unendlich,  so  rückt  das  Koordinatensystem 
nach  S,  und  die  Nebenachsen  werden  der  Hauptachse  parallel;  daher 
erhalten  wir 

l'  =  l;    X'  =  X 

und 

cos  V  =  cos  £  cos  6 


tgv'  tgv' 

Ist  der  Objektabstand  =  CO,  so  hatten  wir  die  Werte  von  S 
und  £  schon  S.  65  durch  die  Anfangsdaten  ausgedrückt.  Da  der 
Objektpunkt  in  der  Meridianebene  anzunehmen  ist,  so  erhalten  wir 
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tgr. 


0  =  0;  y^t 
X 


«  =  oo;  r-e  = =;  v  =  o. 

cos  J 

Aus  dem  nan  bei  S9  entstehenden  rechtwinkligen  Bpbärisehen 

Dreiecke  ergibt  sich 

cos  V  =  cos  E  cos  r 

und  schließlich  gilt  in  dem  System  mit  der  Nebenachse  CS 

«  — r 
sin  i  =  — —  sin  V 

womit  die  Rechnung  in  das  bekannte  Geleise  gelangt. 

Handelt  es  sich   um  kleine  Winkel  v,   so   eignet  sieh   die  Be- 
:>timmung  aus 

cos  V  =  cos  {e  —  y)  cos  Ä 

nicht  für  die  numerische  Rechnung,  und  man  erhält  eine  größere 
Oenauigkeit  durch  die  Bestimmung  des  bei  der  Brechung  invarianten 
Winkels  vj   zwischen   der  Einfallsebene  und   der  Vertikalebene  aus 

tg* 


wonach  raa 
bestimmen 

vn  dann 
kann. 

'■'SV  - 

sinU-y)' 

sinä 
sin»? 

Wählt 

man  im 

Anschluß 

an 

die  KEBBEBschcn 

Formeln 

Stimmungsstucke 

( 

.  », 

i,  e. 

so  kann  man  die  Berechnung  von 

r,  «,  V,  V,  «',  -ST,  L' 

ganz  umgehen  und  sich  auf  die  Bestimmung  der  mit  kleinen  Buch- 
.6iaben  bezeichneten  Größen  beschränken.  Zur  Bestimmung  von  d' 
dient  dann  die  aus  den  soeben  für  kleine  v-Werte  angeführten 
Ereatzformeln  abgeleitete  Beziehung 


sin  ö'  =>  -: sin  S 


imd  man  erhält  * 

OpUk. 
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cos(e  —y)^ j3 

6in{e'  —  y)  = 


Man  kann  diese  Rechnung  noch  weiter  verkürzen,  wenn  man, 
ohne  erst  l^'  zu  bestimmen,  gleich  mit  Hilfe  der  Beziehung 

bildet 

Nur  in  dem  Falle  eines  unendlich  fernen  Objekts  muQ  man  auch 
bei  diesem  Rechenachema  die  Bestimmung  von  F  zu  Hilfe  nehmen. 
Es  ist  dann 

M 


tgr= 

otg»,) 

cobV  = 

cosycosjT 

d  natürlich 

8ini  = 
v'  = 

vor  der  Brechung  gilt 

sint)  = 

sinT 
slnV 

ergibt  sich 

aus  der  allgemein  gültigen  Beziehung 

8inr]  = 

»in«' 
.inv" 

sind'  = 

sinT  . 

0. 

womit  die  Zurückführung  auf  das  gewöhnliche  Schema  geleistet  ist. 

Die  SEIBELschen  Brechnngstormeln.  Bei  unserer  Ableitung 
schließen  wir  uns  in  unserer  Bezeichnung  ganz  eng  an  L.  Seidel  (*•) 
an,  soweit  von  ihm  neue  Größen  eingeführt  werden  (s.  Fig.  21). 

Zeichnet  man  den  windschiefen  Strahl  ^G,  der  in  $  die 
brechende  Kugelfläche  durchsetzen  möge,  so  ist  unsere  nächste  Auf- 
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frabe  die,  den  Einfallswinkel  t  =  0$9R  zu  berechnen.     Es  sei  der 
Winkel  ^CiaR  mit  i  bezeichnet. 

Konstruiert  man  in  der  Ecke  bei  O.  zu  O  als  Mittelpunkt  das 
sphärische  Dreieck  9i@S:,  so  folgt  aus  dem  CosinuBsatze 

COB  (180"  -  i)  =  cos  T  cos  90"  +  sin  r  sin  90°  cos  (n  -  C) 
—  cos  ji  =  sin  T  cos  (n  —  0- 
Handelt  es  sich  um  einen  Kadius  von  negativem  Zeichen,   so 
tritt  an    die  Stelle  von  X  sein  Supplementwinkel  180°  — i,    und  die 
<i]eichung  lautet  dann 

cos  A  =  Bin  T  cos  (ji  —  0- 


Zu  den  SBIDELKhen  Brecbuiigafonneln. 

Die  Anwendung  des  Sinussatzes  auf  da«  Dreieck  ^SIRCl  liefert 


i'-;+(i-i') 


Für  den  Punkt  £i.',  der   durch   den   gebrochenen,   ebenfalls   in 
der  Einfallsebene  verlaufenden  Strahl  ^C  definiert  wird,  kann  mau 
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ein  ganz  analoges  sphärieches  Dreieck  SR'S'J' konstruieren,  das  mit 
SRSI  in  den  Winkeln  bei  3^,  S'  übereinstimmt;  denn  die  beiden, 
diesen  Winkel  bildenden  Ebenen,  die  Ebene,  durch  die  Achse  und 
XT,  sowie  die  Einfallsebene  sind  für  die  Brechung  invariant.  Wendet 
man  auf  beide  sphärische  Dreiecke  den  Sinussatz  an,  so  ergibt  sich 
für  sin  Z 

sin  t  sin  (n  —  C)       sin  t'  sin  {ji  —  f) 
sin  X  sin  X' 

und  durch  die  Hin  zunähme  von 

—  cos  X  =  sin  t'  cos  in'  —  C) 
erhalten  wir  die  Möglichkeit,  n'  und  t'  zu  berechnen. 

Aus  denselben  sphärischen  Dreiecken   bestimmt  sich  eosi  zu 

cos  I cos  t' 

sin  X      sin  k' ' 
Es  ist  das  eine  Beziehung,  die  sich  zur  numerischen  Rechnung  wenig 
eignet.     Nimmt  man   sie  aber  mit   der  ersten    der  obigen  beiden 
Gleichungen  zusammen,  so  erhält  man  in 

— S^ 

einen  Ausdruck,  der  zur  numerischen  Bestimmung  gerade  kleiner 
Winkel  t'  gut  geeignet  ist. 

Hiennit   sind    aber   die    neuen   Koordinaten    des    SsiDELschen 
Systems 

V,  f,  ^■, ,' 

sämtlich  dai'gestellt ,  und  man  kann  nun  die  oben  aufgeführten 
Cbergangsgl eich un gen  anwenden. 

L.  tSEiDEL  gibt  nun  noch   eine  Reihe  von  Kontrollformeln  an 
die  wir  hier  ohne  Beweis  einfach  aufführen  wollen. 


»inC.'-.'! 

KinAsir 

i' 

sinJ 

sinr 

sta(.-») 

sin(;T~ 

f) 

ait\[n 

-t) 

Deriniert 

man 

J  =  <8 

->, 

so  ist  eine  weitere  KontroIKomiel 

sin(i- 

OsinCi  +  i 

). 

„ 
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Schließlich   werden    die    oben    angeführten   Übergangstonnein 
noch  kontrolliert  durch  das  Gleichungssystem 

Ctgi'      _  __£i__  _         T/' 
sin  (C  —  Ci)        sin  {n'  —  C)        sin  (V  —  d) ' 

Handelt  es  sich  bei  der  Rechnung  um  eine  Planfläche,  so  wird 
diese,  wie  wir  wissen,  zur  Transversalebene  gewählt.     Alsdann  ist 

und  es  wird 
also 

sin  T  =  -T  sin  T 


weil  die  Einfallsebene  senkrecht  zur  Planfläche  steht  und  auch  nach 
der  Brechung  so  bleibt. 

Die  Behandlung  eines  von  einem  weit  entfernten  Objektpunkto 
ausgehenden  windschiefen  Strahls  macht  keine  weiteren  Schwierig- 
keiten, da  die  Berechnung  der  Strahlenkoordinaten  aus  den  An- 
langswerten  schon  oben  auseinandergesetzt  wurde. 

Die  BKL'NSschen  BrechnnggformelD.  Ist  eine  Gerade  durch 
ihre  Richtungscosinus  m,  p,  q  und  die  Koordinaten  X,  Y,  Z  eines 
in  ihr  enthaltenen  Punktes  gegeben,  so  lauten  ihre  Gleichungen  ganz 
allgemein 

m     ~      p      ~      q     ~  ■ 

In  unserem  speziellen  Falle,  wo  es  sich  um  die  Koordinaten 
des  Dnrchstofiungspunktes  in  der  FZ-Ebene  handelt,  lauten  diese 
Oleich  nngen 

m  p  q  ■ 

Legen  wir  nun  dem  Parameter  l  von  — oo  bis  +  oo  wachsende 
Werte  bei,  so  wächst  auch  der  Zähler  des  ersten  Bruches,  wenn  m 
positiv  ist.  Eine  solche  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  m  ist 
aber  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  mau 
von  einer  von  links  nach  rechts  fortschreitenden  Lichtrichtung  bei 
der  den  Strahl  darstellenden  Geraden  reden  kann. 
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BeetimmeD  wir  Dnn  deo  Schnittpunkt  i^^.  l'j.  Z^\  dieser  Geraden 
mit  der  nm  den  Hittelponkt  konstruierten  Kugel  %'oni  Radius  r, 
deren  Oleichnng  lautet 

X*  +  y*  +  ^»  =  r*, 

i-o  ertialten  wir  eine  Bestimmnng  von  l^l^ 

l, fpr  +  q  V)  ± >>^Tr^  r*]  +  .pi-  +  qF('. 


wodurch  zupleieh  auch  die  Wertsysteme  X^,  5',,  Z^  bestimmt  sind. 
Wie  man  sieh  leicht  überzeugt,  hat  ?j  die  geometrische  Bedcötung 
der  Strecke  AI  )s,  Fig.  221. 

B<-i  dem  hier  vorliegenden  optischen  Problem  ist  aber  nur  ein 
Zeichen  der  Wurzel  möglich,  und  zwar  bestimmen  wir  dieses  in 
folgender  Weise. 

Handelt  es  sich  um  eine  Kugel  von  positivem  Badiat>.  so  wird 
bei  dem  festgehaltenen  Bewegungssinne  des  Lichts  nur  der  kleineiv 
1,-Wert,  der  den  ersten  Schnittpunkt  deHniert,  filr  uns  in  Frage 
kommen,  da  ja  dort  schon  eine  Hichtungsänderung  des  Strahles  ein- 
tritt. Wir  haben  also  bei  positivem  Vorzeichen  des  Radius  das 
unten;  Zeichen   der  Wurzel  zu  wählen. 
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Handelt  es  sich  um  eine  Kugel  mit  negativem  Zeichen  des 
Radius,  so  gilt  nur  der  größere  ?j-Wert,  der  den  zweiten  Schnitt- 
punkt definiert,  und  wir  müssen  das  obere  Zeichen  des  Wurzelaus- 
dnickes  wählen. 

Fällen  wir  von  C  aus  ein  Lot  aut  den  Strahl  LA,  so  ist  dessen 
Lange  CT^T  gegeben  durch 

T=±  V^»"+F*)  -  Cp«  +  q  F)' 
und  es  ist  femer 

.     .       T,. 

sin»^ — .") 

r    ' 

Nach  Feststellung  dieses  Zusammenhanges  läßt  sich  schreiben 

/,  =  — {pv  +  qF)+|*-:cosi 

was   unter  Berücksichti^n|^  der  eben   vorgenommenen   Zeichenbe- 

t^timmung  auch  ausgedrückt  werden  kann  durch 

i,  =  — (pD-j-q  F)  — f  eoBt. 

Die  Rieh  tun  gscosinus  des  Eintallslots  IC  erhalten  wir  durch 

cos  (r,  .X)  ^ ^ ;   cos  (r,  ] 

r  r  r       ' 

Femer  besteht  auf  Grund  der  auf  S.  16  gegebenen  Entwick- 
lungen das  Gleichungssystem 

n'm'  —  nm^  A  cos  (r,  X) 
n'p'  —np  ^Aco»{r,  Y) 
n'q'-«q=Jcos(,-,Z) 

4  =  n'  cos  t'  —  n  cos  t. 
Aus  dem  Bestehen  beider  Gleichungssysteme  folgt  schliefllich 


*)  Da  im  folgenden  die  spitzeu  Winkel  i,  i'  nur  in  der  Cosinnsfunktion 
■oftreten,  so  hrauchen  wir  in  diesem  BecheDSchema  die  Zeichenbeatimmung 
von  T  nicht  Tormnehmen. 
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,      m'  _-,  ^ 

q  ^  —  q  —  r  -!- 

m  nr 

wobei  wir,  wie  S,  49  gezeigt  wurde,  auch  schreiben  können 

sin »  ' 

Nennen  wir  /t  den  bei  der  Brechung  invariant  bleibenden  Winkel 
ICA,  so  gilt 

sin  i       Ca 
sin  /t        Ij^ 


also  auch 


CA' 


sini'_ 

H 

_  l,  CA' 

sin»" 

=  -*  = 

l^'  CA 

ist  aber 

CA' 

f" 

V 

CA 

"~  V 

V 

und  wir  finden  weiter  die  Beziehung 

da  die  Projektionen  von  ?,  und  l^    aut  die  ^-Achse  gleiche  Länge 
haben. 

Daa  hat  zur  Folge 

t?'  =  -  — ,v  und    I" ^  -j  — j  F, 

und  somit  sind  aus  den  Größen  ^■o^  der  Brechung 

ra,  ^3,  <\,  V,    V 

die  entspr  cell  enden 

m',  p',  q',  v',   V 

nach  der  Brechung  hergeleitet  worden. 

Ist  der  Radius  unendlich  lang,  so  wird  die  achsensenkrechte 
Treiinungsebene  selbst  Trans^■ersalebenc ,  und  das  Einfallslot  wird 
der  i'-Achse  parallel;  also 

n'm'  — «m  =  ^;    n'p'  — np  =  0;    Ji'q'  — nq^O. 
Nnn  ist  weiter 

m  !^  cos  (—  i)  und  m'  =  cos  (—  {) 


,y  Google 


Der  Fall  windschiefer  Strahlen. 

während  sich  ergeben 

Schlielllich  ist  nur  noch  zu  erwähnen,  daß 
r'  ~  V  und    J"  =  V 


C.    Die  Strahlen  mit  unendlich  kleiner  Neitrans  xesen 
die  Meridianebene. 

Die  Herleitimg  der  Formeln  ffir  die  Sagittalstrahlen  unter 
AnsgsBg  vom  KERBEBschen  Verfahren.  Handelt  es  sich  um 
Sagittalstrahlm  zu  einem  vorher  schon  gerechneten  Hauptstrahle 
mit   den  Koordinaten  X,  w,    so  ist  dieser   in  Fig.  20  durch  £  0  re- 


FU.  SB. 


prfisentiert  zu  denken,  es  ergibt  sich  e  =  u>,  und  die  Ordinate  i 
wird  als  kleine  Grösse  dL  angenommen;  infolge  davon  wird  auch 
der  ÖHnungs Winkel  v  des  sagittalon  Büschels  als  eine  kleine  Größe 

dv  =  d 
anzunehmen  sein. 

Da  die  beiden  Durchstoßungs punkte  der  Fläche  i  und  Jj  bei 
der  Brechung  Invariant  bleiben,  so  mui^s  der  Ausdruck  für  den 
zwischen  ihnen  liegenden  Bogen  ebenfalls  ungeändert  bleiben,  wenn 
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man  in  ihm  die  un gestrichenen  Größen  durch  die  gestrichenen 
ersetzt.  Bezeichnen  wir  in  Fig.  23  den  Abstand  JB  des  sagittalen 
Objektpanbtes  von  dem  Dorchstoßungspunkte  der  Kugel  mit  /,  so 
gilt  bei  kleinem  dv 

n^=/dv=/dv'. 

Nach  den  oben  gegebenen  GrOßenbestimmnngen  ist  v^dv  zn 
setzen,  und  es  Iftßt  sich  die  Gleichung  für  das  Verhältnis  der  Sinus 
von  d'  und  d  nun  schreiben 

dv' sin  v' sin/  8  —  r n  8  —  r 

dv        sinv        sinj  8'  — I-       n'8'  — r 

Wir  müssen  nun  die  Größen  S  zu  den  /  in  Beziehung  setzen 
und  bemerken  dabei,  daß  die  hier  in  Frage  kommenden  Strecken 
alle  in  der  Papierebene  liegen.  Beachten  wir,  dass  ^ICO  der 
für  die  Brechung  invariante  Kugel  winke)  ^  ist,  so  finden  wir 
weiter 

so  daß  die  Anwendung  des  Sinus^atzos  auf  A  lAB  ergibt 
woraus  weiter  folgt 


und  analog 


Setren  wir  diese  Kelationen  in  die  oben  entwickelte  Gleichung 
dv' 
ein,   die  —  durch  die  S-^\erte  ausdrückte,  so  ergibt  sieh 

n'dv'  (/  cos/  -  r)  -  tg  -^  ''-H'sin//(iv' 


=  nd\  (/cosj  —  r) -  tg  ~ --  -  n sinj/dv. 

Die   beiden    letzten  Summanden    heben    sich   rechts  und  links 
fort,  da,  wie  oben  nachgewiesen, 

/dy^/dy 
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ist,  und  wir  erhalten  ecbließlich 

^  ^  /  ^  _n  i/cosj-r) 
dy      f       «'(/cos/-*-)' 
Eine  Umformung;   ergibt    daraus    die  Formel   lOr   die  Sagittal- 
üchnittweiten  gemessen  auf  dem  Hauptstrahle 


wo    die    wieder   auftretende   astigmatiecbe   Konstante   in  bekannter 
Weise  geschrieben  werden  kann 

n  eoBj  —ncosj^-— -^Sin  (j— j  )  =  -: — .sin(j— /). 

Hin  1  w        -  /  sin  1  •Uli 


Flg.  M. 
Achsmibaundfi  der-blldieltl^n  Auffuigeben«. 

Irgend  welche  Schwierigkeiten,  wenn  der  Objektpunkt  ins  Un- 
endliche rückt,  treten  hier  nicht  auf. 

Der  Übergang  von  f  zum  /  der  nächsten  Fläche  geschieht 
ganz  wie  bei  den  Tangential  huscheln  durch  Anbringung  der  schiefen 
Dicke. 

Da  man  das  Objekt  al»  frei  von  Astigmatismus  voraussetzen 
Itann,  so  ist/^  gleich  dem  an  Jener  Stelle  S.  50  angegebenen  Werte 
für  (,  zu  setzen,  und  man  erhält  schließlich  ganz  analog  nach 
Durchrechnung  durch  k  Flächen  die  Abszisse  des  sagittateii,  auf 
dem  betrachteten  Hauptstrahlc  liegenden  Blldpunktcs,  gei-echnet 
vom  letzten  Flächenscheitel  zu 

"k  ^/k  *^°"  •"»'  ~1~  2»"j  sin'  ~y- 
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Man  kann  auch  direkt  aus  der  Äclisenentferaung  8  der  achseii- 
senkreehten,  den  Objektpunkt  enthaltenden  Ebene  auf  die  «*  der 
Auffangebene  des  Bildes  kommen,  wenn  man  von  dem  im  Kap.  IV 
bewiesenen  Umstände  fiebrauch  macht,  daS  C  das  perspektivische 
Zentrum  der  konjugierten  sagittalen  Punkte  ist. 

Drückt  man  nämlich  die  Kotangente  des  bei  der  Brechung 
invarianten  Winkels  0/CQ  einmal  durch  die  gestrichenen  und  danu 
durch  die  ungestrichenen  Werte  aus,  so  ist  nach  Fig.  24 


-- — -ctg«' ^ctgw 

«!'-«'                        X-S 

oder 

■-r~^%  ctg  v>'  =  — ^  .^  ctg  ip  +  ct^  w'  -  ctg  « 
X  —  S                ar  — « 

eine  Form, 

die  unter  Berücksichtigung  von 

"-»■— Ö-fl 

übergeht  il 

x' —  r           ,        X~r                   siiiO"— /) 

.■■-t"'"     .-t'^"    S..-,..„' 

Es    ist   ein  Vorteil    dieser  Formel,    daß   beim  Übergange   von 
der  vten  zur  v-j-lten  Fläche  die  Beziehung 

a;,'  —  «/  =  Xr-{-\  —  »r+l 

identisch  gilt. 

DieHerleituig  der  WANACHechen  Formeln  fürdieSagittalstraMen 

nnter  Ausgang  vom  SEIDELgchen  Verfahren.  Handelt  es  sich  um 
den  dem  Hauptstrahle  {W,  w)  benachbarten  Sagittalstiahl,  so  sind 
dessen  17,  w-Werte  den  W,  w-Wcrten  des  Hanptstrahls  gleich. 
Die  Werte  in  und  df  des  Sagittalstrahls  sind  aber  kleine  Größen, 
die  im  Verlaute  der  Keehnung  in  folgender  Weise  zu  bestimmen 
sind. 

Die  für  windschiefe  Strahlen  ganz  allgemeiner  Lage  abgeleiteten 
Formeln 

tg  »'  =  -^'J^^  tg  w  und   W^  sin  (ti'  -  C,  )  =  IT'  sin  {^  -  C) 

gehen  nämlich  über  in 

-M5,J A!-^ J-.'-d^^  =  -J-L(JV_^f, 
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1  Radius  gleich  co, 


I  ist  für  diese  Planfläche 


Es  ist  nun  noch  notwendig,  die  in  üblicher  TV  eise  angegebenen 
Anfangs-  und  Endwerte  zu  den  Größen  dn  und  dC  in  Beziehung 
zu  setzen,  die  vor  der  ersten  und  nach  der  letzten  Brechung  auf- 
treten (Fig.  25). 


Fig.  S5, 

00^=^1,:    S0  =  8,;    SC=-r,:    SP=ir,;    Ci>=  IT,;    DÄ^dL. 

Znr  WAKACHKhcn  Ableitung  dar  Formeln  für  die  SagltUlstnihleD  luch  dem  SBtDSLscheD 


Es    sei    also   eine   achsensenkrechte   Objektebene   in    der  Ent- 
fernung *,  gegeben,  die  der  Hauptstrahl  in  der  Höhe 

I,=(a:,-»,)tg», 
durchstößt,  alsdann  drücken  wir  nach  dem  Voi^ange  von  B.  Wanach 
die  Gröäe  dL  in  doppelter  Weise,  nämlich  aus  den  Dreiecken  ^lÄD 
and  CAD  aus  und  erhalten  unter  Benutzung  von 

i,-JF,  =  (f,-sjtgWi 
schließlich  die  Beziehung: 

,  W,dC, 

an,  =  —  -, '       - —  • 

(»■i~«Jtg«, 

Infolge   dieser   Relation    sind   alle   nach    obigem    Schema    be- 


stimmten Differenzen 


dn^ —  d%,;    du, 
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proportional  äCi,  das  man  also  durch  ein  endliches  Maltiplum  e 
ersetzen  kann. 

Für  den  Fall  eines  unendlich  entfernten  Objektpunktes  ver- 
schwindet dn^^  wegen  s,  ^oo. 

Auf  ganz  analoge  Weise  bestimmt  man  den  Abstand  des  letzten 
sagittalen  BUdptinktes  vom  letzten  Flächenscheitel,  so  dafi  wir 
sohl ieC lieh  erhalten 

**     *^tg<d< 


4.  Die  KERBEBschen  DitfereDzenformelD  fOr  die  Schnittweite 
eines  von  einem  Äcbsenpunkte  ausgehenden  Strahls. 

Bei  allen  im  Vorhergehenden  mitgeteilten  Rochenmethoden  er- 
hielt man  die  Koordinaten  des  Schnitt-  oder  Durclistoßungspunktes 
der  durchgerechneten  Strahlen  direkt  und  konnte  dann  durch  Sub- 
traktion die  Differenzen  gegen  passend  gewählte  Normalwerte  be- 
stimmen. Diese  Differenzen  sind  dann  der  eigentliche  Ausdruck 
für  das,  was  man  als  Fehler  in  der  Strahlenvereinigung  ansiebt, 
und  sie  sollen  hier  nach  dem  Vorgange  von  A.  Kerbeb  (7.)  für  die 
von    einem  Achsenpunktc   ausgehenden    Strahlen   gebildet    werden. 

Führt  man  für  die  Länge  des  vom  Flächenscheitel  S  auf  die 
Strahlrichtung  gefällten  Lots  die  Bezeichnung  e,  e'  ein,  so  er- 
geben sich  die  später  benutzten  Beziehungen  r 

c'^Ä'sin«';  e  =  8sinu. 

Diese  Größen  werden  für  die  paraxialen  Strahlen,  bei  denen 
die  Tangenten  mit  den  Sinus  vertauscht  wei-dcn  können,  einander 
gleich  und  gleich  der  Höhe  k^sdv^s'du',    in   der  der  paraxiale 

Strahl  die  Fläche  durchstößt. 
Stellt  man  die  Identität  auf 

sin  m'  ^  sin  u  -|-  sin  t  —  sin  i*  4-  D, 
so  ist 

Z»  =  —  Bin  i  +  sin  t'  —  sin  w  +  sin  m' 

eine  Größe,  mit  deren  Hilfe  sich  die  Difforenzenfnrmeln  sehr  elegant 
aufstellen  lassen.  Wir  werden  weiter  unten  füi-  sie  einen  logaiith- 
niisch  bequem  berechenbaren  Ausdruck  angehen. 

Unter  Benutzung  der  auf  S,  37  angegebenen  Formeln  läßt 
sich  leicht  ableiten: 
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Setzt  man  nun  den  eben  angegebenen  Ausdruck  für  sin  w'  ein 
und  beachtet,  daß 


ist,  Bo  erhält  man 

^J il^^  +  '^ll  + B V 

»'  —  r       n\g  —  r    '      n'      r   '   (8  —  r)&mu/ 
Femer  IftJJt  sich  unter  Benutzung  der  für  die  Schnittweiten  der 
paraxialen  Strahlen  abgeleiteten  Formel  zeigen,  dafl 

1 ^Y_  1      _|_  «'  — «  i\ 

a'  — r       w  \«^r  n'      rJ 

ist.     Durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 
ba*  n'  bs  W  D 

{s'  —  r){s'  —  r)  ~  n  {s  —  r){it  —  r)       n  («  — r)sinu' 
wobei  für  die  endlichen  Differenzen 

bff'  =  «'  — s';     b«=;S~s 
gesetzt  ist. 

Führt  man  nun  mittels  der  soeben  benutzten  Gleichung 

n' {«' —  r)  sin  «' ^  n  («  —  r)  sin  M 

die  Winkel  wieder  ein,  ao  ergibt  sich  schließlich  bei  Benutzung  der 

auf  S.  43  eingefQhrten  Nullinvariante  und  Einführung  der  Einfalls- 

bOhe  h  der  Paraxiatstrahlen 

n'bs'sinw'^  — nbs  sin  tt  — ^  — DrÄQ,. 
äs' 

Versehen  wir  jetzt  diese  Größen  mit  Indices,  um  anzudeuten, 
daß  sie  sich  auf  die  aufeinanderfolgenden  Flächen  eines  zentrierten 
Systems  beziehen,  so  erhalten  wir  das  Gleichungssystem 


,'bs,' Bin  M,'--T~  tat'S»  sin  «,  —  =  —  X*o r, fc,  Q,. 


-^»»-.A,«,,. 
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Addieren  wir  diese  ganze  Gieichungsfolge,  so  hebt  sich  auf 
der  linken  Seite  das  erste  Glied  jeder  Zeile  gegen  das  zweite  der 
folgenden  weg,  da  eine  einfache  Überlegung  lehrt,  daß  für  Par- 
axIalBtrahlen 


strenge  gilt.  Da  wir  ntin  vor  der  ersten  Brechung  bSj^O  an- 
nehmen können,  so  bleibt  links  schlieBlich  nur  das  erste  Glied  der 
letzten  Zeile  librig,  und  wir  erhalten 

b V = _    -r,    .      , -A-n  ^  2  ^kr,(?„. 

"  n^Ä^sinMj  H^  sinuj  Aj,=i\Ä,/ 

Da  es  sich  bei  diesem  Ausdrucke  nur  um  kleine  Größen  handelt, 
die  direkt  berechnet  werden,  so  werden  wir  mit  Tafeln  von  nur 
geringer  Steilenzahl  schon  sehr  genaue  Ergebnisse  erhalten. 

Weiterhin  aber  bietet  diese  Darstellung  den  Vorteil  dar,  daß 
in  ihr  die  Anteile  getrennt  sind,  die  den  einzelnen  Flächen  im  End- 
resultate zukommen. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  den  Ausdruck  für 


D  =  _  sin  i  +  sin  *  —  sin  m  +  sin  w' 

so  umzuwandeln,  daß  er  sieh  bequem  logarithmisch  bezeichnen  läßt. 
Man  kann   sofort    die  Differenzen   der  Sinus  in  die  bekannten 
Produkte  verwandeln  und  erhält 


Beachtet  man  nun  die  Gleichung 

so  ist  weiter 

D^  — 2  sin—  - —  (cos—-; cos     T^  -]. 

und  wendet  man  nun  noch   einmal  das   gleiche  Verfahren  auf  den 
Klammerausdruck  an,  so  erhält  man  schließlich  wegen 

t  +  i'  +  M-f«'  =  2(«  +  i)  =  29.;  t  +  i'-«-u'  =  2(t'-«) 
D  =  4  sin  — - —  sin  —  -7     sin  —  ■ 
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Damit  ist  ein  logarithmisch  bequem  berechenbarer  Ausdmck 
hergestellt,  der  dazu  dienen  kann,  den  Weit  von  D  zu  bestimmen. 

A.  Kerbeh  schlägt  indessen  einen  anderen  Ausdruck  vor,  dessen 
Hcrieitung  hier  auch  mitgeteilt  sei. 


—  sin  (t  —  m)  cos  u  +  COB*  — - —  sinw 


sin  i  +  sin  « 

Beachtet  man  noch,  dafi 


frilt,  so  ergibt  sich  der  KEBBERsche  Ausdruck  (Ür 


cos  — „ — 


wenn  man  den   soeben   für  sin—  entwickelten  Wert   in   den  vorher 

für  D  gegebenen  Wert  einlührt. 

Änf  jeden  Fall  läßt  sich  also  D  als  ein  logarithniisch  bequem 
berechenbarer  Ausdruck  heiBtellen. 

Es  milßten  nun  eigentlich  die  entsprechenden  Differenzenformeln 
für  windschiefe  Strahlen  angegeben  werden,  docli  ist  uns  deren 
Aufstellung  nicht  gelungen. 

OpUk.  6 


,y  Google 


82  Eänig  und  von  Rohr,  Die  BurchrechunugBlormabi. 

L.  Sbedel  (6.)  scheint  im  Besitze  dieser  Formeln  gewesen  zu 
sein,  sie  aber  Dicht  veröffentlicht  zu  haben;  wir  geben  das  fol- 
gende Zitat: 

,,Ich  muss  indessen  zum  Schlüsse  noch  bemerken,  dass  ich  für 
„die  eigentlich  angemessene  (d.  h.  der  Natur  der  Aufgabe  am  besten 
„entsprechende)  Art,  in  oder  ausser  der  Axenebcne  den  Gang 
„des  Lichtes  durch  optische  Apparate  rechnerisch  zu  verfolgen,  eine 
,, wesentlich  andere  halte,  nach  welcher  man  direct  nicht  die  ganzen 
„Grössen  sucht,  welche  die  Lage  eines  Strahles  nach  beliebig  viel 
„Brechungen  bestimmen,  sondern  nur  ihre  Abweichungen  von  den- 
„jenigen  Werthen,  die  nach  den  Nftherungsformeln  {ersten  Grades! 
„stattfinden  würden.  Nach  diesem  Verfahren  hat  man  nur  mit 
„kleinen  Grössen  zu  agiren,  die  durch  wenige  Deeiraalen  genau 
„genug  gefunden  werden,  weil  sie  unmittelbar  Das  repräsentiren, 
„was  uns  im  optischen  Bilde  als  Fehler  erscheint.  Aach  diese  Be- 
,,handluiig  der  Aufgabe  ist  eleganter  Ausdi-ücke  fähig,  welche  in 
„einer  ganz  analogen  Beziehung  zu  denjenigen  der  früher  von  mir 
„entwickelten  Fehler  dritter  Ordnung  (im  allgemeinen  FaUe  des 
„Raumes)  stehen,  wie  die  ,, Gleichungen  mit  endlichen  Differenzen" 
„zu  den  Differentialformeln.  Indessen  entfernt  sich  das  angedeutete 
„Verfalu-en  ziemlich  stark  von  der  rechnerischen  Gewohnheit  <ler 
„Optiker,  deinen  practischpji  Bedürfniss  ich  bei  der  gegenwärtigen 
„Publication  zunächst  im  Auge  habe;  ich  verspare  daher  das 
„Nähere  für  eine  andere  (Jelegenheit." 

Die  Literatur  £Ur  die  Formeln  ist  bei  ihrer  Abiaitunft  bereits  angegeben 
worden,  Ea  bleiben  nns  hier  nur  noch  Mittailongen  über  die  Orte  eu  machen 
Übrig,  an  denen  eich  numerische  Beispiele  fUr  die  Anwandung  der  Formeln 
finden. 

"Für  das  SEiDiLsche  Verfahren  sind  ausfilhrlicbe  Beispiele  bei  A,  Steui- 
HBIL  und  E.  YoiT  |3.)  VC  raff  entlicht.  Beispiele  für  die  von  einem  Achsenpunkte 
ausgehenden  Strahlen  gibt  O.  Luhher  <*■  iK.).  Solche  finden  sich  auch  bei 
A.  GiiBICHEH  [4.  *so.),  sowie  Bechnungen  fUr  die  astigmatischen  BUdponkte  auf 
endlich  geneigten  Hauptstrahlen  ebenda  IM-?.).  Man  achte  auch  auf  die  Winke, 
die  B.  Wahaoh  (l.)  fUr  die  numerische  Durchrechnung  von  Objektiven  gibt. 

Für  die  Differenzenformel  A.  Kerbbrb  {?.  7.)  findet  sich  an  janer  Stella 
ein  DumerischeB  Beispiel. 
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III.  Kapitel. 

Die  geometrische  Theorie  der  optischen 
Abbildung  nach  E.  Abbe. 

Bearbeiter:    E.  Wandersieb.*) 


L  Die  verschiedenen  Standpunkte  fQr  die  Behandlang  des 
Problems. 

Mit  dem  im  ei-sten  Kapitel  Gegebenen  ist  das  in  der  Lehre 
von  der  Spiegelung  und  Brechung  des  Lichtü,  was  unmittelbares 
physikalisches  Interesse  hat,  im  wesentlichen  erschöpft.  Der  weitere 
Inhalt  unserer  Darstellung  kann  sich  nunmehr  nur  nocli  auf  die 
Anwendungen  dieser  Lelire  beziehen.  Diese  begreifen  einerseits 
die  Erltlärung  gewisser  —  meist  meteorischer  —  Naturerscheinungen 
in  sich,  andererseits  liefern  sie  die  Prinzipien  für  die  Konstruktion 
oder  das  Verständnis  der  optischen  Instrumente. 

Wir  wenden  uns  hier  den  letzteren  zu. 

Ert  handelt  sieh  bei  ihnen  in  letzter  Linie  stets  darum,  daS 
durch  Vermittelung  von  Reflexionen  oder  Brechungen  oder  von 
Kombinationen  beider  an  geeignet  geformten  und  zusammen- 
gestellten optischen  Medien  Bilder  von  Gegenständen  oder  Bilder 
solcher  Bilder  her\'orgebracht  werden,  und  zwar  besteht  das  Zu- 
standekommen dieser  Bilder  stets  darin,  daß  ein  Teil  der  von  je 
einem  Punkte  .i,  dem  Objektpunkte,  ausgehenden  Strahlen  durch  die 
Keflesionen  und  Brechungen,  die  er  erfährt,  so  modifiziert  wird, 
daß  er   wieder  nach  einem  Punkte  A',  dem  BÜdpunkte  konvergiert. 

•)  Die  Bearbeitang  hat  das  II.  Kapitel  des  CzApSKischen  Buches  Eur 
Gnmdlage.  Größere  Abweichungen  finden  sich  in  der  Reduktion  der  allge- 
Dieinen  Abbildungsgleichnagen  und  in  dem  Abschnitte  Über  die  Emteilung 
der  Abbildang;en,  die  im  weaentlichen  nach  O.  Eppenbtein  durchgefülirt  wurde- 
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Man  hat  nun  die  Gesetze,  die  zwisclien  den  Bildern  und  ihren 
Objekten  bestehen,  bis  in  die  neueste  Zeit  fast  atianahnislos  in  der 
Weise  studiert,  daß  man  die  besonderen  Pftlle,  in  denen  eine 
\Vieder\-ereinigung  von  homozontriseh  divergierenden  Strahlen- 
bündeln stattfindet,  naher  untersuchte,  und  nur  auf  Grund  solcher 
spezieller  Untersuchungen  gelangte  man  schließlich  durch  Verall- 
gemeinerung der  gewonnenen  Eesultate  zu  gewissen  allgemeineren 
Beziehungen.  Auch  C.  F.  Gauss,  dem  der  größte  und  Michtigste 
Foitschritt  auf  dem  Wege  solcher  Verallgemeinerung  der  Bpeziellen 
Theoreme  zu  verdanken  ist,  ging  in  seinen  berühmten  diopti-ischen 
Untersuclmngen  {3.)  von  den  besonderen  Voraussetzungen  zentrierter 
Kugeiriächen,  eines  fadenförmigen  axialen  Strahlen-  und  Abbildungs- 
raumes, und  von  der  Gültigkeit  des  Brechungsgesetzes  selbst  ans 
und  ließ  nur  die  bis  dahin  stets  festgehaltene  Einschränkung  auf 
den  Fall  unendlich  dünner  in  Kontakt  befindlicher  Linsen,  d,  h. 
mit  den  Scheiteln  koinzidierender  sphärischer  Flächen,  voIlstÄiidig 
fallen.  Ihn  leitete  ausgesprochen  ermaßen  das  Bestreben,  die  Ge- 
setze der  Abbildung  durch  beliebig  zusammengesetzte  Unsensystenie 
auf  gleich  einfache  Formen  zurückzuführen,  wie  sie  sich  bei  einer 
einzigen  brechenden  FIftche  oder  einer  einzigen  Linse  versch-win- 
dender  Dicke  ergeben.  Wiewohl  er  nun  zeigte,  daß  in  diesen  Ge- 
setzen die  ursprünglichen  Bestimmungsstücke  dos  Systems,  die 
Radien,  Dicken,  Brechungsindices,  eine  sehr  beiläufige  Rolle  spielen. 
daß  die  Abbildung  vielmehr  von  gewissen  Konstanten  riel  all- 
gemeinerer Art  abhängt,  so  scheint  doch  auch  ihm  die  Erkenntnis 
entgangen  zu  sein,  daß  alle  Annahmen  über  die  besondere  Art  der 
Verwirklichung  einer  optischen  Abbildung  den  Kern  der  Frage- 
d.  h.  die  allgemeinen  Gesetze  der  Abbildung,  überhaupt  nicht 
berühren. 

A.  F.  JlÖBiüS  (Ä.)  scheint  zuerst  darauf  hingewiesen  zu  haben, 
daß  die  , .axiale"  Abbildung  durch  eine  einzelne  brechende  sphäri- 
sche Fläche  die  Verhältnisse  der  knllinearen  Verwandtschaft  zum 
Ausdruck  bringt,  und  daß  infolgedessen  alle  Theoreme  über  die 
Wirkung  auch  beliebig  zusammengesetzter  Systeme  brechender  und 
spiegelnder  sphärischer  Flächen  nichts  als  die  direkte  Abfolge  dieser 
durch  eine  Brechung  bedingten  Beziehung  zwischen  Objekt  und  Bild 
sind.  Ihm  sind  in  der  Dai-stellung  mehrere  gefolgt,  so  F.  Lippich 
(/.) ,  A.  Beck  (J.)  ,  H.  Hankel  (l.) ,  seine  Theorie  unter  Zuhilfe- 
nahme tler  Betrachtungen  der  neueren  Geometrie  weiter  ausbauend 
und  begründend,  ohne  aber  die  Voraussetzung  aufzugeben,  die 
auch  er  noch   festgehalten  hatte;    daß  zur  Verwirklichung  der  kol- 
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linearen  Beziehung  eine  gewisse  Ait  der  dioptrischen  Wirkong 
nötig  sei.  Hiernach  scheinen  immer  noch  die  gefundenen  Gesetze 
optischer  Abbildungen  von  den  physikalischen  Vorgängen  abhängig 
zu  sein,  durch  deren  Vermittlung  sie  entstellen. 

Dei'  erste,  der  bei  der  Ableitung  der  Gesetze  der  optischen 
Abbildung  sich  jeder  Annahme  über  die  physikalische  Verwirk- 
lichung ausdrücklich  enthielt  und  eine  rein  geometrische  Theorie 
aufütolltci  ist  J.  C.  Maxwell  (j?.).  Er  betrachtet  ein  hypothetisches, 
..voUkonimenes"  Instrument.  Dieses  definiert  er,  ohne  sich  dai-uni 
zu  kümmern,  ob  und  wie  es  zu  verwirklichen  ist,  nur  durch 
folgende  drei  Forderungen: 

1.  Jeder  Strahl  eines  Bündels,*)  das  von  einem  einzigen  Objekt- 
pnnkte  ausgeht,  muß,  nach  dem  Durchgang  durch  das  Instrument, 
wieder  nach  einem  einzigen  Bildpunkte  konvergieren. 

2.  Ist  das  Objekt  eine  znr  Achse  des  Instrumentes  senkrechte 
Ebene,  so  ist  das  Bild  auch  eine  zur  Achse  senkrechte  Ebene.  (Eine 
Achse  des  Instrumentes,  und  zwar,  wie  die  folgende  Forderung  be- 
dingt, eine  Sjinmetrieachse,  ist  also  ausdrücklieh  angenommen.) 

3.  Das  Bild  eines  Objekts  In  dieser  Ebene  muß  dem  Objekte 
ähnlich  sein. 

Die  ilaß-  und  Lagenbeziehungen,  die  J.  C.  Maswell  aus  diesen 
drei  rein  geometrischen  Voraussetzungen  folgert,  stimmen  mit  denen 
überein,  die  C,  F.  Gauss  aus  den  oben  angegebenen  speziellen 
physikalischen  Voraussetzungen  entwickelte. 

Den  letzten  noch  übrigbleibenden  Schritt  tat  E.  Abbe,  indem 
er,  ohne  Kenntnis  der  Arbeiten  von  A.  F.  MöBius  und  J.  C.  Max- 
well, seit  Anfang  der  70er  Jahre  in  seinen  Universitätsvorlesungcn 
die  geometrische  Theorie  der  optischen  Abbildung  auf  die  ein- 
zige Voraussetzung  aufbaute,  daß  überhaupt  eine  optische  Abbildung 
eines  Raumes  in  einen  andern  stuttfindet,  d.  h.  daß  die  vierfach 
unendlich  ^^elen  geraden  Strahlen  des  einen  Raumes ,  denen  des 
andern  ein-  eindeutig  derart  zugeordnet  sind,  daß  jedem  Bündel  von 
Strahlen,  die  durch  einen  einzigen  Punkt  des  ersten  Raumes  gehen, 
ein  Bündel  von  Strahlen  entspricht,  die  durch  einen  einzigen  Punkt 
des  andern  Raumes  gehen. 

Dieses  Merkmal  ist  ausreichend,  um  den  Begriff  einer  be- 
stimmten An  von  Abbildung  festzulegen,    und    es   ist  zugleich  das 

*)  Id  diesem  Kapit«!  wird  der  Ausdruck  Siindel  tUr  eine  za'CÜa.ch  un- 
endliche Mannigfaltigkeit,  der  Ausdruck  Büschel  für  eine  einfach  uoendliolie 
Mannixfaltigkeit  gebraucht,  wie  von  J.  Thokab  in  aeinen  Vorlesungen  und 
VeroffentlicboDgen. 
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einzige  wesentliche  Merkmal,  dureh  das  die  Abbildung  charakteri- 
siert wird,  die  durch  Lichtstrahlen  unter  der  Vermittlimg  spiegelnder 
oder  brechender  Flächen  überhaupt  zustande  kommt.  Von  den 
speziellen  geometrischen  und  physikalischen  Bedingungen  der  Ab- 
bildung hängt  nichts  weiter  ab  als  erstens  die  numerischen  Werte 
der  Konstanten,  die  in  den  allgemeinen  Abbildungsgleichungen  auf- 
treten, und  dort,  mangels  einer  besonderen  Voraussetzung,  natürlich 
unbestimmt  bleiben  mtlssen,  zweitens  die  geometrische  Lokalisierung 
der  ineinander  abgebildeten  Räume  und  ihre  Lagen  beziehung  gegen 
die  Grenzen  der  angewandten  physischen  Mittel,  und  drittens  end- 
lich die  Bestimmung  darüber,  in  welchem  begrenzten  Raumgebiet 
und  unter  welchen  sonstigen  Einschränkungen  der  allgemeine  Fall 
der  Abbildung  in  dem  betrachteten  Sonderfall  verwirklicht  ist. 

Es  scheint  aber  keineswegs  überflüssig,  diese  Auffassung,  d.  h, 
diese  Scheidung  dessen,  was  schon  aus  dem  allgemeinen  Begriffe 
der  optischen  Abbildung  folgt,  und  dessen,  was  erst  Folge  der 
speziellen  dioptrischen  Voraussetzungen  ist,  in  der  Theorie  der 
optischen  Instrumente  mögliehst  streng  durchzuführen.  Denn  für 
jede  verständige  Anwendung  einer  Lehre  ist  die  richtige  Bestimmung 
der  zureichenden  und  notwendigen  Voraussetzungen  ein  wesent- 
liches Erfordernis, 


2.  Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  optischen  Abbildung. 
A.  Die  allgemeine  Form  der  AbbildunssgleichiniKen. 

Wir  studieren  also  rein  mathematisch  die  Abbildung  eines 
Raumes  auf  einen  andern,  bei  der  die  vierfach  unendlich  vielen 
Strahlen  des  einen  Raumes  denen  des  anderen  ein-eindeutig  so  zu- 
geordnet sind,  daß  Jedem  homozentrischen  Strahlenbündel  in  dem 
einen  Räume  ein  homozentrisches  Bündel  im  aiide.m  Räume  ent- 
spricht. Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Räumen  ist  vollständig 
gleichwertig  gegenseitig.  Wenn  wir  trotzdem  die  Namen  Objekt- 
raum und  Büdraum,  Objektstrahl  und  Bildstrahl,  Objek^unkt  und  Bild- 
punkt, letztere  für  die  Träger  konjugierter  homo  zentrisch  er  Bündel, 
festhalten,  so  geschieht  dies  nur  zur  Erleichterung  des  Ausdruckes. 

Auf  Grund  unserer  einzigen  Voraussetzung  des  durchgehenden 
EntSprechens  homozentrischer  Strahlenbündel  können  wir  unmittel- 
bar folgende  wichtigen  Sätze  aussprechen: 

1.  Den  Punkten  auf  einer  geraden  Linie  im  einen  Räume 
entsprochen    als    Bilder    Punkte    im    anderen    Räume,    die 
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■wieder  auf  einer  Geraden  liegen.  Denn  dem  Strahle  S,  der 
durch  die  auf  einer  geraden  Linie  gelegenen  Punkte  P^P^P^  hin- 
durchgeht, entspricht  laut  Annahme  eiu  Strahl  S"  im  Bildraum,  der 
iiach  unserer  Grundannahme  durch  jeden  der  drei  jenen  Pj^P^P^ 
konjugierten  Punkte  P^P^P^  hindurchgeht,  und  da  der  Strahl 
geradlinig  ist,  so  liegen  P^P^P^  auf  einer  geraden  Linie. 

2.  Einer  Ebene  £^  im  Objektraum  entspricht  auch  wieder 
eine  Ebene  E'  im  Bildraum.  Denn  die  Ebene  ist  definiert  durch 
zwei  sich  schneidende  Gerade;  zwei  solchen  a,  6  im  einen  Raum 
entsprechen  aber  nach  1.  zwei  ebensolche  a',  b'  im  anderen  Raum. 
Jeder  weiteren  in  der  ersteren  Ebene  enthaltenen  Geraden  c,  die 
also  die  zuerst  angenommenen  beiden  Geraden  schneidet,  entspricht 
nun  im  Bildraum  eine  Gerade  c',  die  nach  der  ursprünglichen  An- 
nahme den  einen  wie  den  andern  der  beiden  dort  gelegenen  Strahlen 
«chneiden  muß,  die  also  in  dieselbe  Ebene  fällt. 

3,  Objektebenen,  die  alle  durch  eine  Gerade  gehen, 
enisprechen  Bildebenen,  die  auch  alle  durch  eine  Gerade 
ff  eben.  Denn  dem  Träger  des  Objekt^enenhüsiAdii,  d,  h.  dem  Strahle, 
der  in  jeder  der  Objektebenen  verläuft,  muß  ein  Bildstrahl  ent- 
sprechen, der  in  jeder  der  Bildebenen  verläuft,  d.  h,  Träger  eines 
Bildebenenbüschels  ist. 

Die  Geometrie  bezeichnet  die  so  charakterisierte  Verwandtschaft 
der  beiden  Räume  als  Koltinealion  und   stellt  als  analytischen  Aus- 
druck dafür  die  folgenden  Bedingungsgleichungen  auf,  die  man  z.  B, 
in  dem  Lehrbuche  von  G.  Salmon  (3.)  findet: 
-i.,y  +  e,z  +  d^ 

(1) 


\- by -{- cz -\- d 
"  ax-\-by-\-cz  +  d 

.'  _  gg=C  +  hV  +  "b^  +  "^8 

ax -{' by -\-  cz -{- d 
Die  xyz   und  x'y'/  sind    rechtwinklige   Punktkoordinaten    im 
Objekt-  und  BUdraome. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  den  xyz  ergibt  drei 
analoge  Gleichungen,  in  denen  die  rechten  Seiten  Quotienten  zweier 
in  x't/'z'  linearer  Ausdrücke  mit  gleichem  Nenner  sind,  also  die 
Gleichungen : 

X  =  '*i'a''  +  Vy'  +  g.'''  +  'i|'  „ 
a'x'  -\-b'y'  -\-c'z'  +  d' 


(2) 
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in    denen   die   gestrichelten   Konstanten  Funktionen   der  im  ersten 
Gleichungssy Stern  auftretenden  un gestrichelten  Konstanten  sind. 

Wie  diese  Gleichungen  besagen,  und  w-ie  es  von  voraherein 
das  ein -eindeutige  Entsprechen  von  Objekt-  und  Bildebenen  verlangt, 
sind  endlichen  Ebenen  im  allgemeinen  endüebe  zugeordnet.  Kur 
der  Objektebene 

F=ax-\-by  +  cx  +  d  =  0  (3) 

entspricht    die   unendlich     ferne    Ebene    des    Bildraums,    und   der 

Bildebene 

F'-=a'x'  +  b'y  +  c'y  +  iT  =  0  (4) 

entspricht  die  unendlich  ferne  Ebene  den  Objektraums. 

Die  Ebenen  F^O  und  ^^=0  wollen  wir  wegen  ihrer  eben 
angegebenen  Eigenschaft  Vnstetigkeitsebenen  des  Objekt-  und  des 
Bildraums  nennen. 

Ist  a  =  fc^c  =  0,  dann  entspricht  jeder  endlichen  Ebene  eine 
endliche,  und  die  Un  stetigkeitsebenen  rücken  ins  Unendliche.  s-i 
daß  die  beiden  unendlich  fernen  Ebenen,  die  man  symbolisch  durch 
die  Gleichungen  (i  =  0  und  d'^^O  darzustellen  pflegt,  einander 
selbst  konjugiert  sind.  Wir  bezeichnen  diesen  singulären  Fall  als 
den  der  teleskopischen  Äbhilduvg,  weil  er  in  den  Teleskopen,  einer 
bestimmten  Klasse  von  optischen  Instrumenten,  verwirklicht  ist. 

B.  Die  Reduktion  der  Abbildungssleichungen  auf  die 
einfachsten  Grundformen. 

Die  analytische  Diskussion  der  Abbild ungsgleichungen  gibt  den 
Hinweis  zu  einer  bestimmten  Wahl  der  zunächst  ja  ganz  beliebigen 
Lage  der  Koordinatensysteme  innerhalb  der  beiden  Rfiume,  oiner 
Wahl,  bei  der  die  Abbildungsgleichungen  sehr  einfache  Foniieii 
annehmen.  Auf  dem  Wege  rein  g(?ometrischer  Betrachtungen  kommt 
man  etwas  schneller  und  übersichtlicher  zu  demselben  Ziel;  deshaHi 
wählen  wir  diesen  Weg, 

Nach  der  Definition  der  Un  stetigkeitsebenen  sind  Objcktstrahlpii, 
die  in  der  unendlich  fernen  Objektebene  verlauren,  Bildstrableii 
zugeordnet,  die  in  der  Unstctigkeitsebene  ^"'  =  0  des  Bildraums 
verlaufen.  Demnach  ist  die  nncndlich  fenie  Gerade  der  Bildebene 
.F'  =  0  die  einzige  unendlich  ferne  Bildgerade,  der  eine  unendlich 
ferne  Objektgerade  eiitspriclit.  Diese  Objektgerade  muß,  wie  die 
Umkehrung  der  Betrachtung  lehrt,  mit  der  unendlich  fernen  Gei-aden 
der  Un  stetigkeitsebene  F^O  des  Objektraums  identisch  sein.    Dit' 
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uncndlicb  fernen  Geraden  der  beiden  Unstetigkeitsebenen  bilden 
also  das  einzige  Paar  von  konjugierten  unendlich  fernen  Geraden, 
(Nur  bei  teleskopischer  Abbildung  entspricht  jeder  unendlich  fernen 
Geraden  des  Objektraums  eine  unendlich  ferne  Gerade  des  Bild- 
raums). Da  nun  unendlich  ferne  Gerade  die  Träger  von  Parallel- 
ehcnenbü schein  sind,  und  da  in  unserer  Abbildung  konjugierte 
Strahlen  die  Träger  konjugierter  Ebeneubüschel  sind,  können  wir 
siifoit  den  Satz  aussprechen: 

Die  beiden  Büschel  paralleler  Ebenen,  za  denen  die  Unstet igkeits- 
ebenen  ^=0  einerseits  und  ^"  =  0  andererseits  gehören,  bilden 
ein  Paar  konjugierter  Büschel,  und  zwar  das  einzige  Paar  konju- 
gierter Parallelebenenbüschel.  Jedem  anderen  Parallele benenbUschc! 
des  Objektraums  ist  ein  Büschel  nicht  paralleler  Bildebenen  kon- 
jugiert, dessen  endliche  Schnittgerade  in  der  Unstetigkeitsebene  des 
Bildrauuis  liegt,  und  vice  versa.  (Kur  bei  teleskopischer  Abbildung 
entspricht  jedem  Parallelebenenbüschel  wieder  ein  Parallelebenen- 
büschel.) 

Wir  wählen  —  von  der  teleskopischen  Abbildung  sehen  wir 
zunächst  ab  —  die  Hichtnng  der  Nonnalenbündel  der  beiden  IJn- 
stetigkeitsebcnen  zur  x-  und  ar'-Eichtung.  Dann  kann,  da  nach  dem 
eben  ausgesprochenen  Satze  jeder  —  zur  a;-Richtung  senkrechten  — 
Ebene  x^const.  eine  —  zur  j:'- Richtung  senkrechte  —  Ebene 
x'  =  ennst.  entspricht,  x'  niclit  mehr  von  y  und  2,  sondern  nur  noch 
von  X  abhängen;  also  muß  in  den  Gleichungen  (1)  6,=Cj  =  i»"= 
c^O  sein. 

Dem  Parallelstrahlenbündel,  das  die  Normalen  der  Unstetigkeits- 
ebene des  Objektraums  bilden,  und  dessen  Träger  ein  unendlich 
temer  Punkt  ist,  mufl  ein  homozentrischcs  BildstrablenbÜndel  mit 
(endlichem  Träger  entsprechen,  der  in  der  Unstetigkeitsebene  J^  ^  0 
des  Bildraumes  liegt.  Nur  ein  einziger  Strahl  dieses  Bündels  ist 
normal  zur  Ebene  F'^0,  mit  andern  Worten,  unter  den  (zweifach 
unendlich  vielen)  Objektstrahleu ,  die  nonnal  zur  Unstetigkeits- 
ebene J'^O  stehen,  gibt  es  nur  einen  einzigen,  dem  ein  zur  Un- 
stetigkeitsebene J"=  0  des  Bildraums  normaler  Bildstrahl  entspricht. 
Diese  beiden  eindeutig  bestimmten  Strahlen  wählen  wir  zur  x-  und 
x'- Achse.  Dann  mufl  für  y  =  0,  z=0,  auch  y  =0,  z'  ^0  sein,  d.  h. 
in  den  Abbild  im  gsgleie  hu  ngen  (l)  muß  a^^ag=^d^^dg  =  0  sein. 
Zu  einer  bestimmten  Wahl  für  die  y-  und  y'-Richtung  und  die 
'-  und  z'-Richtung  führt  folgende  Überlegung: 

Dem  Objektebenenbüschel,  dessen  Träger  die  ai-Achse  ist,  ent- 
spricht das  Bildebenenbüschel ,  dessen  Träger  die  x'- Achse  ist.   da 
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die  X-  und  a'-Achse  einander  entsprechen.  Da  unsere  Beziehungen 
den  Gesetzen  der  KoUineation  unterworfen  sind,  gibt  es,  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Geometrie,  in  dem  charakterisierten  Objefet- 
ebenenbüschel  stets  ein,  und  im  allgemeinen  nur  ein  Paar  von  auf- 
einander senkrechten  Ebenen,  dem  ein  Paar  aufeinander  senkrechter 
Ebenen  des  entsprechenden  Bildebenenbüschels  konjugiert  ist.  Die 
vier  hierdurch  bestimmten  Ebenen  wählen  wir  zur  xy-,  xz-,  x'y-, 
xV-Ebene.  Dann  muß  für  y  =  0  auch  y'  =  0,  und  rürz=0  auch 
2*^0  sein,  d.  h.  in  den  Gleichungen  (l)  müssen  die  Konstanten 
c,  =  63  =  0  sein. 

Die  Ahbildungsgleichungen  (1)  haben  jetzt  die  Form: 

Über  die  Anfangsebenen  x=0  und  ar'^O  haben  wir  noch 
keine  Bestimmung  getroffen.  Hierfür  bieten  sich  uns  zwei  besonders 
einfache,  charakteristische  und  für  die  Anwendung  wichtige  Fest- 
setzungen dar. 

1.  Zu  Anfangsebenen  werden  die  Un stetigkeitsebenen  F'^0 
und  .P'=0  gewählt.  Dann  muß  für  x  =  0  a:'  =  oo  werden,  und 
für  a;'  =  0  x^oo  werden;    es   müssen    deshalb    die   Konstanten  d 

und  a,   verschwinden.     Setzen   wir  noch  —=(1,  -'^b,  — ^c.so 

'  a  a  a 

bekommen  wir  die  Abbildungsgleichungen  in  der  Form: 


2.  Zu  Nullebenen  werden  konjugierte  Ebenen  gewählt.  Dann 
müssen  x  und  x'  gleichzeitig  Null  werden ,  also  muß  d^  =  0  sein, 
nnd  die  Abbildungsgleichungen  haben  die  Form; 

■  ffl.a:  ,  Ky  ,  c„z 

Hier  bleiben  noch  vier  Konstanten  willkürlich,  über  deren  eine  bei 
der  KpezieJlen  Wahl  der  konjugierten  Anfangsebenen  verfügt  wird. 
Don  Fall  der  teleskopischen  Abbildung  (a^ft^c  =  0),  bei  der 
die  unendlich  fernen  Ebenen  der  beiden  Kilume  einander  konjugiert 
sind,  schlössen  wir  vorhin  ausdrücklich  von  der  Betrachtung  aus, 
da  auf  ihn  die  eben  durchgeführten  Überlegungen  nicht  angewendet 
werden  können.  Zur  Wahl  eines  ausgezeichneten  Koordinaten- 
systems ziehen  wir  den  geometrischen,  leicht  zu  beweisenden,  Satz 


,y  Google 


Die  oUgememen  Sigeiuchaften  der  optischen  Abbildung.  91 

heran,  daß  es  bei  kolUnearer  Verwandtschaft  zweier  Räume  in  jedem 
homozentrischen  Objektstrahlenbtlndel  ein  und  nur  ein  Tripel  von 
Strahlen  g>^t,  die  eine  rechtwinklige  Ecke  bilden,  dem  im  ent- 
sprechenden homozentrischen  BildstrahlenbUndel  ein  Tripel  von 
Strahlen  mit  der  gleichen  Eigenschaft  konjugiert  ist.  Die  je  drei 
in  den  beiden  Käumen  hierdurch  ausgezeichneten  Eichtungen  sind 
nun  bei  teleskopischer  Abbildung  stets  dieselben,  gleichgültig  von 
welchem  Paare  konjugierter  homozentrisehcr  Bündel  wir  ausgehen 
(wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  bedenkt,  daß  bei 
teleskopischer  Abbildung  jedem  unendlich  fernen  Punkte  wieder  ein 
unendlich  ferner,  oder  anders  ausgedrückt,  jedem  Parallelstrahlen- 
bündel  ein  Parallelstrahlenbündel  entspricht). 

Damit  ist  der  Hinweis  zu  folgender  Wahl  des  Koordinaten- 
systems gegeben: 

Wir  machen  zunächst  zwei  konjugierte  Punkte  zu  Anfangs- 
punkten, bestimmen  also,  daß  für  x  =  y  =  z  =  0  auch  a;'^y'=i;'a-»0 
wird.  In  den  Gleichungen  (l)  müssen  infotgedessen  die  Konstanten 
d,  =i(ij  =  dg^O  werden.  Wir  wählen  ferner  die  eindeutig  be- 
stimmten konjugierten  Kantenrichtungen  konjugierter  rechtwinkliger 
Ecken  zu  entsprechenden  Koordinatenachsen  rieh  tun  gen,  dann  müssen 
in  den  Gleichungen  (l)  die  Konstanten  ftjCj,  c^a^,  a^bg  verschwinden. 
Die  Konstanten  abc  sind  Null,  da  wir  es  mit  teleskopischer  Ab- 
bildung zu  tun  haben.  Also  bekommen  wir  für  die  telcskopiscbe 
Abbildung  die  einfachen  Gleichungen: 

^■  =  5..,  „'»»-l.^,  ,■  =  '>-..  (8) 

di*'  wir  abkürzend  schreiben: 

x'=^p-x,    y^q-y,    z'  =  r-z.  (9) 

Im  Resultat  erscheinen  sie    also   als    Spezialfall  (o  =  0)  der  Gleieh- 
ungRU  (7). 

Der  hier  behandelte  aligemeino  Fall  der  Abbildung  ist  dem- 
nach durch  drei  Konstanten  charakterisiert.  Die  r-Achse  unseres 
Kixirdinatensystems  stellt  sich  als  eine  Hauptachse  der  Abbildung  dar, 
*iie  y-  und  z-Achsen  als  ihre  Nebenachsen.  Im  singulärcn  Fall  der 
tcloskopischen  Abbildung  sind  die  drei  Achsen  gleichwertig. 

C  Die  auf  die  Unstetlgkeitseben«»  bezogenen  Abbildung:«- 
gletchunsen. 

Unsem  weiteren  Betrachtungen  werden  wir  zunächst  das  System 
(6)  der  vereinfachten   Abbildungsgleichnngen   zugrunde  legen,    für 
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das  die  Anfangapuiikte  in  den  Un stetigkeitsebenen  liegen.  Die  aus 
ihm  abgeleiteten  Sätze  müssen  auch  in  den  Gleichungen  (7)  dys 
zweiten  Systems  enthalten  sein;  denn  als  geometrische  Beziehungen 
können  sie  nicht  von  der  Wahl  der  Koordinatensysteme  abliängig 
sein,  die  ihrer  analytischen  Formulierung  zugrunde  liegen. 

Die  verschiedenen  Gattungen  von  Äbbildnngen.  Im  Verlauf.' 
der  Überlegungen,  die  zur  Wahl  bestimmter  Koordinatenaehscji 
tlibrten,  bemerkten  wir,  daß  es  in  jedem  homozeutrisehen  Objekt- 
strahlenbündel drei  aufeinander  senkrecht  stehende  Strahlen  gibt, 
denen  im  entsprechenden  Bildstrahlen bündel  drei  Strahlen  mit  der 
gleichen  Eigenschaft  eutspreehen.  Die  beiden  rechtwinkligen  Ecke», 
deren  Kanten  die  betreffenden  Strahlen  sind,  sind  einander  punkt- 
weise zugeordnet.  Wir  greifen  zwei  konjugierte  Oktanten  heraus. 
Für  ihre  Verwandtschaft  sind  zwei  wesentlich  verschiedene  Fülle 
mi5glich. 

Wenn  wir  nämlich  zwei  Paare  konjugierter  Kanten  der  Oktanten 
zur  Deckung  bringen,  was  stets  möglich  ist,  dann  worden  die 
dritten  einander  konjugierten  Kanten  entweder  auch  zusammenfallen 
und  die  Oktanten  also  sich  decken ,  oder  nur  im  Scheitel  der 
Oktauten  zusammenstoßen,  so  dall  die  eine  die  Fortsetzung  der 
andern  bildet,  und  die  Oktanten  sich  also  nicht  decken,  sondern 
nur  mit  der  einen  Seitenebene  berühren. 

Im  ersten  Falle  sind  die  konjugierten  Oktanten  und  damit 
auch  die  konjugierten  rechtwinkligen  Ecken  einander  kongruent,  hn 
zweiten  Falle  zueinander  symnirfriscA;  beide  Ausdrücke  sind  in  einer 
von  der  üblichen  abweichenden  Bedeutung  benutzt,  da  wir  hier  die 
absoluten  Beträge  der  Verhältnisse  konjugierter  Kantenstrecken,  al* 
nicht  wesentlich  für  eine  Einteilung  der  Abbildungen,  außer  acht 
lassen,  während  sie  bei  Kongruenz  und  Symmetrie  dei'  Ecken  im 
strengen  Sinne  alle  drei  den  Wert  1  haben  müßten. 

Aus  der  Stetigkeit  aller  Beziehungen  ist  sofort  zu  folgern,  dnß 
innerhalb  einer  Abbildung  entweder  nur  Kongruenz  oder  nur 
Symmetrie  für  alle  Paare  konjugierter  rechtwinkliger  Oktanten  und 
damit  konjugierter  rechtwinkliger  Ecken  vorhanden  sein  muß,  Nur 
an  den  Un stetigkeitsebenen  könnte  ein  Weciisel  dieser  Beziehung 
eintreten.     Wir  weisen  nach,  daß  das  nicht  geschieht. 

Zu  diesem  Zwecke  beträchten  wir  die  beiden  Scharen  konju- 
gierter rechtwinkliger  Ecken,  deren  Scheitel  auf  der  x-  und  a:'-Acb-ie 
liegen.  Die  Kanten  müssen  —  das  verlangt  die  spezielle  Wahl 
unserer  Koordinatensysteme   —  stets    den   drei  Koordinatenachse« 
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Iiarallel  sein,  und  man  kann  die  Abbildungsgleichungen  (6)  in  der 
Form  Mchreiben: 

dx'^ .--dx;  dy''=—-dy,    dz'^  —  -dz,  (10) 

X-  X  X  ' 

wn  die  dx  und  dx',  die  dy  und  dy',  die  dg  und  d/  Paare  von 
konjugierten  Kantenstrecken  sind.  Halten  wir  für  alle  positiven 
und  negativen  Werte  von  x  die  Vorzeichen  von  dx,  dy,  dz  fest, 
dann  behalten,  wie  die  Gleichungen  (10)  besagen,  zunächst  für 
j->0  anch  die  Kantenstrecken  dx\  dy',  dz'  ihre  Vorzeichen,  d.h. 
tilr  alle  positiven  x  sind  die  betrachteten  konjugierten  rechtwinkligen 
Ecken  entweder  sämtlich  paarweise  kongruent  oder  sämtlich  paar- 
weise »jnnmetrisch  gleich  (was  wir  vorhin  allgemeiner  aus  der 
Stetigkeit  folgorten).  Beim  Übergang  von  positiven  zu  negativen 
Weiten  von  x,  d.  h.  an  der  Unstctigkeitsebene ,  wechseln  gleich- 
zeitig dy'  und  dz'  ihr  Vorzeichen,  dx'  behält  sein  Zeichen;  infolge- 
dtsseii  kann  auch  an  der  Un stetigkeitsebene  x  =  0  die  Verwandt- 
schaft konjugierter  rechtwinkliger  Ecken  nicht  von  der  Kongruenz 
zur  Symmetrie  übergehen. 

Damit  ist  der  Beweis  gegeben,  daß  innerhalb  einer  ganzen 
Abbildung-  konjugierte  rechtwinklige  Ecken  entweder  sämtlich  kon- 
gruent oder  sämtlich  symmetrisch  sind,  —  die  Ausdrücke  kongruent 
und  symnietrisch  in  dem  oben  ausdrücklich  erweiterten  Sinne  ver- 
ftanden.  Int  ersten  Falle  wird  eine  rochtsgewundene  Schraube  in 
t'ine  rechtsgewundenc  Schraube  abgebildet,  und  wir  wollen  von 
einer  rechtwendigen  Abbildung  sprechen.  Im  zweiten  Falle  wird  eine 
rechtsgewundenc  Schraube  in  eine  linksgewundene  abgebildet,  und 
wir  wollen  dann  von  einer  rückwendigen  Abbildung  sprechen.*) 

Solange  wir  die  Abbildungen  rein  raatbemaliseh  betrachten 
und  keine  bestimmte  Lagenbeziehung  der  beiden  Räume  voraus- 
setzen, können  wir  nur  diese  eine  wesentliche  Verschiedenheit  finden 
und  nach  ihr  die  Einteilung  der  Abbildungen  vornehmen. 

Um  zu  untereuchen,  ob  und  wie  sich  diese  Verschiedenheit  in 
den  Vorzeichen  der  Abbildungskonstanten  äußert,  müssen  wir  Be- 
>timmnngen  über  den  Richtungssinn  treffen,  in  dem  Strecken  auf 
(b'n  Koordinatenachsen  positiv  oder  negativ  genannt  werden  sollen. 
Dazu  ist  es  nötig,  die  bisher  rein  geometrische  Abbildung  zur 
physischen  in  Beziehung  zu  setzen.     In  dieser  wird  auf  jeder   Gc- 

*)  Diese  Beieichnnngen  sind  nach  dem  Vorgänge  von  O.  Eppbkstbin 
(tewtthlt:  sie  finden  sich  in  der  neuen  Anflage  der  Theorie  der  optiBChen  lu- 
stromente  von  S.  Czafeki. 
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raden,  als  Strahl  aufgefaßt,  ein  Eichtungssinn  vor  dem  andern 
durch  die  Richtung  der  Lichtbewegung  ausgezeichnet.  Insbeson- 
dere gilt  das  von  den  beiden  Hauptachsen. 

Wir  setzen  nun  zunächst  fest,  daß  auf  beiden  Hauptachsen  der  posi- 
tive Bichtungssinn  mit  der  Fortschreitungsrichtung  der  Lichtbeuiegung  älterein- 
stimTnen  soll.  Dann  ergeben  sich  die  zwei  Möglichkeiten,  daß  das  Licht 
Folgen  konjugierter  Punkte  auf  beiden  Achsen  entweder  in  gleichem 
Sinne,    oder    in    entgegengesetztem    Sinne   durchläuft.      Im   ersten 

Falle,    wo   -;— ">  0,  wollen  wir  die  Abbildung  der  Achsen  aufeinander 
dx 

rechääufig  nennen,  im  zweiten  Falle,  wo  -5—  <C0,  dagegen  rückläufig. 

Jetzt  betrachten  wir  einen  Ohjektstrahl,  der  die  aj-Achse  mit 
positivem  x  schneidet,  und  für  den  —  bei  vorher  beliebig  ge- 
troffener Wahl  der  positiven  Richtung  auf  den  Nebcnachsen  des  Ob- 
jektraums  —  die  längs  diesen  gemessenen  Komponenten  der  Lielit- 
bewegung  positiv  sind.  Das  Koordinatensystem  des  Bildraum^ 
bestimmen  wir  dann  durch  die  Festsetzung,  daß  auf  dem  jenem 
Objektstrahl  konjugierten  Bildstrahle  die  Lichtbewegung  ebenfalls* 
positive  Komponenten  auf  den  Nebenachsen  haben  soll. 

Auch  die  beiden  gegen  die  Achse  geneigten  Strahlen  können 
entweder   reehtläufig   oder   rückläufig  aufeinander  abgebildet  sein. 

Wegen  der  Stetigkeit  kann  innerhalb  einer  Abbildung  ent- 
weder iiar  Rechtläufigkeit  oder  nur  Rückläufigkeit  fttr  alle  Paare 
konjugierter  Strahlen  stattfinden,  so  daß  wir  von  rech  Häufiger  und 
rückläufiger  Abbildung  schlechthin  reden  können. 

Unsere  Festsetzungen  über  den  Richtungssinn  auf  den  Achsen 
werden  durch  folgende  Ungleichungen  ausgedrückt: 

1.  Bei  reehtläufiger  Abbildung  ist 

'/>o     -/>»     ¥>« 

dx  dy  dz 

d.  h.      a<0  b>0  e>0 

2.  Bei  rückläufiger  Abbildung  ist 

^^n  ''»Vn  ^Vn 


Die  Verwendung  {ler  gewöhnlichen  Mittel  der  Dioptrik,  nämlich 
brechender  und  spiegelnder  (jirenzriächou  homogener  Medien,  führt 
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Stets  nur  zu  rechtiaufiger  Abbildung;.  Wir  lassen  deshalb  den 
Fall  2  beiseite  und  diskutieren  nur  den  Fall  der  reclitläufigcn  Ab- 
bildung: 

a<0  b>0  c>0  (11) 

Der  Unterschied  zwischen  recht-  und  rUckwendigcr  Abbildung 
tritt  in  den  Abbildungs konstanten  nicht  zutage.  Durch  unsere  Fest- 
setzungen haben  wir  ihn  in  die  Koordinatensysteme  selbst  gelegt, 
indem  einem  kanonischen  Objekt-Koordinatensystem*)  bei  reehtwcn- 
diger  Abbildung  ein  kanonisches,  bei  rückwendiger  Abbildung  ein 
akanonisches  Bild -Koordinatensystem  zugeordnet  ist, 

Soll  sich  der  Unterschied  zwischen  beiden  Abbildungsarten  in 
den  Vorzeichen  der  Konstanten  zeigen,  dann  dürfen  wir  nur  Tür 
zwei  Achsen  paare,  etwa  ftlr  die  x-  und  a:'- Achse,  und  die  y-  und  y'- Achse, 
den  positiven  Richtungssinn  durch  die  Beziehung  zur  Lichtrichtung 
auf  zwei  geeignet  gewählten,  konjugierten  Strahlen  festlegen,  die 
positive  z-  und  /-Richtung  dagegen  z,  B.  durch  die  Forderung,  daß 
in  beiden  Räumen  die  Koordinatensysteme  kanonisch  sein  sollen. 
Bei  dieser  Art  der  Festsetzung  ergibt  sich  neben  a  <;  0  und  6  >■  0 
für  rechtwendige  Abbildung  c>0 
für  rückwendige  Abbildung  c<CO. 

Wir  werden  uns  im  folgenden  an  die  erste  Art  der  Bestimmung 
halten,  bei  der  b  und  c  gleiches  Vorzeichen  erhalten,  um  im  Falle 
der  zur  x- Achse  syimnetri sehen  Abbildungen ,  für  die  B  =  c  wird, 
und  auf  die  wir  uns  nachher  beschränken  werden,  weitläufige  Vor- 
zeichenerörterungen zu  sparen. 

Wir  fassen  die  Resultate  der  eben  beendeten  Überlegungen 
noch  einmal  kurz  zusammen: 

Rein  geometrisch  gibt  ea  nur  zwei  Arten  wesentlich  verschie- 
dener Abbildungen, 

1.  die  rechtwendige, 

2,  die  rückwendige. 

Physikalisch  läßt  sich,  aus  der  Beziehung  zur  For t pflanz ungs- 
riehtuiig  der  Lichtbewegung  auf  einem  Strahl,  zunächst  noch  eine 
zweite  Einteilung  denken,  die  in 

1.  rechtläutige  und 

2,  rückläufige  Abbildungen. 

*)  Läßt  man  die  positive  x-Bichtnag  nach  Süden,  die  positive  y-Bich- 
ttmg  nEu:h  Osten  zeigen,  dann  zeigt  die  positive  z-Richtnng  bei  einem  kano- 
tuBchen   System  noch  dem  Zenith,   bei   einem   akanonischen  nacb  dem  Nadir. 
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Die  rückläufigeu  Abbildungen  sind  mit  den  gewöhnlichen 
Mitteln  der  Dioptrik  nicht  zu  verwirklichen;  wir  lassen  sie  des- 
halb beiseite. 

Die  Vorzeichen  der  Koordinatenachsen  bestimmen  wir  so,  daß 
für  alle  rechtläufigen  Abbildungen  die  Ungleichungen  gelten: 

0<0  b>0  c>0, 

und  daß  deshalb  —  im  Objektraum  ein  kanonisches  Koordinaten- 
system vorausgesetzt  —  im  Bildraum  bei  rechtwendiger  Abbildung 
ein  kanonisches,  bei  rückwendiger  Abbildung  ein  akanonisches 
Koordinatensystem  statt  hat. 

Bei  S.  CiAPHKi  (».  SS,|  finden  sich  in  dem  Abschnitte  über  die  „Chwakte- 
ristik  der  verschiedenen  Gattungen  von  Abbildung  resp.  von  abbildenden 
Systemen"  zwei  Irrtümer. 

Erstens  ist  dort  angegeben,  dafl  die  j, rückläufige"  Abbildung  in  der 
„katoptrischen"  Abbildung,  d,  h.  durcli  Brechungen  in  Verbindung  mit  einer 
ungeraden  Zahl  von  Spiegelungen,  verwirldicbt  werde, 

zweitens ,  daQ  sich  ohne  Annahme  einer  bestimmten  Lagenbeziebung 
zwischen  den  beiden  Abbildungsräumen  eine  Gliederung  der  abbildenden 
Systeme  in  „kollektive"  und  „dispansive"  Tornehmen  lasse. 

Auf  den  ersten  Irrtum  machte  gleich  noch  dem  Erscheinen  des  ersten 
Teils  C.  Ednoe  aufmerksam,  so  daß  noch  eine  Schlußberichtigung  i*».)  auf- 
genommen werden  konnte. 

Den  zweiten  Irrtum  beseitigte  0.  Eppbhsteib  in  der  Neubearbeitung  des 
CzAPSKischen  Buches. 

Die  VergrdBeniDgen  nod  die  Bescbränkang  auf  die  zur  Haupt- 
achse symmetrischen  Abbildungen.  Das  Verbal tnis  konjugierter 
Strecken  in  den  beiden  Räumen  heißt  die  Vergrößerung.  Im  beson- 
deren heißt  das  Verhältnis  von  konjugierten  Strecken,  die  auf  der 
Uauptaehse  liegen,    die  Longiludinat-,  Axial-  oder  Tiefenvergrößeruvg. 

Halten  wir  uns  an  die  auf  die  Unstetigkeitsebencn  bezogeneu 
iVbbildungsgleichungen  (6)  auf  Seite  90,  so  ist  das  Verhältnis  un- 
endlich kleiner  konjugierter  Strecken 

dx'  a  x'- 


(12) 


variiert,  wie  man  sieht,  mit  x  und  j 
Für  endliche  axiale  Strecken  ist 


Das  Verhältnis  von  Strecken   senkrecht  zur  a;-Achse   heißt  die 
LateralvergröSerung ,     oder    auch     die    Vergrößerung    schlechthin.      Es 
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variiert  in  dem  allgemeinen  Falle  der  dreiachsigen  Abbildung  von 
Azimut  zu  Azimut.  In  der  praktischen  Anwendung  haben  wir  es 
fast  ausschliefilich  mit  dem  Sonderfalle  einer  um  die  x-Achse  sym- 
niftrisehen  Abbildung  zu  tun.  Wir  wollen  uns  daher  weiterhin  mit 
diesem  allein  beschäftigen,  und  zum  Hinweis  auf  diese  Beschränkung 
für  die  lateinischen  Buchstaben  x,  y,  z,  a/,  y',  £  die  deutschen  Buch- 
>taben  j,  ij,  j,  j",  q',  j'  einführen. 

Wir  haben  jetzt  6^c  zu  setzen,  und  zwischen  Q  und  j  nicht 
weiter  zu  unterscheiden.  Jedes  Paar  zueinander  senkrechter  Meridian- 
ebenen wird  in  ein  Paar  ebenfalls  zueinander  senkrechter  Meridian- 
ebenen  abgebildet,  und  die  Wahl  der  Nebenaehscn  wird  unbestimmt. 
Die  Eindeutigkeit  unserer  Formeln  bleibt  trotzdem  bestehen,  da  wir 
auch  weiter  die  Bestimmung  festhalten,  daß  die  |l)-Ebene  der  f'q'- 
Ebene,   die  jj-Ebene  der  j'g'-Ebene  entspricht. 

Die  Lateral  Vergrößerung,  die  wir  mit  ß  bezeichnen  wollen,  ist 
ji'tzt  für  jede  zur  j-Achse  senkrechte  Ebene  konstant 

rf„'^9'_6_h 
''      dl)       9       E       a    "  "•    ■' 

unabhängig  von  9  und  q'  selber. 

Zur  j-Achse  senkrechte  ebene  Figuren  werden  also  in  ähnliche 
abgebildet. 

Die  Vergleichimg  von  (12)  und  (13)  zeigt,  daß 

a ^■^«.  (14) 

Die  Tiefen  Vergrößerung  ist  an  jeder  Stelle  proportional  dem 
Quadrat  der  Lateralvergrößerung,  was  schon  A.  Töfleb  (J.)  lür 
die  dioptrische  Abbildung  bemerkte,  und  es  ist  das  Verhältnis 

,?=-?.  (») 

also  bei  einer  gegebenen  Abbildung  für  jede  Stelle  des  Raums 
konstant. 

Die  Tiefenvergrößerung  ist  dem  Quadrat  des  Abstandcs  zwischen 
dem  Objekt  und  der  J'-Ebene  umgekehrt,  dem  Quadrat  des  Abstan- 
den zwischen  dem  Bilde  und  der  J"-Ebene  direkt  proportional. 
Sie  kann  hier  nur  die  Werte  von  Obis+oo  durchlaufen,  da  wir 
nns  auf  die  rechtläufige  Abbildung  beschranken. 

Die  Latcralvergrößerung  ist  dem  Abstände  des  Objekts  von  der 
F-Ebene  umgekehrt,  dem  Abstände  des  Bildes  von  der  F'-Ebene 
Opiib.  7 
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direkt  proportional  and  kann  alle  Werte  von  —  c»  bis  +  oo  durch- 
laufen. 

Den  Zusammenhang  der  Lateral vergräSemng  und  Axialver- 
gröBening  untereinander  und  mit  den  Werten  von  j  nnd  j*  ver- 
anachaalicbt  maa  sich  am  besten  durch  folgende  graphische  Kon- 
struktion : 

Mau  errichte  im  Objektraume  (Fig.  26)  in  äqnidistanten  Punkten 
der  S'Achse  gleich  große  9-  und  j -Koordinaten ,  deren  Endpunkte 
also  auf  Geraden  liegen,  deren  eine  in  der  f^-Ebene,  deren  andere 
in  der  £j-Ebene  verläuft,  und  die  der  (-Achse  parallel  sind.     Die 
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and  d«r  Symmetrie» 


Endpunkte  der  zugehörigen  Koordinaten  im  Bildraume  (Fig.  27  u.  28) 
liegen  auf  Geraden,  die  in  der  {'q'-Ebene  und  der  j'^'-Ebene  ver- 
laufen und  die  j'-Achse  im  Punkte  e'  =  0  der  Unstetigkeitsebene 
schneiden;  die  Fußpunkte  auf  der  j'-Achse  liegen  einander  um  so 
näher,  je  nfther  sie  der  Unstetigkeitsebene  liegen. 

Die  Punkte  A'gC  Ä^'B^'C^'  in  d,en  Figuren  27  und  28  sind 
die  BUder  der  Punkte  ABC  Ä^B^C^  in  Fig.  26.  Die  Pfeüe  in  den 
Figuren  geben  die  Vorzeichenbeziehungen  zwischen  den  konjugierten 
Strecken  an.  Da  stets  o  <^  0  und  6  ^  c  ^  0,  entsprechen  nach  den 
Abbildungsgleichungen  (6)  auf  S.  90 

positiven  Werten  von  l)   und  j    mit  positivem    f 

stets  positive  Werte     von  Ij'  und  ä'  mit  negativem  f', 

und  positiven  Werten  von  t)    und  j    mit  negativem  f 

stets  negative  Werte     von  t\'  und  j'  mit  positivem    {'. 
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Die  Abbildung  von  Fig.  26  auf  Fig.  27  ist  rechtwendig  —  die 
Koordinatensysteme  beider  Räume  sind  kanonisch  — ,  die  Abbildung 
von  Flg.  26  auf  Fig.  28  ist  rtlckwendig  —  das  Koordinatensystem 
in  Fig.  28  ist  akanonisch. 


Einer  Schar  von  äquidistanten  t)'  and  j',  deren  Spitzen  auf 
vier  Geraden  liegen,  die  unter  einem  gewissen  Winkel  gegen  die 
l'-Achse  geneigt  sind  und  durch  F'  gehen,  würden  im  Objektraume 


Dia  VeiBii5toningen 


gr'eich  große  t)  und  j  entsprechen,  die  desto  näher  aneinander  stehen, 
je  niher  sie  der  Ebene  F  sind. 

Das  Hervorstechendste  und  Wichtigste  bei  solchen  Konstruktionen 
ist  der  anschauliche  Hinweis  auf  die  Bedeutung  der  Brennebenen. 
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Sie  teilen  die  betreffenden  Räume  in  zwei  symmetrische  Hälften, 
die  auf  gleichartige  Weise  abgebildet  werden,  d.  h.  einander  paar- 
weise entsprechen. 

Das   gegenseitige   Entspreche!    von   Geradei   nnd    Bändeln. 

Den  Punkten  der  Unstetigkeitsobene  des  Objektrauma  sind  die 
Funkte  der  unendlich  fernen  Bildebene  zugeordnet,  niit  anderen 
Worten,  einem  homozentrischen  Objektslrahlonbündel,  dessen  Zentrum 
in  der  Brennebene,  etwa  im  Abstände  ä  =  Väj*4-*s'  von  der  Aehs« 
liegt,  entspricht  im  Bild- 
raume  ein  Parallelstrahlen - 
bündel,  etwa  mit  der  Nei- 
gung m'  gegen  die  j'- Achse. 
Da  die  Abbildung  zur 
Hauptachse  symmetrisch 
sein  soll,  hat  die  Größe  h 
für  alle  Azimute  denselben 
Wert ,  wenn  das  ent- 
sprechende Parallelstrah- 
lenbttndel  im  Bildraum 
denselben  Winkel  u'  mit 
der  Achse  bildet.  Wenn 
also  ein  beliebiger  Bild- 
strahl mit  der  Neigung  u 
gegen  die  Achse  gegeben 
ist,  so  ist  die  Höhe  h,  in 
der  der  entsprechende  Ob- 
jektstrahl die  Brennebene 
trifft,  durch  u  eindeutig 
bestimmt.  Ebenso  bestim- 
men sich  natürlich  die  ana- 
logen Größen  A'  und  « 
""  »«""B.>.ng.«ucM  em«  .ur  Acne  -ino-cme,«.        gegenseitig  eindeutig. 

Wir  wollen  jetzt  noch 
beweisen,  daß  die  Quotienten  A/tgw'  und  fc'/igt«  von  den  Größen 
h,  k',  V,  u'  unabhängig,  für  eine  gegebene  Abbildung  konstant  sind. 
Es  sei  ein  beliebiger  zu  der  {-Achse  windschiefer  Strahl  AC 
durch  seine  Projektionen  auf  die  jl)-  und  ij-Ebene  gegeben.  Die 
Gleichung  der  einen  Projektion  AC^  sei  i)^S,  — J-tg»,,  die  der 
anderen  ii;  C  sSi  j  =  A^  —  f  ■  tg  w, ;  «^  und  Mj  sind  die  Winkel  zwischen 
den  Projektionen  und  der  j- Achse;  Ä,  und  A,  die  Höben,  in  denen 
diese  Projektionen  die  Unstetigkeilsebene  F  schneiden  {Fig.  29), 


=  ft;     BiB  =  h,; 
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Der  Strahl  selbst  schneidet  dann  die  Unstetigkeitsebene  in  der 
Entfernung  A  ^  Vä,*  -{-  Ä,'  von  der  E-Achse  and  bildet  mit  der  f-Achse 
einen  Winkel  «,  der  durch  die  Gleichung  tg*M=  tg;*Uj -|- tg'u,  be- 
stimmt ist. 

Den  Winkel  «,  bestimmen  wir  eindeutig  durch  folgende  Fest- 
setzung: Sein  absoluter  Beirag  soll  kleiner  als  n  sein,  und  der 
Winkel  ist  positiv,  wenn  die  Drehung,  durch  die  die  Lichtrichtung 
in  dem  Strahl  auf  kürzestem  Wege  in  die  positive  f-Richtung  über- 
gefahrt  wird,  gleichsinnig  ist  mit  der,  durch  die  die  positive 
I-Kichtungr  auf  kürzestem  Wege  in  die  positive  tj-Richtung  über- 
treführt  wird.  Der  Winkel  w,  in  der  fj-Ebene  ist  analog  eindeutig 
zu  bestimmen. 

Die  Bestimmung  der  Winkel  Vorzeichen  ist  hier  nach  Seite  37 
so  getroffen,  wie  es  in  der  analytischen  Geometrie  nicht  üblich  ist. 
Man  könnte  ebensogut  die  dort  Übliche  Bestimmung  treffen.  Hier 
kommt  es  nur  aut  den  Beweis  der  Möglichkeit  einer  eindeutigen 
Bestimmung  an. 

Dem  Winkel  w,  dessen  Ebene  keiner  der  Koordinatenebeuen 
parallel  ist,  können  wir  ein  Vorzeichen  schlechthin  nicht  geben; 
er  ist  aber  eindeutig  bestimmt  durch  seine  Proiektionen  «,  und  «, 
(in  der  Zeichnung  UjX),  u, -<0).  Winkel  im  Bildraume  werden 
natOrlich   nach  der  entsprechenden  Regel  bestimmt. 

Das  Bild  des  betrachteten  Objektstrahls  jIC,  der  dem  einfallen- 
den konjngierte  Strahl,  sei  durch  die  Gleichungen  seiner  Pro- 
jektionen auf  die  j'g'-  und  die  f'j'-Ebcne  bestimmt.  Alsdann  sind 
diese  Spuren  des  Strahls  im  Bildraume  auch  selbst  wieder  die  Bilder 
der  Spuren  des  Strahls  im  Objektraume.     Ihre  Gleichungen 

in  denen  Ä^',  Ä,'  und  «j',  m,'  analoge  Bedeutung  haben,    wie  oben, 
reduzieren  sich  daher  vermöge  der  Abbildungsgleichungen  auf 

Q'  =  -.(Äi-S-tguJ  =  -B-tgtt,  +  --Ä,.j' 
und 

9'  =  -r-(^-|-tg"»}  =  -6-tgw,  +  --Aa-|'. 

Der  Vergleich  mit  den  voranstch enden  ergibt,  daß 

Ä/  =  -b-tgMi;    V  =  -^-t&"*;  (16) 
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tgu^'^---h,;      tg<  =  ---A,  (16) 

ist.     Der  Nei^ngswinkel  a',   den   der  BUdstrafal  mit  der  j'-Aehse 

einschließt,    und   die  Eiitfemnng  von   der  j'-Achse,    in   der  er  die 

J^-Ebene  e'=0  schneidet,  sind  nun  bestimmt  durcli  die  Gleichungen 

tg*  w'  =  tg^  Mj'  +  tg*  »,'     und 

Setzt  man  die  für  h^',  k^',  tg«,',  tgn,'  sich  ergebenden  'Werte 
ein,  80  bekommt  man 


•^•"■=(^r 

(*. 

+  V)- 

=(!•' 

A"  =  b*(tg«« 

+«•«,)- 

(6-te 

oder  anders 

geschrieben: 

±.^= 

a 
"b 

±^ 

—  6. 

(") 

Die  Zweideutigkeit  des  Vorzeichens  ist  durch  die  in  der  Rech- 
nung auftretenden  Quadratwurzeln  eingeftyirt.  Wiederholt  man  die 
Hechnung  für  konjugierte  Strahlen,  die  in  den  Aehsenebenen  ver- 
laufen, z.  B,  für  die  konjugierten  Projektionen  der  vorhin  betrach- 
teten Strahlen,  so  treten  keine  Wurzelgrößen  auf,  und  man  bekommt 
aus  den  Gleichungen  (16) 

k,    a  A,    a 

tgu,'~b'  tgu,'~b 

_  A,    ,  _  ^_       t. 

Man  braucht  deshalb  auch  in  den  allgemeinen  Formeln  nur 
das  negative  Vorzeichen  zu  berücksichtigen , 

Die  Brennweiten.  Durch  die  Beziehungen  (17)  erhalten  die 
Abbildungskonstanten  eine  weitere  Bedeutung.  Es  ist  —'b  =  k'ltg« 
das  Verhältnis  der  Höhe,  in  der  ein  Strahl  im  Bildranme  dessen 
Unstetigkeitsebene  schneidet,  zur  trigonometrischen  Tangente  des 
Neigungswinkels,  den  sein  konjugierter  Strahl  im  Objektraume  mit 
dessen  Hauptachse  einschließt.  —  a/b  ™  A/tg  «'  ist  das  Verhältnis  der 
Höhe,  in  der  ein  Strahl  im  Objektraume  die  Unstetigkeitsebene 
schneidet,  znr  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels,  unter  dem 
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sein  konjugierter  Strahl-  im  Bildraome  gegen  dessea  Hauptachse 
geneigt  ist. 

Es  sind  also,  wie  hieraus  ebenso  wie  schon  aus  den  AbbUdusgs- 
gleichungen  selbst  gesclilosseii  werden  muß,  die  Konstanten  a  und 
b  nicht  gleichwertig,  sondern  b  ist  eine  Länge,  a  das  Quadrat 
einer  Länge.  Es  ist  daher  vorteilhaft,  diese  ungleichartigen  Kon- 
stanten durch  die  gleichartigen  b  und  o/b  zu  ersetzen.  Wir  wollen 
h'^f;  ajb^f  setzen.  Die  Größen  f  und  f,  die  in  der  Theorie  der 
optischen  Instrumente  als  charakteristisch  für  die  Abbildungsweise 
angenommen  sind,  beißen  die  Bremweiten,  die  Unstetigkeitsebenen 
heißen  die  Brenn^enen  des  Objekt-  und  Bildraums,  aus  Gründen,  die 
sich  aas  dem  historischen  Entwicklungsgange  der  geometrischen 
Optik  ergaben,  mit  dem  Wesen  der  Sache  aber  nicht  sehr  nahe 
zusammenhangen.  Die  Definition  der  Brennweiten  ergibt  sich  sach- 
gemäß nnr  aus  den  Gleichungen 

f ^.      f i^,  (18) 

'  tgt4'        '  tg«"  ^      ' 

ihr  Znsammenhang  mit  den  Eigenschaften  der  durch  sie  charakteri- 
sierten Abbildung  aus  den  Gleichungen,  die  nunmehr  an  die  Stelle 
der  trüberen  treten,  nämlich 

j_f-r 


oder 

a'—f-r, 


f  ■ 

J 


(19) 


(20) 


Der  Anschauung  am  nächsten  kommt  die  den  obigen  Bestim- 
mungsgleichungen (18)  abgesehen  vom  Vorzeichen  entspi-echende 
Definition  der  Brennweiten,  die  bei  Linsensystemen  schon  C.  F.  GAVaa 
(3.)  für  die  einzig  zweckmäßige  erklärt: 

Die  erste  Brennweite,  die  des  Objektraums,  ist  das  Verhältnis 
der  linearen  Größe  eines  in  der  Brennebene  des  Bildraums  gelegenen 
Bildes  zur  scheinbaren  (angularen)  Größe  seines  unendlich  entfernten 
Objekts;  die  zweite  Brennweite,  die  des  Bildraums,  ist  gleich  dem 
Verhältnis  der  linearen  Größe  eines  in  der  Brennebene  des  Objekt- 
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rauins  gelegenen  Objekts  zur  scheinbaren  Größe  seines  unendlich 
entfernten  Bildes. 

Da  wir  hier  nur  rechtläufige  Abbildungen  betrachten,  für  die 
die  Ungleichungen  (11)  auf  S.  9&  gelten,  können  wir  über  die  Vor- 
zeichen von  {  und  f  noch  aussagen,  daß  stets 

/•>o       r<o. 

Das  Konvergenzverh&Itais.  Wir  betrachten  noch  einmal  die 
Abbildung  einer  Geraden  in  eine  andere  und  zwar  für  den  Fall,  daß 
die  Gerade  in  einer  Meridianebene  liegt,  also  die  Achse  schneidet.  Ihr 
BUd  liegt  in  einer  Meridianebene  des  Bildraums.  Nennen  ynr  dann 
wieder  m  und  «'  die  Winkel,  unter  denen  die  Achse  im  Objekt- 
und  BUdraume  geschnitten  wird,  A  und  A'  die  Schnitthöhen  in  den 
Brennebenen,  dann  ist,  wie  man  aus  Fig.  29  ersieht, 

Ä  =  E-tgw  A'  =  E'-tgM'. 

Es  war  aber 

A  =  -/'-tg«'  )i  =  -f'l%yi. 
Es  folgt  hieraus  das  Verhältnis 

^        tg«  f  e"  ^     ' 

also  unabhängig  von  den  Winkeln  u  und  m',  unter  denen  die  beiden 
konjugierten  Strahlen  die  Achsen  schneiden,  daher  konstant  fOrdns 
Paar  konjugierter  Achsenschnittpunkte,  deren  Abszissen  f  und  |'  sind. 

Wir  bezeichnen  dieses  für  die  Theorie  der  optischen  Systeme 
ebenfalls  sehr  wichtige  Verhältnis  als  das  Konvergenzverkällms  oder 
die  Angularvergräßerung. 

BeziehaDgen  zwisclien  den  drei  Vetf^Bemngen.  Die  Ver- 
gleiclrang  der  Fomicln,  die  wir  für  ß  und  y  hergeleitet  haben,  zeigt 
sofort  den  einfachen  Zusammenhang,  der  zwischen  diesen  beiden 
Größen  besteht,  nämlich 

ß-r—'f-  (22) 

Das  Produkt  des  Vergrößerungsvei'hältnisses  in  zwei  konju- 
gierten Ebenen  und  des  Konvergenz%'erhältnisses  der  Strahlen  in 
den  Achsenpunkten  dieser  Ebenen  ist  konstant  für  eine  gegebene 
Abbildung. 

Die  bisher  abgeleiteten,  auf  die  lln stetigkeitsebenen  in  beiden 
Eäumen  bezogenen  Formeln  stellen  wir  kurz  zusammen: 
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Für  die  Brennpunktabstände  konjugierter  Achsenpunkte 

für  die  Tiefenvergrößerung 


"      di 

l' 

t' 

für  die  Lateral  Vergrößerung 

^=f 

f     i 

tOr  das  Konvergen2\'erhältnis 

-l^  = 

f 

Durch  geeignete  Kombination  erhalten 

wir  daraus: 

f 
p      f 

0      r 

.4 

und  sohlleBlich 

7 

n 
ff 

(23) 


Dieses  sind  die  Beziehungen,  die  für  jede  durch  geradlinige 
Strahlen  vermittelte  Abbildung  zweier  Räume  ineinander  gelten, 
wenn  jedem  homozcntrischen  Strahlenbündel  im  Objektraume  ein 
homozentrisches  Bündel  im  Bildraume  entspricht,  und  wenn  die  Ab- 
bildung eine  Symmetrieachse  besitzt. 

Die  KardiDalpuDkte  eines  optischen  Systems.  Wie  die  Formeln 
(19)  (20)  (21)  aufs  einfachste  zeigen,  können  die  Größen  ß  und  y 
jeden  Wert  zwischen  +co  und  —00  annehmen,  wenn  f  und  ^ 
beliebig  variiert  werden  dürfeu.  Die  Gi-Öße  a  kann  nur  die  Werte 
zwißchen  0  und  +  00  durchlaufen,  da  wir  uns  auf  die  rechtläufigen 
Abbildungen  beschränken. 

Einige  von  diesen  Werten  sind  von  Bedeutung,  zum  Teil  für 
die  Vereinlachung  von  später  abzuleitenden  Formeln,  zum  Teil  auch 
für  die  praktische  Anwendung;  besonders  interessieren  die  Punkte 
der  Achse,  für  die 

1.  die  Tkfeiwergrößerttng  a^-j-l  ist,  d,  h.  die  Punkte,  für  die 
einer   unendJich    kleinen  Verschiebung   des   Objekts  auf  der  Achse 
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eine    gleich  große  Verschiebung  des  Bildes  entspricht;    ihrer  gibt 
es  innerhalb  jeder  Abbildung   zwei  Paare,   da  die  Formel  für  die 

Tiefen  Vergrößerung    a  = ^  in  j  quadratisch  ist; 

2.  die  Laieralvergröäeruvg  ß^-\-l  oder/J  =  — 1  ist,  d.h.  die 
Punkte,  für  die  achsensenkreehte  Objekte  und  Bilder  gleich  groß 
sind  und,  bezogen  auf  die  positiven  Seitenachsen,  gleich  oder  ver- 
kehrt liegen; 

3.  das  Konvergmzverhälims  y  =  -\-\  oder  y  =  —  1  ist,  d.  h.  die 
Punkte  von  der  Beschaffenheit,  dafl  einem  Strahle,  der  im  Objekt- 
raume  von  dem  einen  ausgeht,  im  Bildraume  ein  Strahl  entspricht, 
der  unter  gleichem  oder  entgegengesetzt  gleichem  Winkel  gegen 
die  Achse  vom  konjugierten  Punkte  ausgeht. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  zusammengehörigen  Werte 
von  a,  ß,  y,  J  und  j'  aiofgeführt.  Sie  zeigt  unter  finderm,  daß  die 
Punkte  ^=1  die  Stellen  der  Achse  sind,  in  denen  a  =  /S  ist,  d.h. 
in  denen  eine  zur  Achse  senkrechte  dünne  Schicht  in  allen  drei 
Dimensionen  ähnlich  abgebildet  wird ,  und  dafl  in  den  Punkten,  wo 
a  ^  +  1  ist,  /?  =  7  ist. 


(24) 


a 

f 

y 

i 

i 

+  1 

±^. 

±^f 

±,^fT 

+^l-rf 

r 

+  1 

f 

+f     I    +r 

+f 


Für  den  Fall  von  Linsen  und  Linsensystemen  wurden  die 
Punkte  ^=  +  1  von  C.  F.  Gauss  (3.)  Hauptpunkte,  die  durch  sie 
gehenden  achsensenkrechten  Ebenen  Haitptebmen,  die  Punkte  y^=-\-i 
von  J.  B.  Listing  (i.)  Knotenpunkte  genannt.  Analog  dazu  nannte 
A.  TöPLBR  (i.)  die  Punkte  ß=  —  l  negative  Hauptpunkte,  die 
durch  sie  gehenden  achsensenkrechten  Ebenen  negative  Hat^tebeim, 
und  die  Punkte  y^—l  negative  Enoienpwtkte.  Wir  werden  die- 
selben Namen  hier  für  die  allgemeine  optische  Abbildung  benutaen- 


,y  Google 


Die  allgemeiiien  Eigeaschaften  der  optischen  Abbildnaf;. 


107 


Neben  ihnen  esistieren  noch  einige  weitere  Namen  für  die- 
jclben  Punkte,  auch  sind  noch  weitere  Paare  teils  konjugierter, 
teils  nur  analog  gelegener  Punkte  eingeführt  worden,  die  in  beson- 
deren Fftllen  Wert  haben  kOnnen,  hier  aber,  in  der  allgemeinen 
Abbildungstheorie,  nur  die  ohne  sie  bestehende  CbersichtUehkeit 
stören  würden.  Wir  beschränken  uns  deshalb  darauf,  auf  die  Ar- 
beiten hinzuweisen,  die  für  das  Studium  der  Kardinalpunkte  optischer 
Systeme  von  Interesse  sind.  Das  sind  außer  den  schon  erwähnten 
Arbeiten  von  C.  F.  Gauss  (3.),  J.  B.  Listing  {!.),  und  A.  Töpleb  (Jf.) 
zunächst  noch  zwei  weitere  Arbeiten  von  J.  B.  Lisrmo  (3.  S.), 
ferner  die  diesen  Gegenstand  behandelnden  Arbeiten  von  J.  B.  Bior 
|i.  3.),  L.  MosEE  (1.),  A.  BEAVÄia  (2.),  C.  Neümaotj  {!.),  J.  A.  Geü- 
NEHT  (2.),  F.  Lippich  (J.),  F.  Casoeati  {!.),  L.  Mathibssbn  (».3. 
9.  u.),  E.  Hoppe  (1.),  A.  GütBHABD  {!■),  K.  HÄLLsrfeN  (l.\  F.  Monoteb 
(/.),  F.  Kbbbugb  Iß.),  G.  Govi  (1.  ».),  Che.  Deews  (JI.),  E.  Schmidt 
{!.),  H.  Hederich  {!.),  R.  Henke  {!.),  P.  Lefebvee  (».  3.). 


FS=f:    F'H'  =  f' 


nk'  Konitruktlon  d»  n 


Graphische  Konstroktionen.  Ein  System,  das  eine  achsen- 
sjTnmetrische  Abbildung  vermittelt,  ist,  wie  wir  sahen,  durch  vier 
Best  im  raun  gsstü  ck  e ,  nämlich  durch  die  Orte  der  Brennebenen  und 
die  Werte  der  Brennweiten  vollständig  bestimmt.  Es  wird  auch 
durch  zwei  von  den  oben  angeführten  Paaren  von  Kardinalpunkten 
oder  durch  eins  von  ihnen  in  Verbindung  mit  einem  Paar  der 
soeben  genannten  Elemente  eindeutig  bestimmt,  wie  wir  noch  sehen 
werden.  Die  sogenannten  Kardinal  punkte  ermöglichen  es,  auf 
graphischem  Wege  in  sehr  einfacher  Weise  zu  einem  Punkte  oder 
Strahle  den  konjugierten  Punkt  oder  Strahl  zu  ermitteln. 
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Wir  bebandelD  hier  nur  die  eine  Aufgabe:  Zu  einem  Objekt- 
pnnkte  M  den  Bildpankt  M"  zn  konstruieren,  wenn  die  Brennpunkte 
F  and  F',  und  die  Brennweiten  f  and  f  gegeben  sind. 

Mit  den  Brennpunkten  und  Brennweiten  sind  nach  der  Tabelle 
(24)  auf  Seite  106  auch  die  Hauptpunfete  H  and  S'  gegeben  (Fig.  30). 
Man  erhält  sie,  wenn  man  von  F  aus  im  Sinne  der  wachsenden;, 
d.  h.  nach  rechts,  die  Strecke  f,  von  F  aus  im  Sinne  der  ab- 
nebmeuden  j',  d.  h.  nach  links,  die  Strecke  — /*,  auf  der  Achse  ab- 
tragt. In  E  and  S"  errichten  wir  die  auf  den  Achsen  senkrecht 
stehenden  Ebenen,  die  Hauptebenen.  Jetzt  lassen  wir  vom  Punkte 
M  einen  Strahl  parallel  zur  j-Ächse  aasgeben;  er  schneide  die 
Hauptebene  H  in  der  Höhe  k==HA.  Der  konjugierte  Strahl 
schneidet  dann  die  Hauptebene  H"  in  derselben  Höhe  E'A'  und 
geht  durch  den  zweiten  Brennpunkt  F,  ist  also  völlig  bestimmt. 
Ein  zweiter  Strahl  gehe  von  M  dnrcb  F  und  schneide  S  in  der 
Höhe  k'^HB.  Der  konjugierte  Strahl  schneidet  H'  in  gleicher 
Hohe  H'E  und  ist  der  j'-Achse  parallel,  also  ebentalls  bestimmt. 
Jf  liegt  im  Schnittpunkte  dieser  beiden  Strahlen. 


Diese  Konstruktion  versagt,  wenn  der  Objektpunkt  auf  der 
Objektachse,  also  auch  der  Bildpunkt  auf  der  Bildachse  liegt.  In 
diesem  Falle  findet  man  den  Abstand  {'  des  Bildpunktes  von  der 
BUdbrennebene  z.  B.  durch  die  in  der  Fig.  31  angegebene  Hilfs- 
konstruktion. 

SF'EFist  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  flJ"  =  /"  und  ifJ'=/'. 
FO  ist  gleich  deni  Abstände  %  des  Objektpunktes  von  der  Objekt- 
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breunebene.    Dann  ist  Ü F'  gleich  dem  Abstände  i  des  Bildpunktee 
von  der  Bildbrennebene. 

Beweia:  F'<ß :  FE  =  F'E:FÖ, 

Ähnlich  wie  die  eben  behandelte,  löst  man  die  analogen  Auf- 
gaben. Sie  sind  zum  Teil  geometrisch  sehr  interessant,  haben  aber 
lür  uns  wenig  Bedeutung.  Wir  verweisen  deshalb  auf  die  ein- 
schlägige Literatur. 

AuSer  den  schon  genannten  Arbeiten,  die  sich  mit  der  Oaüss- 
sohen  Theorie,  besondere  mit  den  Kardinalpunkten  beschäftigen, 
kommen  hier  in  Betracht  die  Arbeiten  von  J.  Gatabbet  {!.), 
E.  Reusch  (ä.),  J.  A.  L1S8AJOÜ8  (i.}i  Ad.  Martih  (i.),  C.  Bbhdeb  {!.), 
E.  Lebourq  (i.)i    Gr.  Febba&is  (.!•),    C.  M.  Gabibl  (J.).    E.  Kobald 

(J.j,    M.    D'OCAONB    {!.),    P.    LeFKBVBE    {!.),    N.   SCHILLEE   {t.),    L.  MAT- 
THIESSEN    {12.\    R.  S.  COLE   (J.),    E.  H.  BaBTOS    (!.)■ 

D.  Die  auf  konjuslerte  Ebenen  bezogenen  Abblldungssleichungen. 

Wir  haben  uns  bisher  ausdrücklich  auf  die  Diskussion  der 
(Gleichungen  (6)  beschränltt,  in  denen  die  Abszissen  beider  Räume 
von  den  Unstetigkcitsebenen  an  gemessen  sind.  Um  den  singulären 
Fall  der  teleskopischen  Abbildung  behandeln  zu  können,  und  auch 
aus  anderen  praktischen  Granden,  wollen  wir  die  bisher  gewonnenen 
Kesultate  auch  auf  die  Form  (7)  der  Abbildungsgleichungen  an- 
wenden, in  denen  die  Abszissen  von  einem  Paare  konjugierier  Punkte 
aus  gemessen  sind. 

Die  allgemeine,  nicht  teleekopiscbe  Abbildong.  Um  nicht  alle 
Betrachtungen  der  letzten  Abschnitte  in  nur  wenig  veränderter 
Form  bei  den  Gleichungen  (7)  wiederholen  zu  müssen,  gehen  wir 
vielmehr  von  den  schon  eingeführten  Beziehungen  und  Gleichungen 
aus  und  verschieben  nur  die  Koordinatensysteme  entsprechend  In  der 
Richtung  der  Achse.  Seien  die  Abszissen  eines  Paares  konjugierter 
l'uakte  —  der  neuen  Anfangspunkte  —  auf  die  Brennebenen  be- 
zogen, Ej  und  fß',  die  eines  beliebigen  anderen  Paares,  auf  dieselben 
Ebenen  bezogen,  i  und  j',  dann  sind  die  Abszissen  der  letzteren, 
flQf  die  ersteren  als  Anfangspunkte  bezogen ,  31  ^  J  —  £<,  und 
31'  =  e'  — Iq',  und  wir  haben  zwischen  diesen  Größen  und  den  Brenn- 
weiten die  Beziehungen: 
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'"**'  (£„+3i)-(s,'+Ä')=/-.r, 

durch  deren  Kombination  man  erhält: 

oder 

|!  +  ^  +  I-0.  (26) 

Diese  Gleichung  drückt  die  Abszissen  der  konjugierten  Punkte, 
aiil  ein  Grundpaar  konjugierter  Punkte  bezogen,  durch  den  Al>- 
stand  der  Grundpunkte  von  den  Brennebenen  aus;  (bei  Helmholtz 
(1,  49.  Ä  69.  6.  «.  9i.)  und  andern  umgekehrt  durch  den  Abstand  der 
Brennebenen  von  den  Grundpunkten;  daher  die  Verschiedenheit  der 
Vorzeichen  in  dem  konstanten  Gliede  hier  und  bei  jenen). 

Für  die  Vergrößerung  ergibt  sieh  ohne  weiteres  aus  der  früher 
abgeleiteten  Gleichung: 

^--';'  =  S!^*'--fv,  (26) 

für  des  Konvergenzverhältnis  die  Gleichung; 

„_iK'?;__io_+> L  _ 

'    tg.         f '~   so'+a"' 

Um  von  den  Abszissen  —  j^  und  —  Jq'  der  Brennebenen  in 
Bezug  aul  die  neuen  Koordinatenanfangspunkte  ganz  unabhängig: 
zu  werden,  können  wir  an  ihrer  Statt  die  Brennweiten  f  und  /' 
und  die  in  den  Gmndpunkten  .Ä  =  0  und  31'  =  0  bestehende  Ver- 
größerung ß^  = '%  =  -  einführen. 

Dann  wird  die  Abszissengleichung: 

die  Ordinatengleichung: 

«■_r/!„+Ä:_   fß„_ 
^    «     '  f      f+iA 

die  Gleichung  für  das  Konvergenzverhäitiiis; 


m 


(28) 
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Die»e  Gleichungen  erhalten  eine  besonders  einfache  Form,  wenn 
man  als  Gmndpunkte  solche  wählt,  in  denen  ß^  einen  geeigneten 
Wert  hat.  Die  einfachste  und  wichtigste  ist  die  auf  die  Haupt- 
punkt«  bezogene,   in   denen  ß^=-\-i.   ist;    nämlich  es  wird   dann 


t  +  T+l-O. 


(29) 


Um  Yerwecbslnngeii  mit  den  voq  uideren  Autoren,  z.  B.  Hklmholte  &b- 
geleitetea  GlelchtuiReti  so  vermeiden,  sei  noclunaU  daran  erinnert,  daß  hier 
die  Absrieeen  in  beiden  BKnmeu  von  den  betreffenden  Punkten  aus  in  der 
Bichtnn};  der  Licbtbewegiong  als  positiv  gerechnet  sind. 

Bezieht  man  die  Abszissen  auf  die  negativen  Hanptebenen,  in  denen 
^,^  ~  1  ist,  so  erhEllt  man  entsprechend 


'-,-/•-»-   r    '"■■ 

tlao  gleiche  Anadrttcke  wie  Hblhboltz  fUr  die  positivan  Haaptebenan  erhttlt, 
indem  er  3i'  entgegengeaetit  mißt  wie  A  und  die  Torzeichan  der  Brennweiten 
umgekehrt  bestimmt,  wie  wir  es  taten. 

Ähnlich  könnte  man  y^  statt  ß^  einführen  und  einfache  Glei- 
chungen herleiten,  die  auf  die  Knotenpunkte  bezogen  sind,  in  denen 
j-o^+l  ist.  Doch  haben  solche  Gleichungen  nur  in  speziellen 
FaUen  Wert. 

Die  teleakopiache  Abbildung.  Die  im  letzten  Abschnitte  her- 
geleiteten Gleichungen  behalten  ihre  Anwendbarkeit  auch  in  dem 
Falle  der  teleskopischen  Abbildung;  denn  wir  haben  gezeigt,  daß 
die  für  sie  geltenden  Abbildungsgleichungen  sieb  als  Sonderfall 
(a=0)  der  auf  konjugierte  Punkte  bezogenen  allgemeinen  Ab- 
bildungsgleichungen  ergeben.  Das  Charakteristische  der  tele- 
Bkopiscben  Abbildung,  durch  die  neuen  Konstanten  f  und  f  aus- 
gedrückt, ist,  wie  die  Einführungsgleichungen  (18)  lehren,  dies,  daß 
die  Brennweiten  beide  unendlich  groß  werden;  aber  sie  behalten  kon- 
stantes, endliches  Verhältnis  m,  wie  die  folgende  Überlegung  ergibt. 

Bringt  man  durch  Division  mit  f  und  f  die  Gleichungen  (28j 
auf  eine  Form,  in  der  teils  f'jf,  teils  f  oder  f  allein  als  Faktoren 
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oder  Diviaoren  auftreten,  und  setzt  dann  f  und  f  =  00,  so  wird 
die  ÄbsziBsengleichung 

5= ß,'j-P.  (30) 

femer 

/»-|  =  A-«i  (31) 

entsprechend  den  früher  für  diesen  Fall  abgeleiteten  Gleichungen 
(9)  auf  S-  91;  das  Konvergenzverhaitnis  wird 

r—'fj-  m 

also  ebenfalls  konstant.  Es  hat  hier,  bei  der  teleakopischen  Ab- 
bildung, eine  besondere  praktische  Bedeutung;  denn  bei  der  Ab- 
bildung eines  unendlich  entfernten  Objekts  in  ein  unendlich  eiit- 
femtes  Bild  kann  man  ja,  wenn  man  von  Vergrößerung  redet,  nur 
noch  von  der  Angular^•ergrößerung  y  reden. 

Durch  den  Wert  der  Angular\'ergrößerung  ausgedrückt  wird 
das  Verhältnis  konjugierter  Abszissen,  von  einem  Paare  konjugierter 
Punkte  aus  gemessen, 

(33) 


dX 

dj. 

■«0- 

"X 

f  1 

das  VerhältniB  konjugierter 

Ordinateu 

ß,- 

f  1 

Durch 

die  Verbindung 

der  drei  Gröflen  a,  / 

ß 

=  1 

(34) 
Y  erhalten  wir  noch 


eine  Gleichung,  die  wir  für  die  nicht  teleskopische  Abbildung  schon 
oben  aufgestellt  haben. 

S.  Die  Gesetze  der  Zasammensetzong  von  Abbildungen. 

Der  Bildraum  einer  gegebenen  ersten  Abbildung  kann  Objekt- 
räum  einer  zweiten  sein  u.  s.  f.  Den  Effekt  dieser  zwei  (oder 
mehr)  sukzessiven  Abbildungen  kann  man  als  eine  einzige  Abbildong 
auffassen,  deren  Bestimmungsstücke  der  Lage,  Richtung  nnd  GröBe 
nach  von  den  Bestimmungsstücken  der  einzelnen  Abbildungen  und 
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tleren  gegenseitiger  Lage  abhängen.  Dies  ist  ein  praktisch  sehr 
«ichtiges  Moment.  Denn  physisch*  wird  eine  Abbildung  fast  stets 
diireh  eine  Reihe  von  Einzelabbildungen  vermittelt. 

Wenn  wir  also  geinnden  haben,  wie  die  Abbildung  des  Ge- 
sHintsystems  sich  aus  den  Abbildungskonstanten  und  der  gegen- 
M'itigen  Lage  der  Partialsysteme  berechnet,  so  wird  es  weiterhin 
genftgen,  die  speziellen  Abbildungen  der  Elenientarsysteme  zu  stu- 
dieren, um  mit  Hilfe  jener  Gesetze  die  Wirkung  eines  beliebig  zu- 
sammengesetzten Systems  vollständig  bereclmcn  zo  können. 

A.  Die  Zusammeiuetzuns  zweier  Abbildungen. 

Die  Zasammensetznng  zweier  endlicher  Abbildnngeii  zn  einer 

«ndlicheB.  Wir  maclien  die  beschränkende,  in  praxi  aber  meistens 
iTfQllte  Annahme,  daß  die  Achse  des  Bildraums  des  ersten  Systems 
zusammenfalle  mit  der  Achse  des  Objektraums  des  zweiten  Systems. 
Für  das  Studium  der  Fälle,  die  dieser  Annahme  nicht  unterliegen, 
verweisen  wir  auf  die  Arbeiten  von  F.  Neesen  (J.).  F.  Casobati 
(J.1,  A.  Beck  {!.),  A.  Schwarz  (l.). 

fj,  F,'  seien  die  Brennebenen,  /",,  /",'  die  Brennweiten  des  ersten 
i^jüteins;  Ff,  Ff,  f^.  /j'  ebenso  die  Brennebenen  und  Brennweiten 
des  zweiten  Systems,  wobei  Ebene  F^  ||  Fj^,  und  endlich  sei  die  Lage 
gegeneinander  gegeben  durch  den  im  Sinne  der  Lichtbewegung 
Eemeasenen  Abstand  der  Objektbrennebene  des  zweiten  Systems 
von  der  Bild brennebene  des  ersten,  also  durch  die  Strecke  Fj'FjS^A- 

Die  Abbildung  des  ganzen  aus  den  Systemen  I  und  II  zu- 
i^ammengesetzten  Systems  ist  bestimmt,  wenn  die  Lage  seiner  Brenn- 
ebenen F,  F'  und  die  Größe  seiner  Brennweiten  /'  f"  ennittelt  ist. 

Aus  den  gemachten  Aitnahraen  geht  zunächst  hei'\'or,  daß  die 
Brennebene  F  zn  F,  parallel  ist,  und  daß  die  Brennebene  F'  zu 
F,  parallel  ist;  denn  den  zur  Ebene  F^  parallelen  Ebenen  ent- 
>prechen  im  Bildraume  von  I  Ebenen,  die  zu  F,'  parallel  sind,  also 
lani  Annahme  auch  zu  F^;  diesen  wieder  entsprechen  Ebenen,  die 
21  Fj'  parallel  sind,  also  schließlich  den  zu  f,  parallelen  Ebenen 
»<ilclie,  die  zu  F^'  parallel  sind.  Wir  sahen  aber  auf  S,  89,  daß  es 
im  allgemeinen  bei  jeder  optischen  Abbildung  nnr  eine  einzige 
^>char  von  parallelen  Ebenen  im  einen  Räume  gibt,  der  eine  eben- 
"flche  im  anderen  entspricht,  und  daß  zu  diesen  Scharen  die  Un- 
sietigkpitsebenen  der  betreffenden  Räume  geJiören. 

Weiter  ist  die  Objektachse  des  ersten  Systems  Objektachse, 
die  Bildactise  des  zweiten  Systems  Bildacliso  des  (iesamtsystems; 
ovüiL  3 
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denn  diese  Achsen  sind  Bilder  voneinander,  und  nach  unsem  all- 
gemeinen Betrachtungen  gibt  es  nur  ein  einziges  Paar  zu  d<'n 
Brennebenen  senkrechter,  zueinander  konjugierter  Geraden,  nfimlicit 
die,  die  wir  zu  Hauptachsen  der  Abbildung  gewählt  haben. 

Die  Orte  der  Brennebenen  F  und  F'  ergeben  sich  aus  der 
Überlegung,  daß  F*,  die  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Objekt- 
raums in  bezug  auf  das  ganze  System  konjugierte  Ebene,  diT 
Ebene  F^'  in  bezug  auf  das  System  II  konjugiert  sein  muß.  Be- 
zeichnen wir  den  —  wieder  im  Sinne  der  Lichtbewegung  g*'- 
Abstand  der  Ebene  F'  von  F,'  mit  a',  so  ist  a'  der 


Fig.  M. 

f,'J',  =  A;    FiF=o;    F,'F'  =  o';    F^M^=h,  =  h. 

Die  Zuuniiii«i»munK  »-eler  endllclicr  AliblldunKed  lU  «Iner  «ndlirb«. 

in  bezug  auf  II  der  Strecke  JFg^,'  =  — A  konjugierte  Brennpunkts 
abstand,  also 

Analog  erhält  man 

<.-  +  '■£,  (36) 

den  Abstand  der  Ebene  F  von  F^,  im  gleichen  Sinne  geniesf^eti, 
wenn  F  als  die  in  bezug  ant  System  I  zu  J*,  konjugierte  Eben»' 
tietraehtct  wird. 

Um  die  Größen  der  Brennweiten  zu  finden,  gehen  wir  zurück 
auf  ihre  Definitionsgleichungon 

tg«  tg«' 

Ein  pai'allel  zur  Objektachwe  des  ei-sten,  also  auch  des  ganzen 
Systems  in  der  IKlIie  k^k^  über  dieser  Achse  einfallender  Strahl 
schneidet  nach  Dui-ehnetzung  des  Systems  I  die  Gerade,  die  d''' 
Bildaelise  des  ersten  Systems  und  Objektachse  des  zweiten  Systems 
bildet,    im    Punkte  F.'  unter   einem  Winkel  «  '.  der   sich   aus  d'''' 
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Dftfinitionsgleichung  /i'  = '-*  bestimmt.   Unterliegt  dieser  Stralil 

nanniehr  der  Abbildang  durch  das  zweite  Sj'stem,  so  wissen  wir 
bereits,  daß  er  dessen  Bildachse  in  F'  schneidet,  in  der  vorhin  an- 
jrfigebenen  Entfernung  a'  von  F^  unter  einem  Winkel  w',  der  sich 
aas  der  Gleichung  fttr  das  Konvergenzverhftltnis  in  konjugierten 
Achsenpunkten  bestimmt,  nämlich  aus 

tgV  __Ej^       A 
Diese  Gleichung,  mit  der  für  «j'  kombiniert,  ergibt 

Ganz  ebenso  erhält  man  durch  Verfolgung  eines  zur  BUdachsc 
des  zweiten  und  ganzen  Systems  parallel  austretenden  Strahls  nach 
rflckwärts 

'  tg«  A  ^     ' 

Durch  die  4  Größen  a,  a,  f,  f,  und  die  festgesetzte  Lagen- 
beziehung ist  die  Abbildung  des  ganzen  Systems  vollständig  definieil. 

Die  angegebenen  Formeln  gestatten,  in  sehr  einfacher  Weise 
zu  übersehen,  wie  die  Lagen  der  resultierenden  Brennebenen  und 
die  Größen  und  Vorzeichen  der  resultierenden  Brennwelten  von  den 
Brennweiten  der  Partialsysteme  und  der  Große  A.  dorn  optischen 
httrvall  der  Partialsysteme,  abhängen.  Indem  wir  diese  Diskussion 
für  später  aufsparen,  wo  wir  sie  an  konkrete  Fälle  anknüpfen 
können,  weisen  wir  hier  nur  auf  die  durch  die  Vanabilität  von 
A  gegebene  große  Variabilität  der  Endgrößen  bei  gegebenen  /",, 
f..  /■;,  /;'  hin. 

Die  Zasarameii Setzung  zweier  endlicher  Abbildungen  za  einer 
teleahopischen.  Im  besonderen  kann  der  Fall  eintreten,  daß  A^t) 
ist,  d.  h.  der  vordere  Brennpunkt  des  zweiten  Systems  mit  dem 
liinteren  Brennpunkte  des  ersten  zusammenfällt.  Alsdann  wird  ^=oo 
und  auch  f'^cxn,  also  die  Abbildung  eine  tcleskopisclie.  Das  Ver- 
liälinis  von  f  zu  f  jedoch  bleibt  ein  endliches,  wie  schon  darnus 
lii-nnr^eht,  daß  gemäß  den  obigen  Fonneln 
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Um  in  diesem  Falle  die  Konstanten  der  Abbildung  aus  denen 
der  Parti alsysteme  zu  berechnen,  genüget  die  einlache  Betrachtung, 
dafl  ein  parallel  zur  Achae  eintretender  Strahl  durch  den  gemein- 
(!amen  Brennpunkt  beider  Parti  alsysteme  gehen  und  parallel  der 
Achse  aus  dem  zweiten  wieder  austreten  mufl.    Das  Vcrgrößeronps- 

verhältnis       =^  "t"  ^  /*>  "1*^  '"''  ^^^  Punkte  der  Achse  konstant  ist. 


ist  nun  ^ 


Fig.  s». 

AMrhet  Abblldimgm  in 


dem    ein    in    der   Höiic  h^   parallel    zur   Achse    einfallender   Str«/il 
zwischen  beiden  Systemen  die  Achse  schneidet.     Also  ist 


^^•=^- 

(39) 

Hicnmeii  ist  die  Angularvergrößcrung 

(40) 

und  das  Verliftitnis  konjugierter  Abszissen  in  unserer 
Zeichnung 

früheren  Be 

(41) 

t'ltt 

Die  Ijflge  eines  I'aars  konjugieiler  Punkte  muß  besonders  be- 
stimmt werden.  Ein  solciies  Paar  sind  aber  offenbar  hier  wie  iinnuT 
der  vordere  Brennimnkt   des   ersten  Systems   und  der   hintere  dw 

Die  Znaammemnetznng  einer  teleskopi scheu  und  einer  endlich^B 
Abbildung.  Das  erste  System  sei  ein  teJeskopisclies  und  durch  ti<'" 
Wert  von  ß^  oder  ^[,  sowie  durch  die  Lage  der  zwei  konjugieicn 
Punkte    0,,    0/   und    das    Verliilltnis    f^■.f^^m^   bestimmt.     D»" 
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zweite  sei  durch  F^,  F^',  /",,  f^'  beBtimmt,  und  die  gegenseitige  Lage 
der  beiden  Systeme  dtircli  den  Abstand  von  F^  vom  Punkte  0,', 
0,'fj^d.  Die  Bildaclise  des  vorderen  Systems  falle  wieder  mit 
der  Objektachse  des  hinteren  zusammen.  Dann  ist  der  hintere 
Brennpunkt  des  zweiten  Systems  auch  der  des  ganzen  Systems,  da 
parallel  zur  Achse  einfallende  Strahlen  zwischen  beiden  Systemen 
parallel  zur  Achse  verlaufen,  also  auch  ebenso  auf  das  zweite 
System  auffaUen.  Der  vordere  Brennpunkt  des  ganzen  Systems  ist 
l<'icht  zu  berechnen  als  der  in  bezug  auf  das  vordere,  teleskopisclie 


Fig.  M. 

F=a;    0,'F^  =  S. 

T  leteakopJKhen  und  siuer  endUcben  Abbildung. 


System  dem  vorderen  Brennpunkte  des  zweiten  Systems  konjugierte. 
Sein  Abstand  a  von  0,  berechnet  sieb  nach  (33)  und  (34)  auf  S.  112, 

**  =  ~" — in  oder  a  =  —  m,dy.*.  (421 

™iPi 
Die  Brennweite  des  Büdraums  Ist 

r= — '^—h--!^=-.-u=-<«,r,r,:    («i 

die  des  Objektraams 

Die  Bedeutung  der  hier  benützten  Zwischengröfien  IJiitjj'^Aj, 
1«,=«^'  ist  atis  ihrer  Bezeichnung  ohne  weiteres  zu  ersehen. 

Ganz  analog  ist  die  Betrachtung,  wenn  die  vordere  Abbildung 
endlich,  die  hintere  teleskopisch  ist. 

Die  Zasammensetzong  zweier  teleskopischer  Abbildnngen. 
Jede  sei  durch  die  Werte  von  ß  oder  y,  durch  die  Verliältnisse 
^i^=fi'!fj\  ^"^fflf^  und  durch  die  Lage  eines  Paars  konjugier- 
ter Punkte  0,,  0,';  0,,  0,'  gegeben,  die  gegenseitige  Lage  durcli 
don  Abstand  0,'0,  =  a. 
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Die  resultierende  Abbildung  ist,  wie  Jeicht  einzusehen,  ebenfalls 
teleskopisch.  Ihr-  Vergrößerungsverliftltnis  ß  ebenso  wie  ihr  Kon- 
vergen zverhältnis  y  ist  je  gleich  dem  Produkt  der  betreffenden  Ver- 
hältnisi<e  der  Einzelsyateiue.     Denn 

^  =  5!_9:.9._^,,^,  (45) 

ebenso 


Die  Lage  eines,  und  sogar  zweier  Paare  konjugierter  Punkie 
ist  ebenfalls  leicht  ermittelt;  denn  der  zu  0,' in  bezog  auf  System  II 
konjugierte  l'unkt  0'  liegt  von  Oj'  in  der  Entfernung 

a=m,dß,'  (47) 

und  ist  in  bezug  auf  das  ganze  System  konjugiert  zu  0^.  Ebeiii-n 
ii^t  der  zu  0,  in  bezug  auf  System  I  konjugierte  Punkt  0  ^on  0, 
um  i'ine  Strecke  a  entfernt  (ira  Sinne  der  Lichtrichtung),  die  gc- 
gel>en  ist  durch 

Wir  haben  also  ira  ganzen  das  Kesultat:  Durch  Kombination 
zweier  endlicher  Systeme  entsteht  im  allgemeinen  eine  endliche, 
nur  in  einem  Falle  eine  teieskopische  Abbildung.  Durch  Zusamraeii- 
setzung  zweier  teloskopisehor  Abbildungen  entsteht  immer  eine  leli- 
üknpische;  durch  Zusammentritt  einer  endliehen  und  einer  tele 
skopischrn  Abbildung  imnier  eine  endliche. 

l'mgekelirt  läßt  sich  nach  denselben  Betrachtungen  und  Fonudn 
eine  gegebene  endliche  Abbildung  immer  in  zwei  endliche  Ab- 
bildungen oder  in  eine  endliehe  und  eine  teieskopische  Abbildung 
zerlegen;  eine  gegebene  teleskopische  Abbildung  entweder  auch  in 
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zwei     endliche,    deren    zugewandte   Brennebenen    zusammenfallen, 
oder  in  zwei  teleBkopische.  — 

Unsere  Formeln  gestatten  ohne  weiteres  die  Ausdehnung  auf 
beliebig  viele  Systeme,  bei  der  wir  uns  auf  den  Fall  lauter  endlicher 
Systeme  beschränken  wollen. 

B.  Die  Zusammensetzung  beliebig  vieler  endlicher  AbbllduDgea. 

Der  Abstand  der  vorderen  Brennebene  des  üesamtsyetems  von 
der  vorderen  des  ersten  Systems  sei  wieder  mit  o,  der  Abstand  der 
hinteren  Brennebene  des  GesamtBystcms  von  der  des  letzten  Einzel- 
systems mit  o*  bezeichnet;  die  Brennweiten  der  Einzelsysteme  mit 
ff  fi'  ff  /»'■■■  fk'fk'  '1'*'  ^^  ganzen  mit  f  und  f. 

Für  die  Richtung  der  Brennebenen  und  die  Lage  der  Haupt- 
achsen des  ganzen  Systems  gelten  dieselben  Betrachtungen  wie 
vorher:  sie  fallen  zusammen  mit  der  Objektbrennebene  und  Objekt- 
achse  des  ersten,  sowie  der  Bildbrennebene  und  der  Bildachse  des 
letzten  Einzelsystems. 

Um  die  Lage  der  Brennebenen  und  die  Größe  der  Brennweiten 
des  Gesamtsystems  aus  denen  der  einzelnen  Systeme  zu  berechnen, 
^eien  die  Abstfinde  der  einander  zugewandten  Brennpunkte  je  zweier 
aufeinander  folgender  Systeme 

Die  hintere  Brennebene  des  Gesamtsystems  ist  das  Bild  der 
hinteren  Brennebene  des  ersten  Systems,  das  sukzessive  von  den 
darauffolgenden  Systemen  entworfen  wlpd.  Bezeichnet  man  den 
Abstand  der  hinteren  Brennebene  des  aus  den  p  ersten  Systemen 
gebildeten  Systems  von  der  des  pten  mit  o^,',  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung von  o' "^a^  folgendes  System  von  Gleichungen: 


<-%  "--Ä-- 

ioraus  ergabt  sich  a'  zunächst  in  der  Form  eint 

s  Kettenbruchs 

/;■/■.' 

A._,  +  . 

(49) 

VUfl 
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Ganz  ebenso  erhalt  man 


JvK 

h 


'"^  "  ^JiiL  (»") 


A,_,  ■ 
Um  die  Brennweiten  des  Gesamtsystems  zu  finden,  haben  wir 
ganz  ebenso  wie  bei  der  Zusammensetzung  zweier  Systeme  sukzessive 
das  Konvergenzverliältnis  in  den  Punkten  zu  suchen,  in  die  F^  der 
Reihe  nach  abgebildet  wird  und  alle  diese  Verhältnisse  miteinander 
und  mit  f^    zu  multiplizieren.     Das  Kesuitat  ist 

^-,.tF3;.l&«<...Lg5V  =  -A  =  r.     (61) 

tg«,      tg«,      tgWg  tg«^  tg« 

Wir  erlialten  auf  diese  Weise,  wenn  wir  die  Brennweite  de» 
aus  den  ersten  p  Systemen  gebildeten  mit  /*i,p  l)ezeichnen,  sukzessive 

f     f\  ■  U    fi     f'hl'./'L  f-     f fi.t-ifj 

Also 

f'.f'.f         f' 

'        A,(A,-o,').(A.-V)- •■(&,_.-"■,_,)■         ^ 

Der  Kenner  dieses  Ausdrucks  ist  nacli  den  oben  für  a^  auf- 
gestellten Fonneln  ohne  weiteres  zu  berechnen.  Bezeichnen  wir 
ihn  mit  N^,  so  ist  aus  obiger  Herleitung  au  ersehen,  daß  Äj  mit 
den  vorangehenden  Werten  ^j^,,  -Ni,_j  u-  s-  w.  in  der  Weise  zu- 
sammenhängt, daß 

Äi= -^^- (53) 

ist  u.  s.  f.  Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  ist  A',,  noch  leichter  zu  be- 
rechnen. Mau  kaim  das  Resultat  dieser  Rechnung  auch  unmittelbar 
in  Ketten bruchfonn  angeben  oder  andere  Rcliemata  zu  liilfc  nehmen. 
Doch  wollen  wir  diewc  rein  formeile  Seite  der  Frage  hier  nicht 
weiter  erörtern,  sondern  verweisen  auf  die  Arl»citen  von  A.  F.  MÖBIM 
(2.),    F.  W.  Bessei,  {!.),   L.  MATTHIESSEN  {».  *.),   F.  Casobati  (1-\ 

S.  GÜNTHER  (3.  §27.),    (i.   FeKRARIS  (2.),    F.  MONOTBR  (i.). 
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Man  erhält  analog 

WO  N^  dieselbe  Größe  ist,  wie  in  dem  Ausdrucke  für  /', 

Wenn  statt  der  Brennpunkte  und  Brennweiten  und  statt  der 
Brennpunktsabßtände  A  andere  Größen  zur  Bestinmiung  der  Einzel- 
ahbilduni^en  und  der  gegenBeitigen  Lage  der  Einzelsyetenie  gegeben 
sind,  so  erhält  man  durch  analoge  Methoden,  wio  wir  sie  oben 
angewendet  haben,  die  entsprechenden  tür  das  zusannn engesetzte 
Sj-stera,  Wir  unterlassen  die  Ausfühning  dieser  Rechnung  hier 
unter  Verweisung  auf  die  vorhin  angegebene  Literatur. 

Für  uns  ist  es  genügend,  überhaupt  festgestellt  zu  Jiaben,  daß 
und  in  welcher  Weise  etwa  sich  die  wesentlichen  BestimniungsstUcke 
einer  zusammengesetzten  Abbildung  aus  denen  der  sie  erzeugenden 
Einzelabbildungen  berechnen  lassen. 


4.  Eine  bestimmte  Lagenbeziehnng  der  AbbildDngsffiQme. 

Bisher  haben  wir  über  die  gegenseitige  Lage  des  Objekt-  und 
Bildraums  keine  Annahmen  gemacht.  Das  tun  wir  jetzt,  und  zwar 
wählen  wir  den  Fall,  der  bei  fast  allen  den  optischen  Systemen 
vorliegt,  durch  die  achsensyminetrisch«  Abbildungen  verwirklicht 
werden.  Diese  Systeme  sind  selbst  symmetrisch  zu  einer  Achse, 
derart,  daB  sie  durch  Rotation  eines  ihrer  Meridianschnitte,  d.  h, 
eines  die  Achse  enthaltenden  Schnittes,  um  die  Achse  erzeugt  werden 
können.  Infolge  dieser  Syinnietrieeigenschaft  fallen  zunSclist  die 
Hauptachsen  des  Objekt-  und  Bildramiis  in  dieselbe  Gerade,  die 
Achse  des  Systems,  und  femer  muß  jeder  Strahl,  der  im  Objekt- 
raume  in  einer  Meridianebene  verläuft,  während  des  Dureligangs 
durch  das  System  und  nach  dem  Austritte  in  dieser  Meridianebene 
bleiben.  Deshalb  muß  jede  Meridianebene  des  Objelrtraunis  mit 
der  ihr  konjugierten  des  Bildraums  zusammenfallen,  also  auch  die 
Et}-Ebene  mit  der  j'^'-Ebene  und  die  fj-Ehene  mit  der  j'j'-Ebene. 
Die  t)j-Ebene  und  die  t)'j'-Ebene  legen  wir  in  die  zugehörigen  Brenn- 
ebenen, 80  daß  die  Abbildungsgleichungen   die  Fonn  (6)  erlialten. 

Die  g- Achse  ist  jetzt  der  l)' -Achse,  die  j-Aclise  der  g'- Achse 
parallel.  Für  die  Vorzeiclienbeziehung  zwischen  diesen  konjngieiten 
Nebenachsen  sind  nur  folgende  zwei  Fälle  niöglicli: 
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1.  Die  positive  Q-Riclitiing  fällt  mit  der  positiven  Q'-Richt«ng 
iiDd  gleichzeitig  die  positive  j- Richtung  mit  der  positiven  j'-Richtung 
auch  dein  Sinne  nach  zusammen. 

2.  Die  positive  tj'-Kichtung  fällt  mit  der  negativen  q-Richtung 
und  gleichzeitig  die  positive  j'-Kichtung  mit  der  negativen  j'-Rich- 
tung zusammen. 

Der  Fall,  daß  für  das  eine  Paar  von  entsprechenden  Neben- 
achsen der  Richtungssinn  im  Objekt  und  Bild  gleich,  für  das 
andere  Paar  im  Objekt  und  Bild  entgegengesetzt  ist,  kann  wegen 
der  Achsensymmetrie  des  abbildenden  Systems  nicht  eintreten. 

Im  Falle  1  wird  die  Hälfte  des  Objektraums,  für  die  j>0 
ist,  aufreclit  abgebildet,  die  Hälfte,  für  die  j  <^0  ist,  verkehrt.  Wir 
nennen  das  abbildende  System  ein  kollektives. 

Im  Falle  2  wird  die  Hälfte  des  Objektraums,  für  die  s>0 
ist,  verkehrt  abgebildet,  die  Hälfte,  für  dief^Oist,  aufrecht.  Wir 
nennen  das  abbildende  System  ein  dispavsives. 

In  beiden  Fällen  kann  die  Abbildung  selbst  recbtwendig  oder 
i-Uckwendig  sein.  Wie  wir  auf  S.  95  sahen,  müssen  im  Falle  der 
rechtwendigen  Abbildung  die  Koordinatensysteme  des  Objekt-  und 
Bildraums  gleichartig  sein,  beide  kanonisch  oder  akanonisch,  im 
Falle  der  rückwendigen  Abbildung  ungleichartig.  Soll  deshalb  bei 
unserer  besonderen  Lagenbeziehung  die  Abbildung 

a)  rechtwendig  sein,  dann  muß,  bei  kollektiven  wie  bei  dis- 
pansiven  Systemen,  die  positive  j-Richtung  mit  der  positiven 
j'-Richtung  auch  dem  Sinne  nach  zusammenfallen;  soll  die  Abbüduiig 

b)  rttckwendig  sein,  dann  muß  die  positive  j-Richtung  der 
positiven  j' -Richtung  entgegengesetzt  sein. 

Wir  erinnern  noch  einmal  daran,  daß  die  Konstanten  der  Ab- 
bild ungsgle  ich  ungen  {G)  in  jedem  Falle  den  Ungleichungen  a<0, 
fr  =  c  ^  0  genügen  müssen,  weil  wir  die  Vorzeichen  der  konjugier- 
ten Koordinatenachsen  mittels  der  Lichtrichtung  bestimmt  haben, 
Ist  die  Abbildung  reehtwendig  und  durch  ein  kollektives  System 
vermittelt,  dann  und  nur  dann  fallen  die  Koordinatenrichtungeii 
des  Objektraums  mit  den  konjugierten  des  Bildraums  auch  dem 
Sinne  nach  zusammen,  und  der  Übergang  vom  Objekt-  zum  Bild- 
koordinatcnsystem  besteht  lediglich  in  einer  Verschiebung  des  Null- 
punkts der  Abszissen. 

Es  liegt  nahe,  diesen  einfachen  Übergang  aucb  für  die  drei 
andern  Fülle  vorzuschreiben,  also  die  Vorzeichen  der  Achsen,  statt 
durch  die  LiclitricJitung.  durch  di<'  Festsetzung  zu  bestimmen,  daß 
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jt'de  Koordinatenachse  des  Objektraums  mit  der  ihr  konjugierten 
des  BildrauiDS  aufier  der  Richtung  auch  dem  Sinne  nach  zusammen- 
tälh.  Dies  vorausgesetzt,  sind  die  Abbildungskonstanten  folgenden 
t'ngleichungen  unterworfen: 

1.  Für  kollektive  Systeme  ist  b  =  c>0; 

2.  für  äispansive  Systeme  ist  b  =  C  <C  0 

und  neben  diesen  ist  (56) 

a)  bei  rechtwendiger  AbbiJdung  a<CO; 

b)  bei  rückwendigor  Abbildung  a  >  0. 

Da  nun  iweli  der  Definition  der  Brennweiten  aut  8.  103  a'^f,-f, 
6^C  =  ^  ist,  so  ergeben  sich  für  die  Vorzeichen  der  Brennweiten 
die  Regeln: 

1.  Für  kollektive  Systeme  ist  l>ei 

a)  rechlKendiger  Abbildung  f>0;  r<0, 

b)  rückuKHdiger  Abbildung  /'>0;  /'>0. 

(66) 

2,  Für  diipansive  Systeme  ist  bei 

a)  rechtwendiger  Abbildung  /"<C0;  f'^O, 

b)  rüekKertdiger  Abbildung  f<0;  f<0. 

Die  Namen  kollektiv  und  dispanaiv  sind  der  I/Chrc  von  den 
Systemen  zentrierter  Kugelflächen  entnommen,  wo  sie  neben  den 
deutschen  Namen  saitanehd  und  zerstreuend  gebraucht  werden. 

Tritt  in  solchen  Systemen  neben  beliebig  vielen  brechenden 
Flächen  eine  gerade  Anzahl  spiegelnder  Flächen  auf,  dann  ist  die 
erzeugte  Abbildung  rechtwendig;  ist  dagegen  die  Zahl  der  spiegeln- 
den Flächen  ungerade,  dann  ist  die  erzeugte  Abbildung  rüekwendig, 
was  wir  hier  vorgreifend  bemerken. 

Literatur. 
Die  Theorie  der   optiechen  Abbildung  ist,  wie  oben   schon  erwähnt,  bis 
in  die  neueste  Zeit  ansschlieSHch  tiater  speziellen  VorELnssetsangan  behandelt 
worden.     AnSer  den   Eablreichen   im   Texte    schon   angeführten  Arbeiten   sind 
für  die  Entwickelnng  dieser  Lehre  die  folgenden  von  Interesse: 

Aas  der  Zeit  vor  dem  Jahre  184t,  in  dem  die  dioptrischen  Untersuchungen 
von  C.  F.  Gauss  erschienen,  die  Arbeiten  von  J.  Kbplsk  (J.I,  B,  Cotks  !>■), 
L.  EcLXB  {».),  J.  Habkis  il-l,  J.  L.  Da  Lasiunoe  ll  l,  G,  Piola  (i.),  A.  F.  Mo- 
Aus  der  Zeit  nach  dem  Jahre  1841  die  Arbeiten  von  J.  B.  Biot  (».), 
J.  Fa.  Enckb  (/.i,  L.  SKiDEt.  (9.1,  0.  F.  Mossotti  (J.),  C.  Albbich  (I.|,  V.  von 
Laso  (I.),  P.  Zbch  (I.  ».),  P.  A.  Hahseh  |I.),  J.  Huischbmo  'X),  F.  Parow  (i.), 
F.  Giraud-Teclom  (*.),  0.  RÖTHio  (».),  A.  Battblu  im,  J.  B.  bb  Mkbqdita  (i.), 
Cb.  Pbndlkbqbi  (I.i,  H.  Brockhahh  {/.),  C.  M.  Garibl  ii.),  F.  J.  van  den  Beso 
!<■),  L.  ISBLT  ()•),    A.  Sampbon  (j.),  L.  Pfaumdlbb  (/.),  B,  Si!>41koh  <i.). 
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IV.  Kapitel. 

Die  Realisiernng  der  optischen  Abbildnng. 

Bearbeiter:  P.  CnlmaDD.*) 


L  Der  Fall  dOnner  BQschel  nahe  der  Achse  zentrierter 

Kugelflächen. 

(Fandamentaleigenschatten  der  Linsen  und  Linsensysteme.) 

Wir  haben  bisher  nur  angenommen,  daß  eine  , .optische  Ab- 
bildung" zustande  komme,  ohne  uns  darum  zu  kammem  oder  Vor- 
aussetzungen darüber  zu  machen,  in  welcher  Weise  de^  näheren 
dies  geschehe.  Wir  nahmen  als  Tatsache  an,  daß  optische  Ab- 
bildungen vorkommen,  und  untersuclitcn  daraufhin  zunächst  die 
allgemeinen  Gesetze,  denen  eine  jede  solche  Abbildung,  kraft  ihrer 
Entstehung  durch  punktweise  Vereinigung  geradliniger  Strahlen, 
notwendig  unterliegen  muß,  auf  welche  Weise  sie  auch  immer  zu- 
stande gekommen  sein  mag. 

In  dem  folgenden  sollen  einige  besonders  wichtige  Verwirk- 
lichungsarten von  Abbildungen  näher  untersucht  werden.  Es  soll 
gezeigt  werden  —  und  dies  ist,  wie  wir  früher  bereits  ausführten, 
nunmehr  das  einzige,  was  zu  zeigen  noch  übrig  bleibt  —  unt«r 
welchen  physischen  Bedingungen  eine  Abbildung  zustande  kommt, 


*)  Dieses  Kapitel  ist  im  wesentlichen  als  eine  zweite  AuFlage  des  ent 
sprechen  den  Kapitels  in  Czafbkfs  Theorie  der  optischen  Instrameate  zd  be- 
trachten. Ganze  Seiten  sind  wörtlich  aus  diesem  Werks  Übernommen,  andere 
mehr  oder  weniger  verändert.  Neu  sind  folftende  Paragraphen:  die  Null- 
invariante,  zwei  von  L,  Seidel  herrührende  Formeln,  der  CoTESsohe  Sati,  die 
Spezialfälle  astigmatischer  Brechung,  die  Abschnitte,  welche  die  doppelt  ge- 
krümmten Flächen  betreffen,  die  an  amorphe  tische  Abbildung  und  die  histori- 
schen Notizen. 
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wfrlchen  Beschränkungen  dieselbe  gegenüber  der  vorher  von  uns 
angenomnienen  unendlicher  Räume  durch  beliebig  weit  geöffnete 
ätrahlenbündel  in  praxi  immer  unterliegt,  und  wie  die  Brennweiten 
und  die  I^agen  der  Brennebenen  sich  aus  den  gewöhnlich  gegebenen 
Daten  berechnen  lassen. 

Da  wir  nach  dem  letzten  Abschnitt  eine  wie  auch  immer  zu- 
sammengesetzte Abbildung  stets  zerlegen  können  in  die  kombinierte 
Wirkung  aufeinander  folgender  Teilabbildungen ,  so  können  wir 
uns  hier  darauf  beschränken,  die  einfachsten  mögliehen  Fälle  von 
Abbildungen  zu  untersuchen,  d.  h.  die  Abbildung  durch  Spiegelung 
oder  Brechung  von  Lichtstrahlen  an  einer  einzelnen,  zwei  ver- 
fichiedcne  Medien  trennenden  Fläche,  Wir  beginnen  mit  der  Kugel- 
riftche. 

A.  Die  Brechung  an  einer  KugelflSche. 

Graphisch  läßt  sich  der  gebrochene  Strahl  am  einfachsten 
durch  folgende  wohl  zuerst  von  Yofng*)  {3,73.)  angegebene  Kon- 
struktion ermitteln  (Fig.  36). 


Graphische  Konitnikttan  d«  gebrochenen  Strahles. 

Man    beschreibe   um  C  Kreise  resp.   Kugeln    mit    den   Radien 

>",  =  -»-  und  r^^  -,r.   Den  Punkt  0,  wo  der  erste  Kreis  von  dem 

aatfallenden  Strahle  zum  zweiten  Male  getroffen  wird,  verbinde  man 

*)  Später  1858  ist  sie  nnabhänj^  von  WEtsaaTBass  gefunden  worden, 
vi«  das  ScHBLLnACH  {!■)  anj^iht.  1877  stellt  sie  Lippich  I7>I  wieder  aof, 
ohne  von  seinen  Vorgftni^ni  zu  wissen. 
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mit  C,  und  0',  den  Schnittpunkt  von  OC  und  dem  Kreise  2,  inii 
JB.  Dann  ist  BOf  der  gebrochene  Strahl.  Denn  da  nach  der  Kon- 
struktion C<y -.03=03 -.CO,  so  ist  ACßO''^ACOB;  daher  ^BOC 
=  ^OfBC.  In  ACOB  ist  aber  sin  GBO:  sin  BOC=  CO  ;CB  =»':«. 
Folglich  ist  ^OBCf  der  zu  -^CBO  gehörige  Brechungswinkel  i'. 
Die  trigonometrische  Verfolgang  eines  Liehtstrahla.*)  Ein  nach 
dem  Punkte  0  zielendes  oder  von  diesem  Punkte  ausgeliendes  Lieht- 
bÜBChel  falle  auf  die  zwei  Medien  mit  den  Brechungsexponcnten 
n,  W  trennende  Kugel,  deren  Zentrum  im  Punkte  C  liegt.  Wir  ver- 
folgen  zunftrhst   nur   einen  Strahl    dieses  Büschels.     Er   möge   die 


Kugeiriäche  im  Punkte  B  schneiden.  Zeiehnungsebene  sei  die  Ebene, 
welche  durch  den  Strahl  BO  und  durch  den  Kugelmittelpunkt  0 
hindurchgeht  (Fig.  37),  Da  BC  mit  dem  Einfaltslot  zusammen tSlIt, 
so  ist  die  Ebene  BOG  die  Einfallsebene  des  Strahles  BO  und  dieser 
Strahl  tritt  bei  der  Brechung  nicht  aus  derselben  heraus.  Wir  ver- 
binden C  mit  0  und  bezeichnen  diese  Gerade  als  Zentrale  oder  Achse, 

*)  D^r  AnfanfC  dieses  Parag;r&pben  wiederholt  die  schon  anf  Seile  87 
bis  40  behandelte  Durchrechnung  eines  die  Achse  schneidenden  Lichtstrahles. 
Er  war  geschrieben,  als  beschlossen  wurde,  das  die  Durchrechnung  optischer 
Systeme  behandelnde  Kapitel  der  Abbildung  voranjEohen  zu  lassen.  Ich  glaubte 
nun,  die  nicht  sehr  langen  Wiederholungen  in  der  Annahme  stehen  lassen  zu 
können,  daQ  es  mani^hem  Leser  willkommen  .sein  möchte,  das  zum  Verständnis 
der  Abbildung  Nötige  hier  beieinander  zu  finden. 
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de.R  Punkt,  in  welchem  sie  die  Kugelflächf  »chiipldet,  aU  Scheitel  S 
der  brechenden  Fläche. 

Unsere  Aufgabe  ist,  aus  den  Best! nun ungsstücken  des  ein- 
fallenden Strahles  die  Bestimmungsstücko  des  gebrocliencii  Strahles 
zu   berechnen. 

Die  Strahlen  werden  durch  die  Lage  ihrer  Schnittpunkte  mit 
der  Achse  und  durch  die  Winkel  bestimmt,  welche  nie  in  diesen 
Schnittpunkten  mit  der  Achse  einschließen.  Dabei  möge  folgend«^ 
Bezeichnung  gelten:  »,  c  uiid  p  seien  die  Abstände  des  Punktes  O 
vom  Scheitel  S,  vom  Zentrum  C  und  vom  EJntatltipunkte  B.  Diese 
Abstände  werden  als  Abszissen  betrachtet,  kßnnen  also  positiv  oder 
negativ  sein.  Positive  Richtung  ist  fUr  uns  die  Richtung  des  ein- 
fallenden Lichtes.  In  den  Zeichnungen  wird  immer  angenommen, 
diese  Richtung  gehe  von  links  nach  rechts,  «,  c  und  p  sind  also 
positiv,  wenn  0  rechts  von  S,  C  oder  B  liegt,  wie  dies  in  Fig.  37 
der  Fall  ist. 

Den  Radius  der  Kugel  r  betrachten  wir  als  die  Abszisse  des 
Mittelpunktes  C  in  bezug  auf  den  Scheitel,  r  ist  also  positiv,  wenn 
die  Kugelfläche  dem  Lichte  ihre  konvexe  Seite  zukehrt. 

Der  senkrechte  Abstand  des  Einfallpunktes  B  von  der  Achse 
heißt  EinfailshOhe  h  und  wird  nach  oben  positiv  gerechnet.  Den 
Winkel  BOS,  welchen  der  einfallende  Strahl  mit  der  Achse  bildet, 
i>ezei<;hnen  wir  als  Achsenwinkel   des  Strahles  und   nennen  ihn  «, 

u  hat  das  Zeichen  des  Quotienten  —  .*) 

Der  Kugelwinkel    BCS= 

Die  auf  den  gebrochenen  Strahl  bezüglichen  Bestimmungsstücke 
werden  durch  einen  oben  angehängten  Index  unserschiedcn.  (/  ist 
der  Punkt,  in  welchen  der  gebrochene  Strahl  die  Achse  schneidet. 
«',  C*,  p'  sind  die  Abszissen  von  0'  in  bezug  auf  S,  C  und  B,  «' 
ist  der  Winkel,  welchen  der  gebrochene  Strahl  mit  der  Achse  bildet. 
Der  EiofaUawiokel  heifit  i,  der  Brechun^wiukcl  t',  die  Ablenkung  d. 
Das  Zeichen  dieser  drei  Winkel  ergibt  sich  aus  den  Fonneln,  welche 
zu  ihrer  Berechnung  dienen, 

Oegeben  sind  die  Brechungsindices  n  und  n'  der  Medien  vor 
und  hinter  der  brechenden  Fläche,  der  Kugelradius  r,  die  Schnitt- 

*)  Dieses  tod  den  Bearbeitern  anderer  Kapitel  gewUnsrlito  Zeichen  von 
tt  weicht  von  dem  von  Ceapbki  gewählten  ab,  stimmt  aber  mit  dem  von  dpn 
neaeren  deutschen  Bearbeitern  der  Rechenniethoden  g;eH'äbtten  Uberein  (S.  37). 
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weite  s  and  <Ier  Achsenwinkel  u  des  emtallenden  Straliles.  Zu  be- 
stimmen sind  «'  und  «'.  Dazu  dienen  die  folgenden  Formeln,  welche 
mit  Ausnahme  der  dritten  Formel,  die  das  Brechungs^setz  darBt«Ill, 
unmittelbar  aua  der  Figur  abgelesen  werden  können. 


u  +  S 


Die  erste  Gleiehung  gibt  den  Mittelpunktsabstand  c,  die  zweite 
den  Eintattswinkel  >,  die  dritte  den  Breclmngswinkel  i',  die  vierte 
die  Ablenkung  6,  die  fünfte  den  Achsenwinkel  des  gebrochenen 
Strahles  u',  die  sechste  »einen  Mittelpunktsabstand  o"  und  endlieh 
die  siebente  seinen  Scheit elabstand. 

Die  Figur  liefert  femer  die  folgenden  Formeln 

9— *  +  »—'  +  »' 
A  ^=  r  sin  9> 
und  ans  dem  Dreieck  BOO' 

p' sin  14 

p  ~  sin  «' 
oder  mit  Benutzung  der  2tcn,  3ten  und  6tfn  der  obigen  Gleichungen 

p' n'  c' 

p~  nc 
oder 

, «'  —  r m—r 

P'     ~"    P     ' 
Die  für  die  Keflexinn  {reitenden  Gleiehnngen  erholt  man  unmittel- 
bar aus  den  oben  angegebenen,  indem  man  -   =  —  1  setzt: 
c  =  a  —  r 
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=  »  +  2i 


r  sin  {«  +  2 1) 

s'  =  c'-\-  r. 

Für  diese  Gleichungen  ist  immer  noch  die  Richtung  des  ein- 
rollenden Lichtes  als  positive  Richtnng  betrachtet.  Die  Achse n- 
ninkei  geben  nur  die  Lage,  nicht  die  Richtung  des  gebrochenen 
Strahles  an. 

Die  Formeln  für  die  Berechnung  des  gebrochenen  Strahles 
reichen  Klr  den  Fall  beliebig  vieler  aufeinander  folgender  Brechungen 
nur  dann  aus,  wenn  alle  Einfallsebenen  zusammenfallen,  d.  h.  wenn 
die  Mittelpunkte  aller  Kngetn  auf  einer  Geraden  liegen,  die  selbst 
in  der  ersten  Einfallsebene  liegt,  die  also  bei  genügender  Ver- 
längerung den  einfallenden  Strahl  schneidet.  Man  nennt  in  diesem 
Falle  die  Kugeln  zentriert.  Man  hat  dann  stets  ^ii^^ '^'k-i~^ii-\ 
und  «fc=«\_,,  wenn  rf^_,  die  Entfernung  des  Aten  Kugelscheitels 
vom  Ä— Iten  bedeutet,  und  S^,  «'n_,,  «»,  «'i_,  für  die  Ä— Itc 
resp.  Ate  Fläche  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  gleichen  Buch- 
staben ohne  Zeiger  für  die  oben  allein  betrachtete  Fläche. 

Kommen  Brechungen  und  Reflexionen  vor,  so  wird  für  die  auf 
die  erste  Reflexion  folgende  Brechung  die  Richtung  des  Lichts,  die 
für  alle  Zeichen  maßgebend  ist,  von  rechts  nach  links  gehen.  Man 
zeichnet  dann  am  besten  eine  neue  Figur,  in  welcher  das  Licht 
wieder  von  links  nach  rechts  (o rtech reitet ,  und  gibt  allen  vor- 
kommenden Abständen  und  Winkeln  neue  der  umgekehrten  Lichl- 
richtung  angemessene  Zeichen.  In  dem  vorliegenden  Kapitel  werden 
«lir  aber  inuner  die  Richtung  des  auf  die  erste  Fläche  des  Systems 
fallenden  Lichtes  als  die  positive  ansehen,  die  positive  Richtung 
^er  Koordinatenachsen  also  unverändert  lassen. 

Sind  die  Flächen  nicht  zentriert,  oder  ist  ihre  gemeinsame 
i^ntrale,  die  Achse  des  Systems,  windschief  gegen  den  einfallendt^n 
Strahl,  so  genügen  die  angegebenen  Formeln  nicht  mehr.  Es  sei 
■iatür  auf  Seite  62—7 

Opük. 
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B.  Das  normal  einfallende  endliche  Büschel. 
Die  sphärische  Aberration. 

Kn  Strahlenbilschel,  ^yclche9  nach  dem  ganz  beliebigen  Punkte 
0  hinzielt  {oder  von  diesem  Punkte  ausgeht),  falle  auf  eine  Kugel- 
fläche,  deren  Zentrum  C  sei.  Verbinden  wir  C  mit  0  durch  eine 
Gerade,  so  genügt  es,  um  den  Verlauf  aller  Strahlen  des  Büschels 
Ozu  erhalten,  alle  in  einer  Ebene  £  durch  CO  enthaltenen  Strahle« 
des  BUschels  0  ins  Auge  zu  fassen.  Denn  man  kann  sich  das 
ganze  Büschel  durch  Rotation  der  in  dieser  Ebene  E  gelegenen 
Strahlen  um  die  Achse  GO  entstanden  denken.  Die  ganze  Erscheinung 
ist  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Achse  CO. 

Ist  g  ein  beliebiger  Strahl  des  in  M  liegenden  Büschels  0,  so 
liegt  der  zugehörige  gebrochene  Strahl  g'  ebenfalls  in  E.  Läßt 
man  beide  Strahlen  mit  der  Ebene  E  um  die  Achse  CO  rotieren, 
so  erzeugt  jeder  von  ihnen  einen  Kegel.  Die  Spitze  des  Kegels 
der  einfallenden  Strahlen  ist  0,  die  Spitze  des  Kegels  der  gebrochenen 
Strahlen  ist  der  Punkt  0',  in  welchem  g'  die  Achse  CO  schneidet. 
Die  Lage  dieses  Punktes  0"  wird  durch  die  Formeln  Seite  128  be- 
stimmt, hängt  also  im  allgemeinen  vom  Achsenwinkel  «  des  einfallen- 
den Strahles  g  ab.  Denken  wir  uns  die  Gesamtheit  aller  von  0 
ausgehenden  Strahlen  in  eine  Reihe  solcher  Kegel  mit  gemeinsamer 
Spitze  0  zusammengefaßt,  so  entsprechen  denselben  nach  der  Brechung 
wieder  eine  Reihe  von  Kegeln  mit  gleicher  Achse,  aber  im  allge- 
meinen verschiedener  Spitze.  Strahlen,  welche  die  Achse  unter 
gleichem  Winkel  m  treffen,  werden  nach  der  Brechung  streng  in 
einem  Punkte  vereinigt,  Strahlen,  welche  die  Achse  unter  ver- 
schiedenem Winkel  schneiden,  im  allgemeinen  nicht. 

Um  diese  Tatsache  und  die  Beziehung  zwischen  u  und  «'  noch 

deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  beachten  wir,  daß  in  der  Formel 

n'{«'-r)_r,(s-r) 

P'  P 

p"  =  (S  —  r)*  -j-  *■*  +  2  r  (»  —  r)  cos  f 

ist  und  ebenso 

l>"  =  (^-rr  +  r'  +  2r(»'-r)cosy. 
Hieraus  ist  ersichtlich,  daß  zu  gleichen  Werten  von  8  verschiedene 
Werte  von  «'  gehören,   je  nach    der  Größe  von  <p,    dem  Öffnungs- 
winkel der  Strahlen  g.    Diese  Verschiedenheit  der  Lage  der  Spitzen 
der  Kegel  der  gebrochenen  Strahlen  bezeichnet  man  als  „sphärische 
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Aberration"  oder  „Kugelab weichung"  (s.  das  nächste  Kapitel),  Wie 
wir  bereits  früher  gesehen  haben,  kann  man  FlRchen  anderer  Gestalt 
angeben,  welche  die  Eigenschaft  haben,  ein  honio  zentrisch  es  Büschel 
von  g^ebener  Lage  und  beliebiger  ÖTfnung  durch  Brechung  wieder 
in  ein  homozentrisches  überzuführen  („cartesische  Flächen"  s.  S.  23), 
Die  Kugel  gehört  zu  ihnen,  insofern  sie  Büschel  von  bestimmter 
Lage  ebenfalls  homozcntrisch  vereinigt. 


C.  Das  normal  einfallende  Elementarbüschel.    Aclisenpunkte. 

Entwickelt  man  cos  ip  nach  Potenzen  von  ip,  so  sieht  man 
weiterhin,  daß  für  solche  Werte  von  q>,  deren  Quadrate  und 
höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden  können  gegen  I, 
p=s  und  p'^s'  wird;  also  unter  Berücksichtigung  der  oben 
(Ö.  43)  eingeführten  Bezeich nungs weise : 

n{s  —  r) n'  (s'  —  r) 

s  s' 

Innerhalb  eines  Strahlen  kegeis  von  dem  angegebenen  öffnungs- 
winkcl  findet  also  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  s  und  s' 
statt,  d.  h.  homozcntrlsche  Vereinigung  der  gebrochenen  Strahlen 
und  damit  zunächst  wenigstens  für  die  auf  der  Achse  gelegenen 
Punkte  eine  „Abbildung"  in  dem  von  uns  früher  gebrauchten  Sinne. 

Die  Strahlenvereinigung  bei  der  Brechung  eines  normal  ein- 
fallenden Büschels  an  einer  Kugelfläche  ist  von  , .zweiter  Ordnung", 
wie  man  sagen  kann,  um  auszudrücken,  daU  e^  die  zweite  Potenz 
von  <p  (oder  t»)  ist,  welche  man  vernachlässigen  muß,  um  die  Ein- 
deutigkeit der  Beziehungen  zu  erhalten.  Da  übrigens  unter  Ver- 
nochlkssigung  der  Größen  dieser  Ordnung  die  Kugel  zusammenfällt 
mit  jeder  sie  im  Scheitel  berührenden  Rotationsfläche  anderer  Gestalt, 
so  gilt  das  gefundene  Resultat  mit  gleicher  Annäherung  auch  für 
solche,  und  ea  bedeutet  dann  in  den  Formeln  r  den  Krümmungs- 
halbmesser der  betreffenden  Fläche  im  Scheitel. 

p'     n'c' 

Nebenbei  mag  darant  hingewiesen  werden,  dafl  die  Gleichung  — -  ^ , 

welche  ja  für  jedes  Pa»r  entsprechender  Punkte  auf  der  Aohae  gilt,  für  zwei 
solche  Paare  ÖiO,'  und  0^0,   geechrieben  worden  kann  in  den  Formen 
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wenti  tnan  beachtet ,  da.8  fUr  Strahlen ,  welohs  dar  Achse  nahe  liegen  p  ^=  9, 
p'— s'ist.  Diese  Gleichungen  besagen  aber,  da£  OiSCOi  und  O^SCO,' 
gleiches  Doppelverhältitis  haben,  also  projektivisch  sind,  ebenso  ist  0,SCO,' 
projektivisch  zu  0,SCOi'  u.  9,  w.  Auf  Qmnd  dieser  Beziehung  lassen  sich 
die  Gesetse  der  Abbildung  durch  Brechung  enger  Büschel  an  zentrierten  Kn  gel- 
fl&chen  in  sehr  eleganter  Form  entwickeln,  wenn  man  sich  auf  die  ersten 
Elemente  der  projektiviHchen  Geometrie  stützt.  Das  ist  der  von  Möbiob  (<0, 
Lippich  (i.),  Bbck  U>)  und  Hankel  (!•  im.)  eingeschlagene  Weg. 

Die  Gleichung  w' f—  ^  « —  1  welche  die  Beziehung  zwischen 

konjugierten  Punkten  auf  der  Achse  darstellt,  kann  leicht  auf  die 
„optische  Invariante"  I  zurückgeführt  werden.  Man  versteht  unter 
der  optischen  Invariante  den  Wert 


welcher  bei  der  Brechung  unverändert  bleibt.    Für  unendlich  kleine 
Winkel  wird  dieser  Ausdruck 


Nun  ist  aber  i=^(p  —  tt,  i'  =  <p  —  u'  und,  weil  die  Winkel  unendlich 
klein  sind: 


Setzt  man  diese  Werte  in  ni  =  n'i  ein,  so  erhält  man,  we 
die  Gleichung  noch  beiderseits  durch  k  dividiert,  wie  auf  J 


Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  obigen,  da  für  die  hier 
betrachteten  Strahlen  p  =  s  und  p'^s'  ist,  nur  durch  den  Faktor 

— .     Man  kann  sie  auch  auf  die  Fonn 
r 

"'-"  =  -^-  (la) 

s       s  r  ^    ' 

bringen,  welche,  wenn  man  die  Differenz  der  Werte  eines  Ausdrucks 
nach  und  vor  der  Brechung  durch  ein  vorgesetztes  A  bezeichnet, 
kürzer  geschrieben  werden  kann: 
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D.  Die  Nullinvariante. 

Wir  nennen  den  Ausdruck  n[ /'^"'l *)  **'ö  Nullin- 
variante und  bezeichnen  ihn  mit  Q,.  Er  wird  in  der  Theorie  der 
Aberration  vielfach  gebraucht.  Einige  dort  zu  benutzende,  aul  ihn 
bezügliche  Formeln*)  mOgen  gleich  hier  abgeleitet  werden. 

Es  IB.  «  =.(i-l)  =  n'(i-^i)  also, 
1_1       «. 


«, 


Subtrahiert  man  die  zweite  Gleichung  v 
unter  Benutzung  des  Zeichens  J: 


4 


Dividiert  man  die  erste  Gleichung  durch  «',  die  zweite  durch  n 
und  subtrahiert   dann  die    zweite  von  der  ersten,    so  findet   man: 


&)■ 


ns       r     \n/        ' 
Quadriert  man  endlich  jede  der   beiden  Gleichungen  und  sub- 
trahiert dann  wieder  die  zweite  von  der  ersten,  so  kommt: 

oder,    indem   man  nach  Q,*  J  -,    auflöst    und  für  Q,A—  den  Wert 
—  d—  einsetzt 


*i  Diese  Formeln  sind  mir  Ton  den  Herren  A.  EÖNIQ  und  M.  votr  BOHB 
mit^teilt  worden,   auf   deren  Wunsch   sie  an   diesem  Orte   bewiesen  werden. 
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'      rr  r      s  s* 


li,A- 


B.  Die  Abbildung  von  aufieraxlalen  Punkten  und  FISchen 
durch  genau  normal  einfallende  Elementarbüschel. 

Die  Abbildung,  welche  wir  bisher  untersucht  haben,  betrifft 
nur  die  Punkte  je  einer  Kagelzentralen.  Die  betreffenden  Beziehungen 
gelten  nun  aber  für  jede  solche  Zentrale  mit  gleichem  Rechte  und 


rmenlHtaKheL 


in  gleicher  "Weise.  Führt  man  also  —  sei  es  in  Gedanken,  sei  es 
tatsächlich  —  eine  solche  Beschränkung  der  wirksamen  Strahlen- 
kegel  ein  (Fig.  38),  daß  deren  Achsen  sämtlich  durch  C  gehen  und 
ihre  Öffnungen  sehr  klein  sind,  so  würde  durch  Brechung  an  einer 
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einzigen  Kugelfläche  mit  der  angegebenen  Näherung  eine  ÄbbUdung 
des  ganzen  Baumes  vom  Index  n  vor  der  Kugel  in  den,  teils  hinter 
der  brechenden  Fläche  vorhandenen,  teils  vor  ihr  liegenden  virtuellen 
Kaom  vom  Index  n'  gegeben  sein. 

Aus  der  Nullinvariante  ergibt  sich  leicht,  daß  um  C  im  Objekt- 
raum  beschriebenen  Kugeln  ebenfalls  um  C  beschriebene  Kugeln 
im  Bildraum  entsprechen.  Entsprechende  Figuren  auf  diesen  Kugeln 
sind  ähnlich  und  perspektivisch  mit  C  als  perspektivischem  Zentrum, 
denn  die  entsprechenden  Punkte  liegen  auf  Strahlen  durch  C.  Den 
unendlich  fernen  Elementen  entsprechen  die  Elemente  einer  um  0 
als  Zentrum  beschriebenen  Kugel.  Einer  Ebene  entspricht,  wie 
leicht  zu  beweisen  ist,  eine  Botationsfläche  zweiten  Grades.  Eine 
Äbbildungsachse  ist  nicht  vorhanden,  da  alle  Zentralen  gleichbe- 
rechtigt Bind. 

Diese  Sätze  zeigen,  daQ  die  betrachtete  Abbildung  nicht  zu 
den  im  vorigen  Kapitel  betrachteten  kollinearen  Abbildungen  gehOrt. 
Es  treffen  aber  auch  die  dort  gemachten  Voraussetzungen  hier  nicht 
alle  zu.  Zwar  entspricht  einem  Punkte  0  ein  einziger  Punkt  0*, 
aber  Strahlen,  welche  mit  der  Zentralen  durch  0  einen  endlichen 
■Winkel  einschließen,  gehen  im  allgemeinen  infolge  der  sphärischen 
Aberration  nicht  durch  den  0  entsprechenden  Punkt  0*  hindurch. 
Für  diese  Strahlen  kann  also  auch  die  KoUineation  nicht  bestehen. 

Die  vorliegende  Abbildung  zerfällt  vielmehr,  wie  wir  nunmehr 
zeigen  wollen,  in  ein  Aggregat  von  unendlich  vielen  einzelnen  Ab- 
bildungen (mit  den  Zentralen  als  Hauptachsen),  von  welchen  jede 
die  Bedingungen  der  Kollinearität  in  einem  der  Achse  unendlich 
benachbarten  Räume  erfüllt. 


F.  Die  Beschränkung  auf  den  Fall  paraxlaler  Punkte. 
Die  kolllneare  Abbildung. 

Betrachtet  man  eine  dieser  Zentralen  OC,  so  werden,  wie  wir 
oben  sahen,  alle  auf  dieser  Zentralen  selbst  gelegene  Punkte  0 
in  Punkte  0'  derselben  Zentralen  abgebildet,  wenn  man  sich  auf 
Strahlen  beschränkt,  welche  mit  der  Achse  OC  unendlich  kleine 
Winkel  bilden.  Gehen  wir  nun  zu  einem  Punkte  0^  (Flg.  39)  über, 
welcher  zwar  außerhalb  der  Achse,  dieser  aber  noch  unendlich  nahe 
liegt,  so  wird  auch  er  durch  Strahlen,  welche  der  Achse  OG  un- 
endlich naheliegen,  in  einem  Punkte  0/ abgebildet,  weil  alle  diese 
Strahlen  auch  seiner  eigenen  Zentralen  O^^C  noch  unendlich  nahe 
liegen. 
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Wir  können  uns  also  um  die  Achse  OC  herum  einen  unentUich 
dünnen  fadenförmigen  Raum  abgegrenzt  denken,  in  welchem  alle 
Bedingungen  der  Kollinearität  erfüllt  sind :  jedem  Punkte  des  einen 
Raumes  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  des  anderen  Raumes, 
einem  Strahl,  welcher  durch  drei  Punkte  des  Objektraumes  hin- 
durchgeht, entspricht  ein  Strahl,  welcher  durch  die  entsprechenden 
Punkte  des  Bildraumes  hindurchgeht.  Das  letzte  gilt  indessen  nur 
insoweit,  als  dieser  Strahl  mit  der   ursprünglichen  Abbildung^achse 


einen  unendlich  kleinen  Winkel  einschließt,  so  daß  er  den  Zentralen, 
welche  von  jedem  dieser  drei  Punkte  ausgehen,  unendlich  nahe  liegt. 

Beschränken  wir  uns  auf  Punkte  und  Strahlen  der  gedachten 
Art,  welche  wir  paraxiale  Punkte  und  Strahlen  nennen  wollen,  so 
gelten  für  dieselben  alle  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Gesetze. 
Es  erübrigt  nur  noch,  dieselben  auf  den  speziellen  hier  vorliegenden 
Fall  anzuwenden. 

Wir  haben  absichtlich  oben  diesem  Fall  der  paraxialen  kotliuearen  Ab- 
bildung eine  nicht  kolliDeare,  wenn  auch  weniger  beschrankte  Abbildung  vor- 
an gescliiclit,  um  an  diesem  Beispiele  zu  zeigen,  wann  die  im  vorigen  Kapitel 
abgeleiteten  allgemeinen  Gesetze  Anwendung  finden  und  wie  ihr  Geltungs- 
bereich EU  bestimmen  ist. 

0.  Die  Qrundfaktoren  der  Abbllduns  durch  eine  brechende 
Kugelfläche. 

Die  Achsen  des  Objekt-  und  des  Bildraumes  fallen  hier  zu- 
sammen mit  der  Kugelzcntralen ,  welcher  alle  betrachteten  Punkte 
und  Strahlen  benachbart  sein  sollen.  Denn  erstens  erfüllt  diese 
Zentrale  die  Bedingung,  sieh  «olbst  konjugiert  zu  sein  (ein  senkrecht 
auf  die  Kugelfläche  fallender  Strahl  geht  ungebrochen  weiter). 
Zweitens  werden  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  Linie  abgebildet  in 
ebensolche.  In  der  Tat  haben  wir  ja  gesehen,  daß  bei  der  nicht 
kotlinearen  Abbildung  dureh  beliebige  ,, zentrale"  Büschel  {S.  134), 
um  den  Kngelmittelpunkt  konzentrische  Kugelflächen  abgebildet 
werden  in  ebensolche.    Für  den  einer  Äcliso  unendlich  nahen  Ranm 
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sind  nun  beide  Abbildungsweiscn,  die  oben  uud  die  zuletzt  betrachtete, 
dem  Abbildungijvor gange  und  daher  auch  dem  Kosultate  nach 
identisch.  In  diesem  besehrankten  Oebicte  aber  kann  die  zur  Achse 
nonnale  Kngelfläche  identifiziert  werden  mit  dem  zu  ihr  senkrechten 
Ebenenelement. 

Jeder  Punkt  des  Abbilduugsraumes  (des  Kaumes  nahe  der 
Aclise)  kann  angesehen  werden  als  Punkt  des  Objekt-  wie  des  Bild- 
raunies  —  ein  Verhältnie,  welches  wohl  im  ideellen  Falle,  aber 
durchaus  nicht  bei  jeder  Vei-wirklichungsweise  optischer  Abbildung 
bfsteht.  Je  nach  seiner  Lage  zur  brechenden  Fläche  ist  jeder  Punkt 
al>er  „reeller"  oder  ,, virtueller"  Brennpunkt  eines  Büschels,  und  zwar 
enthält  beim  Falle  der  Brechung  der  Eaum  vor  der  brechenden 
Fläche  die  reellen  Objektpunkte,  der  Raum  hinter  ihr  die  reellen 
Bildpunkte;  im  Falle  der  Spiegelung  liegen  für  Objekt  und  Bild- 
raum die  reellen  Punkte  vor,  die  virtuellen  hinter  der  FlÄche. 

&nS  Grand  dieser  ÜberleguDg  und  der  schoti  abgeleiteten  Beziehung  fUr 
konjoffierte  Abszissen  Ituaen  sich  nanmehr  auf  indaktivem  Wege  für  die  be- 
trachtete Art  der  Abbildung  an  einer  Flache  sowohl  als  an  beliebig  vielen 
die  allgemeinen  Abbildungsgesetze  ableiten,  weluhe  wir  im  vorigen  Abschnitt 
deduktiv  hergeleitet  haben.  Dies  ist  der  von  Gadss  und  Hblmholtz  nnd  seit- 
dem von  der  überwiegenden  Mehrzahl  der  Aatoren  ein^teschlagene  Weg.  Wir 
Dnsererseita  sind  bereits  im  Besitze  der  allgemeinen  Resultate  nnd  wenden 
dieselb«n  nnr  durch  Speiialisierung  auf  den  vorliegenden  Fall  an. 

Die  Brennebenen  sind  nach  unserer  Definition  die  Bilder  der 
unendlich  entfernten  Ebenen.  Ihre  Lage  zum  Scheitel  der  brechen- 
den Fläche  finden  wir,  indem  wir  in  dem  Ausdrucke  (la)  das  eine 
Mal «',  dtia  andere  Mal  s  =  00  setzen.    Man  erhält  demnach: 

Scheitelabstände  der  Brennpunkte  F  und  F'  einer  KugeltlÄcbe 
vom  Radius  r-. 

SF ~  SF'  =  +  -,"  ^- . 

n  — n  »  — n 

Femer  ist  nach  der  Seite  103  gegebenen  Definition  der  Brennweiten 

tgw  tg«' 

let  nun  B  der  Einfallspunkt  eines  in  dem  Abstände  h  von  der  Achse 
zu  ihr  parallel  einfallenden  Strahles,  und  fällen  wir  von  B  ein 
Perpendikel  auf  die  Achse,  so  fällt,  weil  dcT  Öffnungswinkel  des 
Strahles  unendlich  klein  sein  soll,  der  FuBpunkt  dieses  Perpendikels 

mit  dem  Scheitel  S  zusammen  und  es  ist  y=r  =  tg  «',  also  f  =  —SI*. 


,y  Google 


138  Cnlmann,  Dia  Bealisiemiig  der  optischen  Äbbildnng. 

EbenEO  findet  man  f^  —  SF.  Die  Brennweite  des  Objekt- 
raumes  ist  gleich  dem  negativ  genommenen  Scfaeitelab- 
stand  dcB  Objektbrennpnnktes,  die  des  Bildranmes  gleich 
dem  ebentalU  negativ  genommenen  Scbeitelabstand  des 
Bildbrennpnnktes.  (Dieser  Umstand  erklärt  die  Einiflbrang  des 
Wortes  „Brennweite"  für  eine  Konstante,  die  sich  uns  als  das  Ver- 
hältnis zweier  Größen  darbot.) 
Es  ist  also 

somit:  f:f  =  —  n:n'. 

Diese  Gleichung  zeigt,  daJl  bei  der  dioptrischen  Abbildung  die 
Brennweiten  stets  entgegengesetztes  Vorzeichen  besitzen  und  dafi 
ihr  Verhältnis  —  von  dem  wir  bereits  wissen,  daß  es  konstant  ist 
—  gleich  dem  Verhältnis  der  Indices  der  Medien  ist,  auf  welche 
sie  sieh  beziehen.  Die  erste  Folgerung  reiht  die  hier  betrachtete, 
dioptrische  Abbildung  in  die  frtlher  unterschiedene  Hauptgattung 
der  rechtwendigen  (s.  S.  93  und  123). 

Femer  ergibt  sieh  aus  den  Ausdrücken  für  f,  in  welchen  FUllen 
die  Abbildung  durch  eine  Fläche  eine  ,, kollektive",  in  welchen  sie 
eine  „dispansive"  in  dem  früher  gebrauchten  Sinne  ist.  Nämlicb 
die  Abbildung  durch  eine  einfache  Brechung  ist,  wenn 

n'>n  und  r>Ol    .       ^  „  ^. 

'^  j     'S  „  }  eme  ko  ektive, 

n  <_  n  und  r  ■<  0  J  ' 

umgekehrt,  wenn 

n'>n  nnd  »-<0l 

rt'<B  und  r>o] 

Die  Ausdrücke  „kollektiv"  und  ,,dispanBiv"  finden  ihre  an- 
schaulichste Begründung  in  der  Modifikation,  die  jedes  einzelne 
Strahlenbttschel  in  dem  einen  oder  anderen  Falle  erleidet.  Denn 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wird  ein  Strahlen büschel  durch 
Brechung  an  einer  kollektiven  Fläche  stets  konvergenter,  durch  die 
an  einer  dispansiven  stets  divergenter. 

Nennen  wir  nftmlich  mit  IIelhholtz  n'u'  und  ru  die  optische 
Konvergenz  vor  und  nach  der  Brechung,  so  ist,  da  t  =  y  — m, 
i'  =  tf  —  u'  und  für  unendlich  kleine  Winkel  n'i^  =  ni  ist! 

die  Änderung   der   optischen   Konvergenz    ist  also  ■ 


1  eine  dispai 
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von  der  Entfernung  des  lenchtenden  Panktes  —  der  vom  Strahl  in 

Anspruch  genommenen  Öffnung  q>  der  Kugel  proportional.    y  =  — 

hat  dasselbe  Zeichen  wie  r  (wir  nehmen  hier  an,  A  sei  immer  positiv) 
die  optische  Konvergenz  nimmt  also  zu,  wenn  »'>n  und  r>0 
oder  wenn  b'<^b  und  t"<;0  ist,  d.  h.  wenn  das  stärker  brechende 
Medium  an  der  konkaven  Seite  der  Kugel  liegt.  (Dabei  kann  der 
Achscnwinkel,  welcher  auch  wohl  als  Maß  für  die  Konvergenz  an- 
gesehen wird,  zu-  oder  abnehmen.) 

Alle  anderen  Maßbestimmungen  der  Abbildung  durch  eine  ein- 
fache Brechung  lieSen  sich  zwar  ans  den  gemachten  Annahmen 
speziell  für  den  vorliegenden  Fall  ableiten,  sie  folgen  für  uns  aber, 
wie  gesagt,  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Äbbildungsgleichungen, 
die  hier  ohne  weiteres  anwendbar  sind.  Man  hat  für  f  und  f  die 
oben  gefundenen  Werte  einzutragen  und  die  Lagen  von  F  und  F* 
zu  berücksichtigen. 

Man  sieht  dann  u.  a.,  daß  im  Scheitel  der  brechenden  Fläche 
beide  Hauptpunkte  zusammenfallen,  im  Mittelpunkte  beide  Knoten- 
punkte. 

Weil  die  Hauptpunkte  mit  dem  Scheitel  zusammenfallen,  also 
Ä  = «  und  Ä'  =  s'  wird,  so  nehmen  die  Gleichungen  (29)  auf 
Seite  111  unter  Benutzung  der  Gleichung  f-.f'^^  —  n-.n',  jetzt  fol- 
gende Gestalt  an: 

(  +  /:+i_o,    ß-"-^,   r-'-,. 

S     '     S     '  '^         ns         '         S 

Die  Diskussion  der  Abbildung  durch  einfache  Brechung  hat 
insofern  ein  besonderes  Interesse,  als  für  Gauss,  wie  wir  bereits  an 
einer  anderen  Stelle  bemerkten,  bei  Aufstellung  seiner  Theorie  er- 
sichtlich und  ausgesprochenenuaßen  das  Bestreben  leitend  war,  die 
Abbildung  durch  ein  beliebiges  System  von  brechenden  und  spiegeln- 
den Flächen  mSglichst  vergleichbar  zu  machen  und  durch  ähnliche 
AnGdrücke  darzustellen,  wie  die  durch  eine  einzige  solche  FlAche, 

H,  Di«  Brechung  an  einer  Ebene. 

Die  für  die  Ebene  gültigen  Formeln  können  sehr  leicht  direkt 
abgeleitet  werden,  wir  wollen  sie  hier  aus  den  für  die  Kugel  ge- 
wonnenen Ausdrücken  herleiten,  indem  wir  r=oo  setzen.  Die 
Brennpunkte  fallen  dann  ins  Unendliche,  die  Brennweiten  werden 
unendlich  groß;  die  Abbildung  wird  also   eine  teleskopische.     Das 
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Verhtlltnis  der  beiden  Brennweiten  bleibt  aber  endlich,  ea   ist  ii 
noch  f:f  =  —  n:n'. 

Gleichung  (la)  aul  S.  132  gibt: 

n'       n  s'       »' 

—  =  —  oder  —  =  — . 
SS  s       n 

Die  von  der  Fläche  aus  gemessenen  Bild-  und  Objektabatände 
sind  proportional  Tür  alle  Werte  dieser  Abstände.  Bild  und  Objekt 
liegen  auf  gleicher  Seite  der  Fläche,  da  n'jn  für  die  Brechung  stets 
positiv  ist.  Nach  den  obigen  Gleichungen  wird  die  Lateral  Vergröße- 
rung^^! und  das  Konvergenz  Verhältnis  ;■=-/. 


I.  Die  Reflexion  an  einer  sphSrlschen  Fliehe. 

Die  Formeln  für  die  Reflexion  erhall  man  aus  den  für  die 
Bi-echung  gültigen,  indem  man  —  =  —  1  setzt.     Es  wird  dann : 

SF=  SF'  =  ~ 

Beide  Bi-enn punkte  fallen  im  Halbierungspunktc  des  nach  dem 
Scheitel  gerichteten  Kadiusvektor  zusammen.  Die  beiden  Brenn- 
weiten sind  gleich  gi'ofl  (und  zwar  ^^  —  rj2).  Dabei  ist  angenonimeii, 
daß  die  positive  Richtung  auf  der  Achse  immer  von  links  nach 
rechts  geht,  also  im  Bildraum  nicht  mit  der  Lichtrichtung  zusammen- 
fällt. Die  Koordinatensysteme  des  Objekt-  und  Bildraumcs  fallen 
vollständig  zusammen,  es  liegt  also  der  am  Schlüsse  des  vorigen 
Kapitels  S.  123  behandelte  Fall  vor,  daß  die  Achsen  beider  Räume 
parallel  laufen,  und  die  Abbildung  ist  rüekwendig,  weil  die  Brenn- 
weiten gleiches  Zeichen  haben. 

Da  f  und  r  entgegengesetztes  Zeichen  liaben,  so  ist  die  Ab- 
bildung eine  kollektive  für  negatives  r,  d.  h.  für  Spiegel,  welche 
dem  Licht  ihre  konkave  Seite  zukehren.  Die  Abbildung  ist  eine 
dispansivo,  wenn  der  Spiegel  dem  Lichte  seine  konvexe  Seite  zu- 
wendet. 

Die  Gleichung  für  die  optische  Konvergenz  wird 

»'  +  «  =  27'. 
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Bei  der  Deutung  dieser  Gleichung  ist  aber  zu  bedenken,  daß  der 
Winkel  «'  nur  die  Lage  des  reflektierten  Strahles  und  nicht  seine 
Richtung  angibt.  Berücksichtigt  man,  daB  sich  die  Richtung  des 
Lichtes  bei  der  Spiegelung  umkehrt,  so  sieht  man,  daB  bei  positivem 
«'  die  Strahlen  vom  Spiegel  aus  divergieren,  wahrend  positives  w 
Konvei^enz,  negatives  Divergenz  bedeutet.  Schreibt  man  daher 
die  obige  Gleichung  «'  — (— M)  =  2y,  so  sagt  sie,  daß  die  optische 
Divergenz  der  Strahlen  bei  der  Reflexion  um  2(p  zunimmt.  Für 
den  Konvexspiegel  ist  (p  positiv,  er  vermehrt  die  Divergenz,  für 
den  Konkavspiegel  ist  ip  negativ,  er  vermindert' die  Divergenz. 

Da  die  Brennpunkte  für  Bild-  und  Objektraum  zusammenfallen 
und  die  Brennweiten  für  beide  Räume  gleich  groß  sind,  so  entspricht 
einem  gegebenen  Punkte  0  immer  derselbe  Punkt,  gleichviel,  ob  er 
als  Punkt  des  Objekt-  oder  als  Punkt  des  Bildraumes  betrachtet 
wird.  Objekt  und  Bildraum  liegen  involutorisch ,  wie  man  in  der 
üeometrie  der  Lage  zu  sagen  pflegt. 

Die  Gleichung  für  die  Scheitelabstände  wird  für  die  Spiegelung! 
1,1  12 


Die  Lateralvergrößerung :  ß^= . 

Das  Konvergenzverhftltnis :  y^=  —  . 

J.  Die  Reflexion  an  einer  Ebene. 

Um  zur  Ebene  überzugehen,  haben  wir  wiederum  r^oo  zu 
setzen,  es  wird  dann 

s^  —  s,       ß^-\-l,       >•-=  — 1. 

Objekt   und  Bild   liegen   symmetrisch   zur  spiegelnden   Ebene  und 
sind  gleich  groß. 

Bei  der  Reflexion  an  der  Ebene  ist,  wie  eine  ganz  einfache 
Betrachtung  lehrt,  die  Abbildung  weder  in  bezug  auf  das  Gebiet 
noch  in  bezug  anf  die  wirksamen  Strahlen  auf  den  ladenförmigeix 
Raum  beschränkt,  der  um  je  eine  zur  Fläche  senkrechte  Gerade 
hemm  gelegen  ist,  sondern  sie  findet  in  jeder  beliebigen  Aus- 
dehnung in  gleicher  Weise  statt  und  wird  durch  beliebig  weite 
Strahl  enb  Ilse  hei  in  aller  Strenge  verwirklicht.  Es  ist  dies  der 
einzige  Fall,  in  welchem  eine  Abbildung  in  solcher  Ausdehnung 


,y  Google 


142  Culmanu,  Bis  Bealisiening  der  optischen  Abbildung. 

Btattfindet.  Da  er  aber  für  die  Abstufung  der  Lage-  und  Jlaß- 
beziehungen  der  beiden  AbbildungBräome  gar  keinen  Spielraum 
offen  läßt,  80  ist  er  natürlich  nur  von  beschränktem  Nutzen  für 
den  Zweck,  welchem  die  „optischen  Instrumente"  überhaupt  dienen. 
Die  Spiegelung  an  einer  (oder  mehreren)  Ebenen  ist  ein  Mittel,  um 
ein  Objekt  oder  ein  von  anderen  optischen  Systemen  entworfenes 
Bild  in  unveränderter  Gestalt  an  eine  andere  Stelle  des  Raumes 
zu  versetzen.  Das  von  einer  ungeraden  Anzahl  ebener  Spiegel  ge- 
lieferte Bild  ist  dabei  symmetrisch  gleich,  das  von  einer  geraden 
Anzahl  gelieferte  kongruent  dem  Objekt,  wie  sich  aus  dem  obigen 
von  selbst  ergibt.*) 


K.  Viele  brechende  Fliehen  (das  zentrierte  optische  System). 

Die  Abbildung  durch  Brechung  oder  Spiegelung  zentraler 
Elementarbüschel  an  einer  beliebigen  Zahl  von  sphärischen  Flächen, 
welche  die  Grenzen  von  Medien  verschiedener  Brechnngsexponenten 
sind,  folgt  aus  der  durch  je  eine  solche  Fläche  bewirkten  und 
unseren  allgemeinen  Gesetzen  der  kollinearen  Abbildung  und  Kom- 
bination von  solchen  Abbildungen.  Wenn  auf  die  betrachtete  erste 
Fläche  eine  zweite  folgt,  deren  Mittelpunkt  innerhalb  des  faden- 
förmigen Raumes  liegt,  in  weichem  allein  jene  eine  kollineare  Ab- 
bildung zustande  bringt,  so  kann  der  Bildraum  der  ersten  Fläche 
angesehen  werden  als  Objektraum  der  zweiten,  denn  die  Achsen 
und  Strahlen  aller  einfallenden  Büschel  bilden  dann  sehr  kleine 
Winkel  auch  mit  den  Zentralen  dieser  Fläche  u.  s.  f.  für  beliebig 
viele  aufeinander  folgende  Flächen.  Wenn  die  Mittelpunkte  dieser 
Flächen  nicht  nur  innerhalb  des  für  die  erste  Fläche  in  Betracht 
kommenden  fadenförmigen  Raumes  liegen,  sondern  sämtlich  auf 
derselben  Geraden,  so  nennt  man  die  Flächen  zentriert.  Die 
betreffende  Gerade  ist  dann,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen 
ohne  weiteres  folgt,  selbst  die  Hauptachse  der  Abbildung,  auch 
Achse  des  Systems  genannt. 

Die  Lage  der  Brennpunkte  eines  solchen  Systems  läßt  sich 
unschwer  berechnen,  sei  es  durch  sukzessives  Anwenden  einer  der 
Formeln  l  oder  1  a,  sei  es,  indem  man  diese  in  Form  eines  Ketten- 

*)  Naberes  über  die  durch  mehrfache  Spiegelung  (aogen.  Wiakelspiegel) 
Bntworfeuen  Bilder  siehe  in  den  Lehrbüchern  der  geometriachen  Optik  von 
Lloyd  (/.),  Pabkinbon  ((.],  Mkisel  (J.),  Heath  (1.9.3.)  n.  ».  Die  speiielle 
Literatur  zitiert  H.  MAifaEB  (i.),  gelegentlich  der  Diskusaioa  einiger  besonden 
intaresaonter  Fragen,  die  sieb  an  dieses  Instrument  kntlpfen. 
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braches  brin^,  sei  es  endlich,  indem  man  von  den  Determinanten 
Gebraach  macht.  Gleiches  gilt  für  die  Berechnung  der  Brenn- 
weilen f  und  f  des  zusammengesetzten  Systems.  Wir  wollen  uns 
hierbei  nicht  länger  aalhalten,  da  wir  diese  Aufgabe  im  Prinzip 
schon  im  vorigen  Abschnitt  (S.  119)  gelöst  haben,  und  verweisen 
hier  nochmals  auf  die  daselbst  zitierte  Literatur,  welche  das  be- 
treffende Problem  mehr  unter  dem  speziellen  Gesichtspunkte  be- 
handelt, unter  welchem  es  sich  uns  hier  darbietet,  als  unter  dem 
allgemeineren,  von  dem  aus  wir  es  damals  betrachteten. 


Es  möge  hier  nur  im  Vorbeigehen  angegeben  werden,  wie 
man  ans  den  im  vorigen  Kapitel  berechneten  Schnittweiten  die 
Brennweite  erhalten  kann.  Bezeichnen  wir,  wie  dort,  mit  Sy  und 
»,'  die  Schnitlweiten  vor  und  nach  der  Brechung  an  der  vten  Fläche, 
mit  K  die  Höhe,  in  welcher  der  Strahl  die  rte  Fläche  schneidet,  und 
geben  der  letzten  Fläche  des  Systems  den  Index  fc,  so  wird  nach 
der  Definition  der  Brennweite 


'  '  tg» 

Nun  ist  aber  nach  Fig.  40: 

».-1      C-i 
K          «, 

und  für  die  letzte  Fläclie 

üemnacli  wird 

„          •,'t,'t.'  .  . 

"k 

f= 
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Um  die  Objektbrennweite  zu  bestimmen,  hat  man  nur  einen 
parallel  zur  Achse  in  umgekehrter  Richtung  auf  das  System 
fallenden  Strahl  zu  verfolgen.  Natürlich  sind  dann  die  Zeichen 
der  neuen  Lichtrichtung  gemäß  zu  wählen  und  im  Kesultat  müiii>en 
die  Zeichen  wieder  geändert  werden,  wenn  man  zur  ursprünglichen 
Lichtrichtung  zurückkehrt.  Die  Gleichung  f-.f^  —  n-.n',  welche, 
wie  wir  gleich  zeigen  werden,  auch  für  zusammengesetzte  Systeme 
gilt,  kann  als  Probe  dienen. 

Die  Lateraivergröflerung  und  das  Kon vei^enz Verhältnis  lassen 
sich  ebenfalls  durch  die  Schnittweiten  der  Paraxialstrahlen  aus- 
drücken.    Wir  erhalten  mit  Benutzung  der  Gleichungen  auf  S.  139 


ohne  weiteres 
und  ganz  ahnlich 


L.   Zwei  von  L.  SEIDEL  herrQhrende  Formeln.     - 

An  dieser  Stelle  mögen  zwei  von  Seidei.  iS.)  aufgestellie 
Formeln  l'latz  finden,  welche  zwei  dasselbe  optische  System  durch- 
laufende paraxiale  Strahlen  in  Beziehung  zueinander  setzen. 
Diese  an  sich  interessanten  Ausdrücke  werden,  bei  der  Theorie  der 
sphärischen  Aberration  noch  gebraucht  werden. 

"Wir  verfolgen  je  einen,  von  zwei  verschiedenen  Achsenpunkten 
0,  und  Pj  ausgehenden  paraxialen  Strahl  dui'ch  das  ganze  op- 
tische System.  (Gewöhnlich  ist  0,  der  Punkt,  in  welchem  die 
Achse  die  Objektebene  und  P,  der  Punkt,  in  dem  sie  die  Eintritts- 
pupillc  schneidet.)  Vor,  respektive  nach  der  Brechung  durch  die 
yte  Fläche  möge  der  von  0,  ausgehende  Strahl  die  Achse  in  0, 
resp.  Oj  schneiden,  während  der  von  P^  ausgehende  sie  in  P,  resp. 
Py'  treffen  möge,  s,  und  s,'  seien  in  bezug  auf  den  Scheitel  S, 
der  rten  Fläche  die  Koordinaten  von  0,  und  0,',  x,  und  xj  die 
von  P,  und  P,'.  Der  von  0^  ausgehende  Strahl  durchstoße  <iie 
ftc  Fläche  in  der  Höhe  h,,  der  von  P,  ausgehende  in  der  Höhe 
yr;dy  bezeichne,  wie  immer,  den  Abstand  SvS,+i.     Dann  ist  naeli 
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Seite  43  u.  133,  wenn  wir  die  auf  0  resp.  P  bezüglichen  Nullinvarian- 
ten  der  vten  Flache  dnrch  die  Indices  s  und  x  unterscheiden: 


oder,  da 

s,  =  s;_i 

-ä.- 

,  i,=i;_,-ii,_. 

und 

n,^»; 

«..-«..=«;- 

l 

1              1 

t) 

'U- 

-<i,_,    x;_i-^i_ 

-»;_,(, ^-^-)'rrii:r=l=t.-li5L-_l(,,_,._Q._,.). 

\Ä,_,  Xy-lJ  3,X,  8yX.  ^*  ■  -^  ■   ' 

Statt   der  Verhältnisse  der  s  und  a;  kann  man  auch   die  Ver- 
hältnisse der  A  und  y  einfahren,  denn  es  ist: 


«,.-«..— "'^?if=J(<i.-,,.-«—,.) 

Geht  man  mit  Hilfe  dieser  Rekursion slormcl,  von  der  letzten 
Aten  Fläche  auf  die  ft— Ite,  von  dieser  auf  die  Ä— 2te  u.  a.  w. 
zorQck,  so  erhält  man  schließlich: 

Ferner  ist,  wie  aus  Fig.  40  folgt: 
und  ebenso: 
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Subtrahiert  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten,  so  er- 
hält man: 

oder  mit    V~    multipliziert; 

ifc:^_»,_j        V^fJ: 1\ 

*,_!     *,  K    \x',-i      •',-,/ 

oder  mit  Benutzung  der  Gleicbnng  (2): 

Denkt  man  sich  diese  Gleichung  fUr  v^k,  v^k — 1  ...  v  =  2 
angeschrieben  und  dann   sämtliche  Gleichungen  addiert,    so  erhält 

man,  wenn  man  noch  beide  Seiten  mit  —  multipliziert: 
Vi 

^^^  +  A,A,(Q.,-Q.,)2   Jr\  (3) 

Wenn  wir  die  Brechungsexponenten,  Badien  und  Picken  als 
gegeben  betrachten,  eo  bestimmen  die  vte  Nullinvariante  und  die 
rte  Schnitthöhe  eines  Strahles  seine  Lage  vor  und  hinter  der  rten 
Fläche,  denn  aus  den  Nullinvarianten  ergeben  sich  unmittelbar  die 
Schnittweiten ,  wie  umgekehrt  die  Schnitlweiten  die  Nullinvariante 
zu  berechnen  gestatten.  Ist  nun  der  Verlauf  eines  Strahles  be- 
kannt —  wii-  wollen  annehmen,  es  sei  etwa  der  von  0  ausgehende 
Strahl  durch  seine  Q,,  und  Ä,  gegeben  — :  so  kann  man  mit  Hilfe 
dieses  Normalstrahles  für  jeden  beliebigen  anderen  Strahl  aus  den 
Anfangswerten  y^  und  Qi «  unter  Anwendung  der  Formel  (3)  zuerst 
y^  und  dann  mit  der  Formel  (2)  Q» «  berechnen.  Man  kann  also  die 
Endlage  des  zweiten  Strahles  aus  seiner  Anfangslage  ableiten. 

Seidel  {2.)  benutzt  die  Formeln  zur  Ableitung  der  dioptrischen 
Grundforrael,  worauf  wir  hier  nur  verweisen  können. 

M.  Die  neLMHOLTZBche  Olelcbunf. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zum  Beweise  des  folgenden,  oben 
schon  erwähnten  wichtigen  Satzes: 
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In  jedem  optischen  Systeme  verhalten  sich  die  absoluten  Werte 
der  Brennweiten  f  und  f  des  Objekt-  und  Bildraumea ,  wie  die 
Brechnngsexponenten  n  und  n'  dieser  beiden  Räume.  Die  absoluten 
Werte  der  Brennweiten  sind  also  gleich,  wenn  erstes  und  letztes 
Medium  gleichen  Index  haben. 

Die  beiden  Brennweiten  haben  entgegengesetztes  Zeichen,  wenn 
nur  Brechungen  vorkommen  oder  die  Zahl  der  Spiegelungen  eine 
gerade  ist,  sie  haben  gleiches  Zeichen,  wenn  eine  ungerade  Zahl 
von  Spiegelungen  vorkommt. 

Zum  Beweise  des  Satzes  benutzen  wir  die  für  die  Zusammen- 
setzung optischer  Systeme  S.  120  gegebenen  Formeln;  wir  fanden  dort: 


.=(->,*-^ 

■Ji 

r^riu^ 

'  (  l)'-'}/'- 

2_h_ 

uu  ■ 

nun  ist  abernach  Seite  138 -;n-^ t^i  also: 

fr  n, 

f  __/     ,^'*^~'"l  «,    .  .  .  Wfc  ^      w^  «a    ■  ■  ■  n^ 

f  n/V  .  .  .  <  W  ..,«*" 

Sind  nur  Brechungen  vorhanden,  so  ist  n,'  =  M,+i,  also 

f_^ i iL 

/■' 
wenn  n^n,  den  Brechungaindex  vor  und  W  =  n^'  den  Brechungs- 
indes  nach  dem  ganzen  System  bezeichnet. 

Ist  die  vte  Fläche  eine  spiegelnde,  so  ist  —^^—1  n»-i-=m.-|-i; 
wir  erhalten  also  jetzt: 

/•_«_ 

Jede  Spiegelung  bedingt  einen  Zeichcuwechsel.  Die  Zusammen- 
setzung muß  man  sich  hier  so  durchgeführt  denken,  daß  immer 
die  ursprüngliche  Lichtrichtung  als  positive  Richtung  beibehalten 
wird,  selbst  wenn  infolge  der  Spiegelung  das  Licht  die  umgekehrte 
Richiung  eingeschlagen  hat.  Wir  denken  uns  die  Einzelbreunweiten 
sämtlicher   Flächen    für   die    ursprüngliche  Liclitriehtung   z.  B.  die 

10« 
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Richtung  von  links  nach  rechts  bestimmt  und  nennen  vordere  be- 
züglich hintere  Brennweite  die  dieser  Lichtrichtung  entsprechende 
Objekt-  bezüglich  Bildbrennweite.  Haben  wir  nun  infolge  der 
Spiegelung  eine  Fläche  von  rechts  nach  links  zu  durchlauten,  so 
wird  die  hintere  Brennweite  Objekt-,  die  vordere  Bildbrennweite, 
sie  behalten  aber  ihre  früheren  Zeichen. 

Seite  104  zeigten  wir,  daß  das  Produkt  der  LateralvergrößeruDg 

"?' 

in   diese  Gleichung  den   oben   für  das  Verhältnis  der  Brennwei 


und  des  Konvergenzverhaitnisscs  stets  gleich  — -j  ist.     Setzen  i 

f  _ 
f 


gefundenen  Wert  ~^  =  -j--^  ein,  so  erhalten  wir 


oder 

n'Q'«'  =  ±M^«.  (4) 

Das  positive  Zeichen  gilt,  wenn  nur  Brechungen  oder  eine 
gerade  Z^I  von  Spiegelungen,  das  untere,  wenn  eine  ungerade 
Anzahl  von  Spiegelungen  vorkommt. 

Man  pflegt  die  Gleichung  (4)  als  die  HBLMHOLTZ-LAGBAHOEScbc 
zu  bezeichnen.  Sie  sollte  richtiger  die  Smith -H&LHHOLTZsche  oder 
einfach  die  HELMHOLTZsche  Gleichung  heißen. 

Wenn  nur  Brechungen  vorkommen  und  n^n',  also  f^  —  { 
ist,  so  fallen  die  Hauptpunkte  mit  den  Knotenpunkten  zusammen. 
Spricht  man  in  diesem  Falle  vom  Zeichen  der  Brennweite,  ohne 
näher  zu  bestimmen,  von  welcher  Brennweite  die  Rede  ist,  so  ist 
stets  das  Zeichen  von  f  gemeint. 

Die  einfache  geometrische  Bedeutung,  welche  die  „Brennweiten" 
im  Falle  der  Brechung  an  einer  einzelnen  Fläche  —  und  auch  im 
Falle  der  Brechung  an  mehreren  Flächen,  wenn  diese  nach  ver- 
schwindenden Zwischenräumen  aufeinander  folgen  —  hat,  nämlich 
gleich  dem  negativen  Abstand  des  Brennpunktes  von  der  betreffenden 
brechenden  Fläche  zu  sein,  geht  bei  einem  System  von  Flächeü 
mit  endlichen  Zwischenräumen  verloren.  Die  Brennpunkte  und 
alle  anderen  früher  betrachteten  Kardinal  punkte  können  dann  gegen 
die  brechenden  Flächen  und  gegeneinander  selbst  jede  Lage  ein- 
nehmen, unter  Wahrung  der  früher  hergeleiteten  allgemeinen  Ge- 
setzmäßigkeiten.*) 

*)   Man    sehe   u.   a.   die   Diskussionen  von  MAirsiBsaiiN  (».]  und   Bbock- 
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N.  Linsen  endlicher  Dicke. 

Von  besonderer  praktischer  Wichtigkeit  ist  der  Fall  eines  aus 
zwei  brechenden  Flächen  bestehenden  Systcmes,  weiches  beidei^elts 
an  *?in  Medium  von  gleichem  Index  (den  wir  gleich  1  setzen  können) 
grenzt;  denn  die  künstlich  hergestellten  optischen  Instrumente  be- 
stehen fast  durchgängig  aus  solchen  binären  Systemen,  und  auch 
alle  anderen  lassen  sich  in  Gedanken  immer  in  solche  zerlegen. 
Man  nennt  dieselben  bekanntlich  Linsen. 

Je  nach  der  Krümmung  der  die  Linse  begrenzenden  Flächen 
nach  außen  unterscheidet  man  dieselben  als  bikonvexe,  bikonkave, 
plankonvexe,  plankonkave  und  konkav-konvexe.  Oft  wird  bei  der 
Bezeichnung  auch  die  Stellung  der  Linse  zu  den  einfallenden  Strahlen 
mit  angedeutet,  indem  die  Bezeichnung  der  Krtimmung  der  ersten 
Fläche  in  dem  Namen  vorangestellt,  also  zwischen  plankonvexen 
und  konvexplanen,  konkav-konvexen  und  konvex-konkaven  Linsen 
unterschieden  wird. 

Bezeichnen  wir  die  erste  und  zweite  Fläche  mit  den  Indices  1 
nnd  2,  so  ist,  wenn  wir  den  relativen  Brechungsexponenten  der 
Linsensubstanz  gegen  das  äußere  Medium  mit  n,  den  Schcitelabstand 
der  beiden  Linsenflächen  mit  d  (,,Dicke"  der  Linse)  bezeichnen; 


/;'  = 


-1 


Die  Abstände  der  Brennpunkte  der  einzelnen  Flächen  von  den- 
>elben  sind  gleich  den  negativ  genommenen  bezüglichen  Brennweiten, 
Die  Größe  A  =  -F,'  Fg  in  den  Formeln  für  die  Zusammensetzung 
zweier  koaxialer  Abbildungen  (der  Abstand  des  vorderen  Brenn- 
punkts des  zweiten  Systems  vom  hinteren  des  ersten)  wird  daher 
im  vorliegenden  Fall 

A  ■= -F,' S, -f  5j  5,  +  S,  F,  = /i' +  d  — /; 

«ler  nach  Einsetzung  der  obigen  Werte  für  f^'  und  f^ 

B_ 

M  — 1' 

wenn  zur  Abkürzung 


A- 
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gesetzt  wird.  TrÄ|rt  man  diesen  Wert  von  A  und  die  Werte  von 
fi,fi,ft  und  /■,'  in  die  S.  116  gegebenen  Formeln  ein,  so  erhäit 
man  für  die  Brennweite  der  Linse  die  Werte 

^^(n~l)ß  ^ (n-I}B~     '  ^' 

und  für  die  Abstände  der  Brennpunkte  der  Linse  von  dem  vorderen 
Brennpunkt  der  ersten,  bezüglich  von  dem  hinteren  der  zweiten  Fläche 

'-'■''■— ^      ''■-^.■^— 5^' 

Aus  a  und  o'  berechnet  man   dann   die  Abstände  der  Linsen- 
brennpuukte  von  den  zugehöiigen  Flächensclieiteln : 

r,(nr.  +  ü)) 


sr  —  S^F—S^F,  +F,F  = 


-1       (n—l)R  Cii-l)ü 

'■.(«'■,-«1 

-1  ^(»— l)Ji  (n-l)B    I 


(6) 


Haupt-  und  Knotenpunkte  fallen,  weil  n  =  n'  ist,  zusammen. 
Ihre  Koordinaten  inbezug  auf  die  Linsenbrennpnnkte  F  und  F"  sind 
/  und  f,  ihre  Abstände  von  dem  Linsenacheitel  also: 


(7) 


Oft  hat  man  es,  wie  wir  später  sehen  werden,  mit  dem  Rezi- 
proken   der  Objektbrennweite,  der   sogenannten  Stärke    der  Linse 


die  Krtimmungen  ^  =  e,  und  — ^ßgi  nach  obigem,  wie  folgt  aus; 

(8) 

Baylsioh  |9.  äff.l  leitet  eine  Formel  für  die  Brennweite  einer  Konvei- 
linae,  als  Funktion,  ihrer  freien  Öffnung,  Dicke  und  des  BrochungBeiponent*» 
direkt  aus  dem  Prinzip  der  gleichen  optischen  Längen  her.  Wenn  die  ebene 
Welle  RPQ  mit  gleicher  Phase  nach  F'  übergeführt  werden  soll,  so  muß  (Fig.  41i 
der  Lichtweg  [PDF']  =  [BAF']  sein,  nun  ist: 

Lichtweg  [PDF']  =  DF'  +  n ■  Pi>  =  DF'-\-  nd  =  PC-\-  CF'-\-  (n  -  1) i 
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CF"  »her  ist  bei  einer  dünnen  Linse  atets  sehr  nahe  =  f,  also 

Lichtweg  [Pi)J"]  =  PC+^-f  (n  — l)d. 

Setzt  man  die  halbe  OEfauni;  der  Linse  gleich  y,   so   ist   anderseits   der 
Weg  dea  den  scharlen  Band  der  Linse  passierenden  Strahles: 

Aleo,  wenn  höhere  Potenzen  von  ^  aJs   die   zweite  vernachlässigt  werden : 

lRÄF']=PC-\-f+l 
XA_ 


^27" 


PD^d;     CA^y. 
Zd  ItA¥i,EIaHS  Berechnung  der  Brennwelt 


[SAF']  =  [PDF']  sei,  muß  somit 


'        2{n  — l)d' 

Bei  Glas  vom  Index  n*^l,5  ist  dann  die  halbe  Offnnng  der  Linse  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  Dicke  nnd  Brennweite  —  eine  bekannte  Begel 
der  alteren  Optik. 

Endigt  die  Linse  nicht  in  einem  scharten  Band,  so  ist  für  d  die  Differenz 
der  Linsendickeii  ara  Band  und  in  der  Ifitte  zu  setzen. 

Daa  Vorzeichen  vor  f  bezw.  <p  h&agt  nicht  nur  von  den  Badlen 
ab,  Boudem  such  von  der  Dicke.     Bei  einer  bikonvexen  Linse  ist 

z.B.  ri>0,  r,<0,   also  ^,  und  f^  beide  >0;   daher  f=  —  ^h- 


poBitiT,  ■wenn   A  negativ  ist,  das  ist,  d 
der  Fall,  so  lange: 


■  A— i  +  -_p3Y(r,-r,) 
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Wenn  ä  diesen  Grenzwert  überschreitet,  ist  /■  <  0 ,  die  Linse  wird 
dispansiv,  trotzdem  sie  aus  zwei  kollektiven  Systemen  zusammen- 
gesetzt ist.    Wennd^ — — ^,  aJso  A=0  und /"=oo  ist,8obildet 

die  Linse  ein  telcskopisclies  System. 

In  ähnlicher  Weise  Ifann  man  die  Werte  und  Vorzeichen  studieren, 
welche  die  Brennweite  einer  einfachen  Linse  bei  anderen  Fomw'n 
annimmt. 

P.  DQnne  Linsen. 

Besonders  einfach  werden  die  Formeln,  wenn  die  Dicke  der 
Linse  sehr  klein  ist  gegen  ihre  Brennweite,  so  daQ  man  sie  gleich 
Null  setzen  darf.     Alsdann  ist 

f^  -(n:r{-l(r'~ry       ?'  =  {«- 1)  (ei  -  e»)     (9) 

Die  Stärke  der  Linse  ist  dann  also  einerseits  proportional  dem 
um  1  veiminderten  Brechungsindex,  andei-seits  der  Differenz  der 
beiden  dem  einfallenden  Lichte  zugewandten  Krümmungen,  Letztere 
allein  bestimmen  das  Vorzeichen  von  f  und  (p.  Je  nachdem  die  nach 
auSen  gerichtete  Konvex-  oder  Konkavkmramung  der  Linse  die 
stärkere  ist,  wirkt  die  Linse  als  kollektives  oder  dispansives  System. 

Da  in  manchen  Fällen  für  eine  vorläufige,  ungefähre  Veran- 
sclilagung  der  Wirkungen  eines  optischen  Systems  die  Linsen  des- 
selben in  erster  Näherung  als  versch«indend  dünn  betrachtet  werden 
können,  so  wollen  wir  auf  die  Theorie  dei-selben  auch  hier  kurz 
eingehen. 

Die  Brennweiten  einer  solchen  Linse  sind,  wie  man  aus  der 
Verglcichung  der  Fonneln  (7)  S.  160  sofort  sieht,  wenn  man  d  =  0 
setzt,  gleich  den  negativ  genommenen  Abständen  der  Brennpunkte 
von  der  Linse.  Die  Theorie  der  verschwindend  dünnen  Linsen 
wird  hierdurch  selir  ähnlich  der  einer  einzehien  brechenden  Fläche. 
Kur  sind  die  Brennweiten  für  die  Linsen  dem  absoluten  Werte  nach 
gleich.  Die  Brennpunkte  liegen  daher  symmetrisch  zur  Linse  und 
die  Haupt-  und  Knotenpunkte  fallen   im  Linsenscheitcl  zusammen. 

Für  die  Entfernungen  s  und  s'  konjugierter  Punkte  vom  Linsen- 
scheitel  ergibt  sich  aus  der  S.  111  abgeleiteten  Fonnel,  weil  f^—f, 
H  =  s  und  31' =  ä'  ist: 

^,-  —  ^^   oder  /•=— ^  (10) 
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s  and  s'  sind  wie  immer,  so  auch  hier  im  Sinne  der  Lichtbewegung 
pisitiv  zu  recfanen. 

Für  die  Lateral  Vergrößerung  und  das  Konvergenzverhftltnis 
jrciten  nach  S.  144  ähnliche  Formeln  wie  TrÜher 

Haben  wir  2  verschwindend  dünne  Linsen,  die  durch  einen 
cudhchen  Abstand  d  voneinander  getrennt  sind,  so  berechnet  sich 
ihr  optisches  Intervall  A  ähnlich  wie  das  zweier  Flächen  zu 

wenn  wir  mit  /■,  und  f,  die  Objektbrennweiten  der  beiden  Linsen  be- 
zeichnen. Die  Brennweite  f  des  aus  diesen  2  Linsen  zusammen- 
tccüctzten  Systems  wird  daher 

«-  (1.) 


fi+f, 

und  die  Stärke  tp  des  Systems: 

9'  =  y  =  y  +  y-  — ■^^-  =  9'i+9's-'*9'i9's       (12a) 

Bei  der  I>iskusGion  dieser  Gleichung  unterscheiden  wir  drei 
Fälle,  nämlich: 

1.  f^  und  /",  beide  >0,  also  beide  Linsen  kollektiv.  Dann 
bat  die  Brennweite  des  zusammengesetzten  Systems  ihren  kleinsten 
[lositiven  Wert,  das  System  ist  also  am  stärksten,  wenn  d  =  0  ist, 
die  Linsen  sich  berühren.  Mit  wachsendem  d  nimmt  f  zu  und  es 
wird^oo,  wennd  =  /'j-f-/j;  das  System  ist  dann  ein  teleskopisches. 
Bei  noch  größerem  d  erhält  f  einen  großen  negativen  Wert  und 
dieser  nimmt  mit  weiter  wachsendem  d  unbegrenzt  ab, 

2.  f^  und  f^  beide  <C0,  also  beide  Linsen  dispansiv.  In  diesem 
Fall  hat  f  für  d  ^  0  seinen  größten  und  zwar  negativen  Wert.  Bei 
wachsendem  d  nimmt  f  an  Größe  ab,  bleibt  aber  stets  negativ, 

3.  Die  eine  Linse  ist  kollektiv,  die  andere  dispansiv,  z.  B. 
^>0,  /", <^0.  Dann  ist  tür  d  =  0  die  Brennweite  des  zusammen- 
gesetzten Systems  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  f^  dem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  oder  größer  als  /",  ist, 

a)  Wenn  \fi\1>]fi  ,,  also  /j  4"/i  !>  0  ist,  so  nimmt  mit  wachsen- 
dem rf  /"wachsende  negative   Werte   an   und  wird  lür  d  =  f^-\-ff 
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unendlich,  d.  h.  das  System  wird  teleskopisch.  Bei  noch  weiterer 
Steig:erung:  von  d  durchläuft  /  abnehmende  positive  Werte. 

b)  Wenn  \fi\<\f,\,  also  /^  +  /",  <  0  ist,  so  hat  f  im  Fall  des 
Kontakts  beider  Linsen  seinen  größten  positiven  Wert.  Bei  wachsen- 
dem d  wird  f  kleiner,  bleibt  aber  stets  positiv. 

Jedesmal,  wenn  in  einem  dieser  Fftlle  d^f^-^f^  wird,  fällt 
der  vordere  Brennpunkt  der  zweiten  Linse  mit  dem  hinteren  der 
ersten  zusammen ,  f  wird  =  oo  und  die  Abbildung  ist  eine  tele- 
skopische.  Die  MaBverhältnisse  dieser  teleskopischen  Abbildung  sind, 
wie  wir  früher  (S.  116)  fanden,  gegeben   durch  die  Beziehungen 

.     i        U  «'         fi 

Wenn  der  Abstand  d  der  beiden  Linsen  gleich  0  wird,  so  wird 
die  Stärke  des  Systems  gleich  der  Summe  der  Stärke  der  zwei  Linsen 

9'  =  9'i  +  ?'s.  cwler  y=  — +  — . 

Dieses  Resultat  läßt  sich  auf  weitere  verschwindend  dünne  Linsen 
anwenden,  welche  sich  berühren,  wenn  man  die  Gesamtdicke  des 
Systems  gegen  seine  Brennweite  vernachlässigen  kann.  Haben  wir 
k  solcher  Linsen,  deren  Brennweiten  f^,  f^,  ■  ■  /j,  sind,  so  ist  die 
Stärke  <p  des  Gesamtsystems  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Stärken  der  einzelnen  Linsen 

'P  =  'Pi+<P,-\-  ■  ■  ■  9^  (13) 

oder  durch  die  Radien  und  Krümmungen  ausgedrückt 

,_(.,_,)(^__i,)  +  (^^i)(JL__L)+... 

9-k(''.-lHQ--9;)  (ISb) 

wenn  erste  und  zweite  Fläche  jeder  Linse  durch  hochgestellten,  die 
Linsen  selbst  durch  den  unteren  Index  unterschieden  werden. 

P.  Der  COTESsche  Satz. 

Seines  biatorlschen  Interesses  Qnd  Eemer  elefcanten  Form  wegen  mOge 
hier  noch  der  CoTESsche  Satx  Über  unendlich  dünne  Linsen  einen  Platz  finden. 
£r  bezieht  sich  auf  die  scheinbare  Entfernang  eines  durch  mehrere  unendlich 
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dQnas  ZJoBen  hindurch  betrachteten  Gegenstandes.  Cotbb  versteht  nctei  der 
scheinbaren  Entlemncg  des  Objekts  die  Entfernung,  in  welcher  es  sich  befinden 
m&äte,  am  dem  freien  Ange  onter  demselben  Gesichtswinkel  m  erscheinen, 
unter  welchem  es  durch  das  optische  System  hindurch  gesehen  wird. 

Das  Objekt  OJtf  (Fig.  42)  werde  durch  drei  unendlich  dünne  Linsen  L,, 
L,  JiaA  L,  (Scheitel  S,,  S^,  8^)  von  dem  in  Punkt  Q,  befindlichen  Auge  be- 
trachtet Der  -vom  Äußersten  Punkte  M  des  Objekts  ins  Auge  gelangende 
Strahl  treffe  die  Linsen  in  den  Punkten  F, ,  P^  und  P,.  Man  siehe  durch  3f, 
P,  und  P,  Parallele  mr  Achse  und  Terl&ngere  sie,  bis  sie  den  Strahl  J'tQ^  in 
den  Paukten  S ,  J3,  und  £g  schneiden,  fälle  von  diesen  Punkten  «ni  die  Achse 
Perpendikel  nach  Q,  6,  nnd  G,,  dann  ist  G^Qt  <1'6  scheinbare  Entfernung  dea 
durch  die  Linse  It^  betrachteten  Objekts  SgPj;  ^iQi  ^e  scbeinbare  Entfernung 
dea  durch  die  Linaen  L,  und  L,  betrachteten  Objekte  SiP,  und  endlich  GQi 
die  gesuchte  scheinbejre  Entfemunfc  des  durch  die  drei  Linsen  £, ,  Lj  nnd  Z« 
betrachteten  Gegenstandes  OM.  Wir  bestimmen  sukKeasive  Q^Qi,  GiQi  luid 
0<^4  und  s 


S,P,=A,;        ^P,=  ff,B,=Ä,;         S,P,  =  G,B,=Ä,;  OM=QB  =  k, 

dann  ist  nach  der  Fignr: 

fftft  =  S,Q.-g^  =  S,«4 ^_^_-  =  S,Qt(^l  +  -^^j, 

ferner  nach  Formel   10,  wenn  wir  die  Brennweiten  der  Linsen  L,,  X|  nnd  Lg 
■nit  f, ,  /',  and  f^  bezeichnen : 

_1      ^11 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  erhalten  irir 


Gans  ebenso; 


»,«.-o,ft  '  +  -«'-0'- 
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_A _> 1         s.ft        '       '    f,    Mi\ 

s.«.~s.e,     A~o.«.s.«,     f.     a,Q.[       f,  I' 
g.g.  s.S. 


st  mui  Merm 

gleicher 
O«.  — 0«. 


Setot  man  hierin  für  G,^«  den  früher  gefundenen  Wert  e: 


In  gleicher  Weise  achreitet  man  von  G,(j,  zu  0Q,  fort  nnd  bekommt; 
QS,jS.Q,      QS.S,ft      Qg,S.g, 

r.  /i  /; 

,    OS,S^StS,(i,         08iS,S,S,Qt        Qg,-g.iS,-S,ft 

"^       Ar.       "•■       A/;       "*■       /".A 

Og|.S,iS,.S,8.-S,g« 
fJJ, 

Man  kann  diesen  fUr  beliebig  viele  unendlich  dünne  Linsen  gültigen  Satz 
[siehe  den  allgemeinen  Beweis  bei  luaBANOB  li.|]  folgendermaßen  in  Worts 
fassen:  Die  Strecke  znischen  Objekt  und  Ange  werde  in  jeder  möglichen  Weise 
dnrch  die  Linsen  in  1,  2,  3  .  .  .  oder  mehr  Teilstrecken  geteilt,  man  bilde  die 
Produkte  der  zusammengehörigen  Teilstrecken  und  dividiere  sie  durch  die 
Brennweiten  oder  Produkte  der  Brennweiten  der  teilenden  Linsen,  betrachte 
diese  Quotienten  als  positiv,  wenn  ihre  Nenner  eine  gerade,  als  negativ,  wenn 
dieselben  eine  ungerade  Anzahl  Faktoren  zählen ;  dann  erhält  man  die  schein- 
bare Entfernung  des  Objekts  vom  Ange,  wenn  man  die  algebraische  Samme 
dieser  Quotienten  zur  wahren  Entfernung  des  Objekts  addiert. 

Der  CoTBBscbe  Satz  ist  einer  der  ersten  allgemeinen  S&tEe  nber  Linsen- 
Systeme  und  ist  durch  die  von  StirrB  aus  ihm  gezogenen,  zuerst  nicht  genügend 
gewürdigten  Folgerungen  historisch  wichtig. 


Die  wichtigsten  Werke  der  außerordentlich  umfangreichen  für  den  Gegen- 
stand dieses  Abschnittes  vorhandenen  Literatur  sind  schon  in  den  vorangehenden 
Kapiteln  namhaft  gemacht  worden.  Eine  Zusammenstellung,  die  jedoch  bei 
weitem  nicht  erschöpfend  ist,  hat  Mattkibssek  (V-  k:/.)  versucht.  , 


2.  Der  Fall  schief  auf  Eugelflächen  fallender  Elementar- 
bflscheL 

Der  vorher  betrachtete  Fall  der  Brechung  von  Elcmentar- 
büschcln,  deren  Achsen  der  gemeinsamen  Zentralen  der  Kugel- 
flachen  unendlich  nahe  liegen,  ist  nicht  der  einzige,  in  welchem 
kollinearo  Abbildung  zustande  kommt.  Von  Bedeutung  für  die 
Theorie  der  optischen  Instrumente  ist  noch  der  andere  Fall,  daß 
die  abbildenden  Büschel  zwar  auch  tmendUch  eng,  elementar,  ihre 
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Achsen  aber  nicht  der  gemeinsamen  Zentralen ,  sondern  einem 
anderen  das  System  durchsetzenden  mit  der  Achse  endliche 
Winkel  einschlieSendcn  Strahle  unendlich  nahe  liegen.  Allerdings 
wird  die  Preisgabe  der  einen  Beschränkung  hier  durch  andere  neu 
einzuführende  kompensiert;  aber  es  bleibt,  wie  wir  zeigen  wollen, 
dennoch  eine  Abbildung  bestehen,  welche  in  ihrem  engen  Bereich 
den  Bedingungen  unser  allgemein  behandelten  genügt  und  infolge- 
dessen auch  ihren  Gesetzen  unterworfen  ist. 


A.   Die  Brechung  eines  gegen  eine  einzelne  Kugelfläche  sclilef 
einfallenden  ElementarbQscIiels. 

Auf  die  schönen  geometrischen  Entwickelungen,  durch  welche 
Keusch  (i  3.)  und  besonders  Lipmch  (&)  die  Theorie  dieses  Pro- 
blems ausgebaut  haben,  können  wir  hier  leider  nur  hinweisen;  um 
die  uns  in  erster  Linie  interessierenden  MaBbestimmungen  zu  er- 
halten, beschränken  wir  uns  auf  die  mehr  analytische  Beweis- 
führung. 

Auf  Seite  29/30  ist  gezeigt  worden,  daß  ein  unendlich  dünnes 
ursprünglich  homozentrisches  Strahlenbüschel  nach  der  Brechung 
an  einer  beliebig  gestalteten  Fläche  im  allgemeinen  astigmatisch 
wird,  d.  h.  sämtliche  Strahlen  des  Büschels  gehen  nach  der  Brechung 
in  erster  Annäherung  durch  zwei  zueinander  und  zu  einem  mittleren 
Hauptstrahl  senkrechte  getrennte  gerade  Linien,  die  STOEMSchen 
Brenn-  oder  Bildlinien,  hindurch.  Denkt  man  sich  in  einem  be- 
liebigen Punkt  B  des  gebrochenen  Hauptstrahls  die  Wellenflftcho  der 
gebrochenen  Strahlen  konstruiert,  so  liegen  die  Brennlinien  in  den 
dem  Punkte  B  zugehörigen  Hauptkrümmungsebenen  dieser  Wellen- 
fläehe. 

Fällt  nun  das  Büschel  schief  auf  eine  Kugelfläche,  so  läQt  sich 
die  Lage  einer  der  Krümmungsebenen  leicht  angeben.  Denken 
n-ir  uns  den  leuchtenden  Punkt  0  durch  eine  Gerade  mit  dem 
Kugelzentrum  C  verbunden,  so  sind  einfallende  Wellenfläehe.  und 
brechende  Kugelfläche  und  infolgedessen  aus  Symmetriegründen 
auch  die  gebrochene  Wellenfläche  Rotationsflächen  mit  OC  als  Achse. 
Die  Meridianschnitte  einer  Kotationsf lache  sind  Hauptkrümraungs- 
pbenen:  die  Einfallscbene  des  Hauptstrahls  ist  ein  Meridian  schnitt 
der  gebrochenen  'Wellenfläehe,  also  ist  sie  auch  eine  Haupt- 
krOmmungsebene  derselben.  Die  eine  Brennlinie  muß  daher  in  ihr 
liegen.  Die  andere  Brcnnlinie  liegt  in  der  zweiten  Krümmungs- 
ebene,  welche  durch  den  Hauptstrahl  geht  (als  Lichtstrahl  ist  dieser 
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eine  Normale  der  Wellendäche)  und  auf  der  Einfallsebene  senk- 
recht steht.  Da  nun  überdies  die  Brennlinien  auf  dem  Hanptstrahl 
senkrecht  stehen,  sind  ihre  Richtungen  vollst&ndig  bestimmt.  Sie 
hängen,  wie  man  sieht,  nur  von  der  Lage  des  Hauptstrahls,  nicht 
von  der  Lage  des  Punktes  0  ab.  Die  ersten  respektive  zweiten 
Brennlinien  aller  auf  dem  Hauptstrahl  gelegenen  Punkte  laufen 
daher  unter  sich  parallel. 

Nachdem  wir  so  die  Richtung  der  Brennlinien  ermittelt  haben, 
müssen  wir  noch  ihre  Lage  durch  Angabe  der  Punkte,  in  welchen 
sie  den  Hauptstrahl  schneiden,  bestimmen.  Diese  Punkte  sind  nach 
Kapitel  I  die  Verein igungs punkte  der  in  den  Hauptkrümmungsebenen 
der  gebrochenen  Wellenfläche  gelegenen  Strahlen.  Um  ihre  Lage 
aus  der  Lage  des  Scheitels  des  einfallenden  Büschels  abzuleiten, 
müssen  wir  zunächst  sehen,  welche  Strahlen  dieses  Büschels  den 
Strahlen  der  Hauptkrümmungsebenen  entsprechen.  Wir  bezeichnen 
die  Einfallsebene  im  folgenden  als  Tangential-,  Meridional-,  oder 
ersten  Hauptschnitt  des  einfallenden  und  gebrochenen  Büschels.  Die 
zu  ihr  senkrechten  Ebenen  durch  die  Hauptachsen  der  beiden  Büschel 
als  Sagittal-,  Äqnatoreal-,  oder  zweite  Hauptschnitte  dieser  Büschel. 
Die  auf  Tangential-  resp.  Sagittalschnitte  bezüglichen  Größen  sollen, 
wenn  nicht  besondere  Zeichen  für  sie  eingeführt  werden,  durch  die 
Indices  (  und  /  unterschieden  werden.  Die  Hauptschnitte  des  ge- 
brochenen Büschels  sind  offenbar  mit  der  oben  betrachteten  Haupt- 
krümmungsebene  identisch,  wir  haben  also  die  Strahlen  zu  finden, 
welche  im  ersten  Medium  den  in  den  Hauptschnitten  des  gebrochenen 
Büschels  gelegenen  Strahlen  entsprechen.  Das  sind  aber,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  die  in  den  Hauptschnitten  des  ersten  Mediums  gelegenen 
Strahlen.  Die  Strahlen  dos  Tangential  Schnittes  entsprechen  sich 
streng,  weil  sie  in  der  Einfallsebeno  liegen.  Die  des  Sagittalscbnitts 
entsprechen  sich  unter  Vernachlässigung  der  Größen  dritter  Ordnung, 
denn  die  Ebenen  des  Sagittalscbnitts  berühren  die  Kreiskegel,  welche 
durch  Rotation  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahls  um  OC 
als  Achse  entstehen,  und  die  Strahlen  dieser  Kegel  sind  einander, 
nach  dem  S.  130  Gesagten,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  konjugiert. 
Hieraus  folgt  nun  bereits,  daß  die  im  Sagittalschnitt  gelegenen  von 
0/  {als  Punkt  des  Bagittalschnitts  wird  0  jetzt  mit  dem  Index  / 
versehen)  ausgehenden  Strahlen  unseres  unendlich  dUnnen  Bündels 
sich  in  dem  Punkte  0}  schneiden,  in  welchem  der  gebrochene  Strahl 
die  Gerade  0/C  trifft.  Wir  nennen  diesen  Punkt  den  zu  0/  konjugierten 
,,sagitta!en"  BUdpunkt  O/.  Er  wird  auch  zweiter  Bildpunkt  des 
gebrochenen  Büschels  genannt  im  Gegensatz  zu  dem  Vereinigungs- 
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]iunkt  der  Tangentialstrahlen  als  erstem  Bildpunkte.  (Dies  wohl  die 
bei    weitem  häufigere  Bezeichnungsweiae ;   umgekehrt  bei  Lippich.) 

Die  Strahlenvereinigung  in  G/  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
eine  solche  von  zweiter  Ordnung.  Dies  ergibt  sich  auch  daraus, 
daß  in  dem  Sagittalschnltt  inbezug  auf  die  Einfallsebene  Symmetrie 
vorhanden  ist,  also  Strahlen,  die  unter  gleichem  Winkel  gegen  diese 
Ebene  diesseits  und  jenseits  derselben  von  0/  ausfahren,  streng  im 
gebrochenen  Strahl  miteinander  vereinigt  werden. 

Für  die  Bezeichnungen  im  folgenden  verweisen  wir  anf  die 
Figuren  43  nnd  44  und  auf  die  Seiten  40,  74  und  48. 


Flj.  48. 

BC=r;    BOj-=J;    BOJ=f:     <Oj^BC=j;    ^0}BC=S- 

Zur  Bmhung  Im  S^lUlschnltt.    (Die  Oende  nqj  alcht  seokrecht  nur  der  ZelcbpUDgselMne). 

So^'lfdlscAnttf.  Um  die  Beziehungen  zwischen  konjugierten 
Punkten  des  Hauptstrahts  im  einfallenden  und  gebrochenen  Sagittal- 
bilBchel  zu  erhalten,  falle  man  von  0/  und  0/  (Fig.  43)  auf  den  nach 
dem  Einfallspnnkt  B  gerichteten  Radiusvektor  GB  Senkrechte,  nach 
B  und  B'. 

Dann  ist  0>E' :  0/B.  =  CB' :  CR 

/Bin/:/3inj=(/cosj''  — r):(/cosj  — r), 
Woraus  unter  Anwendung  der  Gmndgleichung  n'sin/^nainj  wird 
ncosj      « n'cosj'      n' 
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n'        « «'  cos/  —  n  cosj 


/       / 

«'  _ jn n' sin (j—f)       nsinQ'— /) 

/*      /  rsinj  rsin/ 

oder  in  unserer  früher  eingetührten  Bezeichniuigsweise 


oder 


V. 


=  -  ^  (W  cosj) 


(14) 
(Ua) 


(14b) 


Dies  ist  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  konjugierten  Schnitt- 
weiten  des  Sagittal Schnitts. 

Das  Verhältnis  konjugierter  Neigungswinkel  von  Strahlen  gegen 
die  Achse  des  EilBchels  —  da»  Konvergenzverhältnis  in  konjugierton 
Punkten  —  ergibt  sich  einfach,  indem  für  einen  Punkt  Q/-  der 
Sagittal  Schnittlinie  (d.  h.  der  Linie,  in  welcher  der  Sagittalschnill 
die  brechende  Fläche  schneidet)  gilt 


BC=r;    BO,  =  i;    BO/^f:    <0,BC=j;    <.0,'BC=f. 

Zur  Brechung  Im  TungeiitlalBehnllt. 

Tangentiiüschnitt.  Es  sei  wieder  B  der  Einfallspunkt  des  Haupt- 
Strahls,  (2,  (Fig.  44)  ein  dem  Punkte  B  unmittelbar  benachbarter  Punti 
der  Kugel  im  Tangentialschnitte.  Die  Zunahmen,  welche  der  Kugel- 
winkel <f ,  der  Einfallswinkel  j  und  der  Brechungswinkel  /  tmd  die 
Neigungswinkel  w,  w'  erfahren,  wenn  wir  von  dem  bei  B  m- 
fallenden  Strahl  zu  dem  bei  Q  einfallenden  übergehen,  seien  df, 
dj,  df,  du  und  du. 

Um  die  Beziehungen  zwischen  den  Bestimmungsstücken  drr 
Scheitel  0^  und  0^'  des  einfallenden  und  gebrochenen  Tangential- 
büschels  abzuleiten,   gehen  wir  von  der  Invariante  iisinj  =  n'9in/ 
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aus,  welche   für  alle  Strahlen   des  Büschels  gilt-     Für  den  bei  Q^ 
einfallenden  Strahl  lautet  Bie 

ti  Bin  (j  -j-  dj)  =  n'  sin  (/  +  d/) 
(fler  entwickelt  nach  Vemachl&Bsigung  der  Glieder  von  der  zweiten 
Ordnung  und  Weglassung  des  Gliedes  tiBinj  =  »'sin/: 

n  cos  j  dj  ^  n'  cob  /  df. 
Nun  ist 

j=  ^  —  tc,  /=  <f  —  «', 

also 

dj  =  d^  —  äa,  df  =  d^  —  du'. 

Fällt  man  femer  von  B  Senkrechte  auf  0,Q,  und  O/Q,  nach 
B  und  Jf,  so  ist,  wegen  der  Kleinheit  des  Bogens  BQ,,  der  als 
geradlinig  betrachtet  werden  kann,  ÜB  =  5Q,cosBBQ,  =  i-d^co8; 
und  anderseits  RB^tdn,  also  i(iu  =  rd^cosj.  Daher  ist  immer 
unter  Vernachlässigung  der  Größen  von  der  zweiten  Ordnung 

und  ganz  ebenso 

Tragen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  ein,  so 
wird  diese,  nach  Division  durch  d^-. 

.(       reosA        ,        .,(        rcosj'\ 
ncosj(^l ^-j  =  «eosj  [l j, — j. 


.\  (       rcosA] 


Hätten  wir  noch  die  Glieder  von  der  Ordnung  d^' beibehalten, 
so  wäre  nach  Division  durch  d^  ein  Glied  von  der  Ordnung  d<p 
stehengeblieben:  die  Gleichung  gilt  also  nur  unter  Vernachlässigung 
ilcr  Größen  dieser  Ordnung.*) 

*)  Hätte  man  bei  der  Bntwickelung  erat  die  Qlieder  TOtt  der  Ordnung 
(i**  TemachlOasigt,  ao  wurde  man  die  folgende  Gleichung  erhalten  haben: 


»  C08J  I  1  - 


rcosj\ 


t^inu  (3>  73.)  gibt  einen  etw^  anderen  Ausdruck  an,  er  hat  aber  nicht  berilck- 

di 
«ichtigt,   daß   bei   der  Berechnung  von  >^.  die   Glieder   von   der  Ordnung  d* 

OpUk.  11 
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Sie  geatattet  (*  aus  (  zu  berechnen,  wenn  der  Hauptstratü  tri- 
gonometrisch durchgerechnet  worden  ist,  j  und  /  also  bekannt  sinii. 
Da  aber  die  Gleichung  nur  unter  Venia clilässignng  von  d  <^  gilt,  »i 
entsprechen  unter  verschiedenen  Winkeln  von  0,  ausfahrenden  Strahlen 
Werte  von  (',  welche  sieh  um  Größen  von  der  Ordnung  des  al) 
geschnittenen  Bogen  dement  es  rd^  untei-scbeiden :  die  Rtrahlenver 
einigung  in  0/  ist  nur  eine  solche  von  der  ersten  Ordnung. 

Wir  können  die  Gleicliung  auch  in  folgenden  Formen  acbreiben 


(16) 


«  cos'j 

ncos'j       tt  cosj  —ncmj 

f 

t                        r 

n'cos'/ 
f 

ncos'j      n'sinO'— /)       «s 

»(J-J) 
»■sin/ 

(16  a) 

Das    Konvergenz  Verhältnis    im   Tangcntialschnitt    erlialten   w 
aus  der  schon  oben  benutzten  Gleichung 

.j           j^        ■       .       j          rd^aosj 
(au^raycosj     oder  au  =  — 

und  der  analogen  für  den  gebrochenen  Strahl  gültigen 
, rd^cosj' 


da  f 


(IT) 


Im  Sagittal schnitt  sind  die  Abszissen  der  Hauptbrennpunkte  vom 
Einfallspunkte  B  aus  gemessen  nach  den  Gleichungen  (14)  und  (14al: 
rsin/ 


(18) 


n  COSJ  —  n  cos j  siii  (j  —  j )  | 

/^'-s-»-, -.-,"■'■._ __L™J  , 

neosj— Mcosj        sin(j— j)  j 

Im  Tangcntialschnitt  nach  (16)  und  (16a}: 

mitgouommen  werden  mußten.     An  einer  andern  Stelle  (S.  IK.)  steht  dar  ricli- 
tige  Ausdruck  auch  bei  Czamki. 

RAiLBiaM  i».  # ;.)   erhält    diese   Gleichung    in    sehr    einfacher  Weise  mit 
Hilfe  des  Prinzips  vom  kürzesten  Liohtwege. 
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(„=r=- 


t;  =  T'^ 


r  sin  j  COB'J  I 
Bin{j-/)  I 
r »inj  cos* j'  I 


(19) 


Unter  BeDUtznng  dieser  Größe  können  wir  die  Gleichungen  (14) 
und  (16)  in  der  Form  schreiben: 

f  +  y-l  (20) 

t"      t 

7  +  -i-i  (2.) 

Kach  einem  leicht  abzuleitenden  geometrischen  Satze*)  gehen 
aber  die  Verbindungslinien  zweier  Punkte  0/  und  0/  (bezw.  0,  und 
ü,'),  die  aut  je  einer  Geraden  liegen  und  deren  Abszissen,  /,  /* 
(liezw.  t,  f)  einer  Gleichung  von  dieser  Form  gentigen,  sämtlich 
durch  einen  Punkt,  dessen  Koordinaten  bezogen  auf  die  Haupt- 
strahlen, BO/,  BO/  (bezw.  BOf,  B0[),  als  Achsen  die  Größen  S,  Ä" 
(bezw.  T,  if)  sind  und  umgekehrt.  Wir  nennen  diese  Punkte  nach 
dem  Sprachgebrauch  der  Geometrie  der  Lage  die  perspektivischen 
Zentren  der  Punktreihen  0/,  0/  (bezw.  0,,  0/). 

Pttr  den  Sagittalschnitt  kennen  wir  das  perspektivische  Zentrum 
iiereits;  es  ist  der  Kugelmittelpunkt  C. 

Das  perspektivische  Zentrum  K  entsprechender  Punkte  des 
Tangentialschnitts  erhalten  wir,  indem  wir  zwei  entsprechende  Pnnkt- 
paare  0(0/  und  Q^Q/ aufsuchen.  Die  VerbiudungBgeraden  0,0/  und 
Q,§/  schneiden  sich  in  K.  Besehreiben  wir  (Fig.  45)  um  C  wie  bei 
der  YouNQschen  Konstruktion  (S.  126)  zwei  Kreise  mit  den  Radien 

T —  und  r—f,    so   entsprechen    sich    die    aplanatischen   Punkte   0^ 

und  0,',  in  welchen  der  einfallende  und  gebrochene  Strahl  diese 
Kreise  schneiden  (es  kann  auch  leicht  gezeigt  werden,  daß  die  diesen 
Punkten  zugehörigen  Werte  t  und  (  der  Gleichung  (16)  genügen). 
Das  perspckiivische  Zentrom  liegt  also  auf  der  Geraden  O^O^. 

Ein  zweites  Punktpaar  Q,,  Q/  erhalten  wir,  indem  wir  vom 
Zentrum  C  aus  Perpendikel  CQj  und  CQ/  aut  den  einfallenden 
und  gebrochenen  Strahl   fällen.     Die  Fußpunkte  Q,  und  Q,'  dieser 

•)  Der  Beweis  dieses  Sattes  wird  in  den  LehrbUchem  der  analytischen 
G*onietrie  bei  der  ÄuisteUung  der  für  schief  winkelige  Koordinaten  gültigen 
Gleichung  der  Qeraden  gegeben  und  darf  daher  hier  wohl  wegbleiben. 
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Perpendikel  entsprechen  sich,  denn  ihre  Koordinaten  t^rcosj  und 
('^reos/  genügen  der  Gleichung  (16).  Die  Gerade  QjQ,'  geht  also 
ebenfalls  durch  das  perspektivische  Zentrum  K  hindurch. 

Die  Geraden  OfO,  nnd  QjQ/  stehen  senkrecht  aufeinander.  Denn 
beschreiben  wir  Über  BC  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  so  geht 
er  durch  Q,  und  Q,',  und  es  gelten  folgende  Gleichungen 

Bei  Gelegenheil  der  Yomtuschen  Konstruktion  wurde   aber   bereits 
bewiesen,  dafl  der  Winkel  50,0=/ und  ^BO/C=j  ist.    Daher  ist 
^q^KOt=  180*"-  <  j:q,0(-  <  Q,0,S 
=  180*'-(90'' -/)-/=  90". 


Flg.  V>. 

BC^r,    0,C="-';    0,'C=~. 

Zrir  Kniislnikllini  den  p«rsp«ktlTlKh«n  Zcntranu  und  der  Brennpunkt«  den  TuganUilidiidDr 

Man  erhalt  also  für  die  Konstruktion  des  pp.rspekti\i8chtii 
Zentrums  K  der  Tangentialstrahlen  folgende  von  Yodmg  zuerst  an- 
gegebene Konstruktion:  Man  fälle  vom  Mittelpunkte  der  brwhendeti 
Kugel  C  Perpendikel  CQ,  und  CQ,'  auf  den  einfallenden  und  gi'- 
brochenen  Strahl,  verbinde  ihre  Fußpunkte  Q,,  Q/  durch  eine  Gerade 
und  fälle  von  C  aus  ein  drittes  Perpendikel  CE  auf  diese  Yfr- 
bindungsgerade:  dann  ist  der  Fußpunkt  K  dieses  Perpendikels  das 
perspektivische  Zentrum  der  Tangentialstrahlen. 

Der  Absland  der  beiden  perspektivischen  Zentren  C  und  ff 
kann  aus  dem  Dreieck  KQ^C  erhalten  werden.     Er  ist 

CK^  CQt  sin /^=  r  sin  j  sin/.  (22) 
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Zieht  man  BK,  so  ist,  wenn  der  Winkel  KBC  mit  •&  bezeichnet  wird 
CgsinÜ+jQ      ^      8inj8in/sin(j'+j'0 
^        r  +  CÄ'cos  ö -[-/)        l+sin>ßin)-'eos{j*+/)' 

Der  Winkel  d  ist  somit  von  r  unabhängig.  Er  hängt,  wenn 
die  Brechnngsexponenten  n  and  n'  gegeben  sind,  nnr  vom  Eintalls- 
winkel  j  ab. 

Mittels  der  perspektivischen  Zentren  C  und  K  ist  es  sehr  leicht, 
zu  jedem  Punkte  auf  dem  einen  oder  anderen  Hauptstrahl  den 
iubeza^  auf  Sagittal-  oder  Tangential  strahlen  konjugierten  za  finden, 
Man  hat  diesen  Punkt  nun  mit  C  rcsp.  K  zu  verbinden  und  diese 
Verbindungsgerade  bis  zum  Schnitt  mit  der  anderen  Achse  zu  vei 
langem.    Der  Schnittpunkt  ist  der  gesuchte  konjugierte  Punkt, 

Insbesondere  erhält  man  auf  diese  Weise  J/,  F'/  bezw,  F,  und  F^ 
die  Brennpunkte  des  Sagittal- bezw.  Tangentialschnitts,  durch  Parallele 
zu  den  beiden  Hauptstrahlen  durch  C  resp,  E  als  die  den  unendlich 
fernen  Punkten  der  beiden  Achsen  entsprechenden  Punkte. 

Astigmatismus.  Einem  und  demselben  Objektpunkt  0  entsprechen 
inbezug  auf  Sagittal-  und  Tangentialschnitt  zwei  verschiedene  kon- 
jugierte Punkte  0/,  Oj.  Die  Strecke  dazwischen,  die  Bildstrecke,  ist 
die  zentrale  Projektion  der  Strecke  CK  von  0  ans  auf  den  ge- 
brochenen Hauptstrahl.  Dieselbe  wird  offenbar  gleich  Null,  wenn 
der  Punkt  0  anf  der  Geraden  CK  liegt.  Diese  Gerade  ist  die 
Verbindungsgerade  der  früher  betrachteten  aplauatischen  Punkte 
der  Kugel. 

Es  ist  indessen  nicht  die  Länge  der  Bildstrecke,  welche  als 
Maß  für  den  Astigmatismus  dient,  sondern  der  Wert  des  Ausdrucks 

»'(-f — -^|.     Um  die  Änderung  dieses  Wertes   bei  einer  einfachen 

Brechung  zu  bestimmen,  schreiben  wir  in  der  Gleichung  (16)  statt 


n       n 

sinV      n    ,   nsin'j       «'cos/  — wt 

C 

(            t    ^        t                       r 

nnd  ziehen  dann 

von  derselben  die  Gleichung  (14): 

n'       M       n'cos/  — HCosj 

»b,  wir  erbalten: 

/    7 

-■(f 

1\        (\       l\      «■sinV      n™ 
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oder  in  der  früher  eingeführten  Bezeiehnungs weise 

Diese  Gleichung  gibt  die  Änderung  des  Ägtigmatiünins  an,  gleicli- 
viel,  ob  schon  —  etwa  durch  frühere  Brechungen  erzeugt  —  Astig- 
matismus vorhanden  war,  also  /  nicht  gleich  (  war,  oder  ob  das 
einfallende  Büschel  ein  homo  zentrisch  es  (/^  t)  war. 

Der  Astigmatismus  erfährt  keine  Änderung:  einem  homozeniri- 
schen  einfallenden  Büschel  entspricht  ein  homo  zentrisch  es  gebrochenes 
Büschel,  wenn  n'('  =  n(  ist. 

Diese  Bedingungsgleichung  führt  nach  Gleichung  (16)  auf  don 

Wert  (^rcosj-t-r  —  cos/,  d.  h.  auf  den  einen  der  beiden  apla- 
natischen  Punkte.     Der  andere  entspricht  dem  zugcliörigcn  Wert  /. 

X>ie  astigmatischen  Bildlinien.  Unsere  beiden  oben  abgeleiteten 
Gleichungen  (14)  und  (16)  bestimmen  also  die  Lagen  der  Punkte  0} 
und  Oj'  im  Sagittal-  und  Tangentialschnitt.  Haben  wir  nun  (Fig.  441 
ein  räumliches,  durch  vorangehende  Brechungen  astigmatisch  ge- 
wordenes Büschel  vor  uns  (das  homozentrische  Büschel  kann  als 
ein  Speziallail  des  astigmatischen  betrachtet  werden),  so  können  wir 
die  Strahlen  dieses  Büschels  in  doppelter  Weise  als  ebene  Büschel 
zusammenfassen:  einmal  als  Tangontialbüschel,  deren  Achsen  sämtlich 
durch  0/  gehen;  das  andere  Mal  als  Sagittalbüschel,  deren  Achsen 
durch  0,  gehen.  Die  Achsen  der  Tangentialbüschel  werden  nach 
der  Brechung  durch  0/  hindurch  gehen,  denn  diese  Achsen  sind  ja 
identisch  mit  den  Strahlen  des  sagittalen  Hauptliüschels  0/.  Die 
Achsen  der  Sagittalbüschel  sind  die  Strahlen  des  Tangentialschnitts 
durch  den  Hauptstrahl  und  sehneiden  sich  als  solche  nach  der 
Brechung  in  0,'.  Die  Vereinigungspunkte  aller  ebenen  Tangential- 
büschel werden  die  durch  0,'  gehende  erste  Brennlinie  des  gc- 
brochenen  Büschels  bilden;  die  der  ebenen  Sagittalbüschel  die  durch 
i/ gehende  zweite  Brennlinie.  Wie  oben,  S.  167,  gezeigt  wurde, 
liegt  die  eine,  zweite,  Brennlinie  in  der  Einfallsebene,  die  andere, 
erste,  steht  auf  der  Einfallsebene  senkrecht.  Im  ersten  Kapitel, 
S,  30,  wurde  bewiesen,  daß  man  überdies;,  wenn  man  bei  der 
unendlich  kleinen  Größe  zweiter  Ordnung  stehen  bleibt,  annelinien 
kann,  daß  beide  Brennlinien  auf  dem  Hauptstrahl  senkrecht  stehen- 

AIb  zweite  Bildlinte,  welche  in  der  EinfalUebene  liegt  und  durch  O/gebt, 
bietet  aich  hier  allerdinga  znnächat  nicht  eine  Eum  Hauptstrahl  Oj'B  aeo^- 
rechte  Gerode  HJ  dar,  sondern  das  Stück  EO  der  Zentrale  (Fig.  44),  welcles 
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die  beiden  anfiersten  Strahlen  des  tangentialen  HanptbUschels  ans  ihr  barauE- 
^hneiden.  Durch  dieses  Stuck  gehen  alle  Strahleu  des  BUscbels  hindurch, 
denn  streun  wir  die  Fig.  44  um  die  Zentrale  CO/*  um  kleine  Winkel  ans  der 
Zeicbenebene  heraus  nach  vorn  oder  hinten  drehen,  so  bestreichen  wir  die 
Gesamtheit  aller  Strahlen  des  ganzen  BUschela,  w&hrend  .£^6  dar  äröBe  und 
lAge  nach  tmge&Qdert,  also  gemeiüBam  ist.  Aber  die  Garade  BJ,  welche  zu. 
BO/  Bcokrecbt  st«ht,  erfüllt,  wie  wir  früher  gezeigt  haben,  die  Bedingung, 
ilaB  alle  gebrocheneu  Strahlen  ihr  bis  auf  Abweicbungen  Ton  der  zweiten 
Ordnung  nahe  bleiben,  und  ist  für  die  meisten  Entwicklungen  bequemer. 

Dafi  die  Strahlen  Vereinigung  in  EQ  eine  vollkommenere  ist,  bat  fUr 
un^re  Zwecke  keinen  Wert,  da  ja  die  Vereinigung  in  den  ersten  Brennpunkten 
0,',  wie  geieigt,  nur  von  der  ersten  Ordnung  tat.  (Vergleiche  Boca3BB  (i.)  nnd 
die  im  historischen  Teil  besprochenen  Arbeiten  von  SchcltAh.) 


B.  Die  Abbllduns  ausgedehnter  Objekte  durch  astigmatische 
Büschel. 

Durch  Brechung  schiefer  Büschel  wird  also  im  allgemeinen 
keine  homozenlrische  Strahlen  Vereinigung  herbeigeführt ,  als  Bild 
i-ines  Punktes  kann  man  die  zwei  SiUBMschen  Brennlinien  be- 
trachten. Die  manchmal  aufgeworfene  Frage*):  welche  von  diesen 
beiden  Linien  vom  Auge  als  das  eigentliche  Bild  aufgefaßt  werde, 
kann  wohl  nicht  allgemein  beantwortet  werden.  Unter  gewissen 
Umständen  werden  wir  jedoch  in  der  Tat  veranlaßt,  der  einen  oder 
anderen  Linie  den  Vorzug  zu  geben.  Denn  denken  wir  un«  als 
Objekt  eine  kleine  z«  einem  mittleren  schief  einfallenden  Hauiit- 
strahle  h  senkrechte  gerade  Linie  g,  von  deren  Punkten  Strahlen 
ausgehen,  die  Jenem  mittleren  Hauptstrahlo  sämtlich  sehr  nahe  sind 
(etwa  alle  die  brechende  Fläche  innerhalb  desselben  kleinen  Elementes 
treffen,  so  daß  der  Einfallspunkt  B  des  mittleren  Hauptslrahls  auch 
der  Einfallspunkt  aller  anderen  Hauptstrahlcn  ist),  so  wird  für  alle 
Punkte  von  g  annftliemd  dasselbe  gelten  wie  für  den  Punkt,  welcher 
ant  Jk  liegt.  Die  Hauptstrahlen  der  zu  den  einzelnen  Punkten  von 
g  gehörigen  Büschel  werden  zwar  mit  der  Normale  des  abbildenden 
Kugelsegments  in  B  etwas  verschiedene  Winkel  bilden,  der  Astig- 
matismus der  gebrochenen  Büschel  daher  auch  etwas,  \erbchiedcn 
stark  sein,  doch  werden  die  Bildlinien  erster  und  die  zweiter  Art 
doch  unter  sich  angenähert  parallel  sein.    Jeder  Punkt  der  leuchten- 


*)  Sehr  gründlich  erörtert  Lbbov  I.1.)  diese  Frage  in  einer  Arbeit,  welche 
ich  leider  erst  vor  kursem  studieren  konnte,  so  daS  sie  im  Texte  nicht  be- 
rOckeichtigt  worden  ist.  Er  untersucht  die  Abbildung  auigedebnter  Objekte 
dnrch  doppelt  gekrOmmte  Flächen  bei  beliebigem  Einfall  des  Hauptstrahls 

Ginen  Spezialfall  behandelt  Gartenschläoer  (<•) 
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den  Geraden  erscheint  also  im  Bilde  in  eine  Linie  ausgezogen  ganz 
gleich,  ob  wir  ilin  in  der  ersten  oder  der  zweiten  Bildebene  be- 
trachten; das  Bild  als  ganzes  muß  datier  in  beiden  Ebenen  einen 
undeutlichen  verschwommenen  Eindruck  machen. 

Wenn  jedoch  die  leuchtende  Gerade  g  Im  Tangential-  oder 
Sagittalsehnitt  liegt,  verhält  aieh  die  Sache  anders.  Betrachten  wir, 
um  einen  bestimmten  Fall  im  Auge  zu  haben,  den  ersten  Fall :  die 
leuchtende  Gerade  g  liegt  in  der  Einfallsebene.  Alle  von  ihr  aus- 
gehenden Hauptstrahlen  liegen  dann  auch  in  der  Einfallsebene. 
Die  den  Punkten  der  Geraden  g  entsprechenden  Bildpnnkte  0,'  und 
0/  bilden  zwei  Linien  in  der  Einfallsebene,  welche  wir  1/  und  1/ 
nennen  wollen.  Die  ersten  Bildlinien  6j  der  Punkte  von  g  gehen 
durch  die  Punkte  von  l,'  und  stehen  auf  der  Einfallsebene  Benk- 
recht.  Ihre  Gesamtheit  bildet  also  eine  auf  der  Einfallsebene  senk- 
rechte Fläche  /",.  Die  zweiten  Bildlinien  b^  gehen  durch  die  Punkte 
von  //  hindurch  und  liegen  in  der  Einfallsebene.  Ihre  Gesamtheit 
bildet  eine  in  der  Einfallsebene  liegende  Fläche  f^.  Ein  auf  dem 
Hauptstrahl  senkrecht  stehender  Schirm,  welcher  am  Orte  der  ersten 
Bildlinien  steht,  wird  durch  die  mit  dem  Hauptstrahl  unendlich 
kleine  Winkel  bildenden  Strahlen  des  Büschels  (welche  nach  f, 
zielen)  in  einer  Fläche  geschnitten.  Wird  der  Schirm  aber  an  den 
Ort  der  zweiten  Bildlinien  gebracht,  so  schneiden  ihn  die  nach  /", 
zielenden  Strahlen  in  einer  Linie. 

Liegt  das  Auge  auf  dem  Hauptstrahl,  und  akkommodiert  es  auf 
die  Linien  b^ ,  so  sieht  es  eine  Fläche,  akkommodiert  es  auf  6, ,  so 
sieht  es  dagegen  eine  Linie,  weil  die  Verlängerung  von  /",  durch 
das  Auge  hindurchgeht. 

Liegt  die  leuchtende  Gerade  g  im  Sagittalsehnitt,  so  erscheint 
umgekehrt  am  Orte  der  ersten  Bildlinicn  ein  scharfes,  am  Orte  der 
zweiten  ein  verschwommenes  Bild. 

Besieht  das  Objekt  aus  einem  rechtwinkeligen  Kreuz  oder  noch 
besser  aus  einem  Kreuzgitter,  dessen  Linien  parallel  und  senkrecht 
zur  Einfallsebene  des  mittleren  Hauptstrahls  liegen,  so  werden  die 
erstgenannten  Linien  im  Bildpunkt  der  Sagittalstrahlen,  die  zuletzt 
genannten  im  Bildpunkt  der  TangentialsCrahlen  scharf  erscheinen 
und  manchmal  sogar  allein  sichtbar  sein,  und  diese  Ei-scheinung  ist 
niugekehrt  das  charakteristische  Merkmal  und  Erkennungszeichen 
von  voi-handenem  Astigmatismos ,  wie  das  von  Oeetlihg  (J.)  her- 
vorgehoben wurde. 
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Wie   empfindlich   dasselbe  ist,    mag  an   dem   Beispiel  der  Beflexioa  a 

«iner  Engelflacbe  gezeigt  werden.    Für  diese  gilt  im  Sagittalschuitt  |— ^ — 
gesellt.     Siehe  unter  2.  E.). 

?  +  7- 
und  im  Tangentialschnitt 

f  ^  (       rcosj 
daher  tOr  /=  t 

i-  _  1  2      _  2cosj 

f     /'"^rcosj  r 


f'/-^ 


re 


injtgj, 


wenn  e  die  mittlere  Distanz  der  Bildpnnkte  vom  Spiegel  bezeichnet. 

Man  sieht  in  letiterem  Ausdruck  am  deutlichsten,  in  welchem  Maße  der 
Astiguiatismas  coet.  par.  mit  dem  Einfallswinkel  n^Lchst;  und  zwar  ist  dies 
in  BO  hohem  Grade  der  Fall,  daS  man  nach  einer  Bemerkung  von  H.  Scsbobsbb 
1,1.  7.)  mit  geeigneten  Mitteln  an  einem  Fltlssigkeitsniveau,  etwa  einem  Qneck- 
silbeiBpiegai,  den  durch  die  Krümmung  der  Erde  verursachten  Astigmatismus 
der  an  ihiii  reflektierten  BUsohel  noch  bemerken  kOnnte.  In  der  Tat  setzen 
wir  den  Erdradins 

r  =  63700[Klm  imd  j^^SO",  so  wird  -'  =  0,00000175  m"'. 

Beobachten  wir  die  Erscheinung  mit  einem  Femrohr,  dessen  Objektiv 
7,0  ro  Brennweite  (ca.  50  cm  Öffnung)  hat,  also  Dimensionen,  die  für  unsere 
Zeit  nicht  mehr  ungewöhnliche  sind,  ao  gilt  für  die  Abbildung  durch  dieses 
System  nach  8.  105,  falls  wir  vom  Vorzeichen  absehen, 

Wenn  der  vordere  Brennpunkt  des  Objektivs  etwa  im  Spiegel  liegt,  so 
dafi  e  gleich  j  wird,  so  können  wir  setzen  df  {'  =  unserem  obigen  deje* 
=  0,00000175  m-',  also  dj' =  0,1  mm  oa. 

Eine  Yerachiebung  des  Bildortes  von  0,1  mm  würde  man  aber  bei  den 
angenommenen  Dimensionen  des  Femrohrs  sehr  wohl  wahrnehmen  können. 
Hit  einem  der  modernen  Biesen  femr obre ,  etwa  dem  der  Lickstemwarte  in 
Kalifornien,  würde  die  Differenz  der  Bildebenen  0,7  mm  batragen,  also  sehr 
auffallend  sein.  Naturlich  müßte  das  Quecksilberniveau  entsprechend  groß 
und  völlig  rahig  sein. 


C.  Der  Bereich  der  kollinearen  Abbildung  bei  schiefer  Brechung. 

ÄIb  Kennzeichen  der  kollinearen  optisclien  Abbildung  hatten 
wir  Irülier,  8.  86,  hingestellt:  daß  jedem  honiozentrischeii  .Strahlen- 
büschel in  dem  einen  Raum  ein  homozentrisclies  Strahlenbüschel 
in  dem    andern   Raum    entspreche.      Damit    kollincare   Abbildung 
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Stattfinde,  ist  also  notwendig,  daß  sämtliche  von  einem  Ptinkte  O 
des  Objektraumes  ausgehende  Strahlen  sieb  nach  der  Brechung  in 
ein-  und  demselben  Punkte  des  Bildraumes  sehneiden.  Das  Ist  bei 
einem  unter  endlichem  Winkel  gebrochenen  räumlichen  Elementar- 
büschel aber  nicht  der  Fall,  die  einem  homozentrischen  Objekt- 
bündel entsprechenden  Strahlen  des  Bildraumes  sehneiden  sieh  nicht 
in  einem  Punkte,  sondern,  wie  wir  oben  sahen,  in  zwei  zum  Hanpt- 
strahle  senkrechten  geraden  Linien,  den  Bildlinien.  Es  findet  also 
auch  nicht  einmal  für  die  unendlich  nahe  um  einen  einfallenden 
und  den  entsprechenden  gebrochenen  Strahl  gelegenen  fadenförmigen 
ßaumgebiete  die  Beziehung  der  Kollinearität  statt. 

Unsere  Betrachtungen  zeigen  uns  aber  zugleich,  wie  wir  das 
Abbildungsgebiet  zu  beschränken  haben,  um  auch  hier  zwischen  kon- 
jugierten Punkten  eine  eindeutige  Beziehung  zu  erhalten.  GemSlt 
denselben  werden  die  im  ersten  Hauptschniite  (in  der  Einfallsebene} 
unendlich  nahe  an  einem  mittleren  einfallenden  Strahl  l  gelegenen 
Punkte  j4,BjCj  durch  Strahlen,  die  in  demselben  Haupi- 
schnitte  verlaufen  und  unendlich  kleine  Winkel  mit  l  bilden,  ein- 
deutig abgebildet  in  Punkte  A^'B^'C^',  welche  dem  zu  (  konjugierten 
Strahle  V  ganz  nahe  und  ebenfalls  im  ersten  Hauptschnitte  liegen. 

Anderseits  werden  die  im  zweiten  Hauptschnitte  (senkrecht 
zur  Einfallsebene)  nahe  an  l  gelegenen  Punkte  JjB,C,  .  .  .  durch 
die  in  diesem  Hauptschnitt  einfallenden  Strahlen  eindeutig 
abgebildet  im  Punkte  A^'B^'C^'  .  .  .,  welche  in  dem  senkrecht  zur 
Einfallsebene  durch  l'  gelegten  Schnitt  ganz  nahe  an  V  liegen.  In 
dem  so  definierten,  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  findet  also 
jeweilig  die  Beziehung  der  Kollineation ,  d,  h.  eine  „optische  Ab- 
bildung" in  unserem  Sinne  statt. 

Der  Objektraum  der  einen  Abbildung  durchdringt  den  der 
anderen  im  einfallenden  Hauptstrahl  l,  der  Bildraum  der  einen  den 
der  anderen  im  gebrochenen  l'.  Im  übrigen  aber  sind  diese  beiden 
Abbildungen  sowohl  räumlich  getrennt ,  als  auch  in  ihren  Maß- 
verhältnissen verschieden,  daher  auch  gesondert  zu  behandeln. 

Genau  genommen  erstreckt  sich  auch  ilir  Bereich  senkrecht  zu 
den  Achsen  nicht  gleich  weit.  Denn  während  die  Strahlen  verein  igimg 
von  sagittalen  Büscheln,  ebenso  wie  von  paraxialen,  von  zweiter 
Ordnung  ist,  fanden  wir  die  der  tang<mtialeii  nur  von  erster  Ordnung. 
Während  wir  also  das  Gebiet  der  Abbildung  durch  erstere  soweit 
abgrenzen  können,  daß  nur  die  Quadrate  der  Büschelöffnungen  oder 
der  liTiearen  Büscheldurehmesser  nahe  der  brechenden  Kugel  gegen 
die   Schnittweiten    der   Büi^chel   verschwinden,    mUssen    wir   es   im 
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ftiideren  Falle  so  beschränken,  daß  schon  jene  Durchmesser  selbst 
<lie  pleiche  relative  Kleinheit  besitzen,  wenn  wir  beidemal  gleich 
voüknnmiene  Strahlen  Vereinigung  verlangen. 

Der  angenommene  mittlere  Strahl  ist  —  jeweilig  vor  oder  nach 
der  Brechung  —  die  Achse  der  Abbildung,  d.  h.  Linienelemente 
senkrecht  zum  einfallenden  Strahl  l  werden  durch  die  eine  wie  die 
andere  Art  von  Büscheln  in  Linienelemente  senkrecht  zum  gebrochenen 
Strahl  l'  abgebildet.  Für  Gerade  im  zweiten  Hauptschnitt  —  senk- 
recht zur  Einfallsebene  —  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  aus 
.■i ymmetriegrilnden ;  das  Bild  einer  zu  l  senkrechten  (Jeraden  kann 
nur  eine  Ku^^■e  sein,  deren  Krilmmungsmittelpunkt  in  l'  liegt,  welche 
also  bis  auf  Abweichungen  von  der  zweiten  Ordnung  mit  einer  zu 
f  senkrechten  Geraden  zusammenfallt.  Das  Bild  einer  in  der  Ein- 
fallsehene  zu  l  senkrechten  Geraden  g  kann  —  und  wird  im  all- 
gemeinen —  eine  Kurve  c  sein,  die  mit  l'  einen  endliehen  Winkel 
bildet,*)  wenn  wir  dieses  Bild  Punkt  für  Punkt  nach  den  oben 
abgeleiteten  Gesetzen  konstruieren.  Errichten  wir  aber  in  dem  auf 
i'  liegenden  Punkte  der  Kurve  c  eine  in  der  Elnfallsobene  gelegene 
zu  V  senkrechte  Gerade  g',  so  kännen  wir  g',  unter  Vernachlässigung 
der  unendlich  kleinen  Größen  zweiter  Ordnung,  als  das  Bild  von  g 
betrachten.  Die  Vemachlfissigung  der  Größen  zweiter  Ordnung  ist 
aber  hier  durchaus  rationeil,  weil  die  Größen  die^^er  Ordnung  schon 
fiben  vernachlässigt  werden  mußten,  um  überhaupt  im  Tangential- 
schnitt  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem 
l'unkie  zu  vereinigen.  Daß  die  vernachlässigten  Größen  wirklich 
zweiter  Ordnung  sind,  erkennt  man  leicht;  das  nach  einem  Punkte 
von  c  hinzielende  unendlich  schmale  tangentiale  Büschel  schneidet 
aus  g'  eine  Strecke  heraus,  welche  unendlicli  klein  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  denn  die  Öffnung  des  Büschels  und  der  Abstand  seines 
Querschnitts  von  seiner  Spitze  sind  beide  unendlich  klein  von  der 
ereten  Ordnung.  Der  Querschnitt  kann  also  als  Punkt  betrachtet 
werden  und  die  Bildstrahlen  vereinigen  sich,  wenn  man  unendlich 
kleine  firCßen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt,  in  diesem  auf  g' 
liegenden  Punkte,  welcher  an  die  Stelle  des  auf  c  liegenden  wahren 
Bildpunktes  treten  kann. 

Als  Bestimmungssl ücke  der  Abbildungen  im  Tangential-  und 
Sagittalschnitt  haben  wir  die  örter  der  Brennpunkte  und  die  Werte 
der  Brennweiten  zu  betrachten.  Die  ersteren  haben  wir  bereits 
früher  gefunden  —  Gleichung  (18)  und  (19)  —  die  letzteren  wollen 
wir  nunmehr  aufsuchen. 

*)  Siehe  Lifpich  (9.). 
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Bei  der  Brechung  paraxialer  Büschel  an  einer  einzigen  Fläche 
stimmen  die  Brennweiten  dem  absoluten  Werte  nach  mit  den  Brenn- 
punktsabständen  überein,  woraus  aber  nicht  folgt,  dafl  sie  es  hier 
auch  tun  müssen,  wie  manchmal  stiUschweigend  angenommen  worden 
ist.  Nehmen  wir  als  Definition  der  Brennweiten  die,  daß  sie  gleich 
seien  der  Höhe  eines  parallel  zu  der  Achse  des  einen  Raums  ein- 
fallenden bezw.  ausfahrenden  Strahlen,  dividiert  durch  die  negativ 
genommene  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  unter  weichem 
dieser  Strahl  nach  der  Brechung  die  Achse  des  anderen  ßaums 
schneidet,  so  sieht  man,  dafl  für  Büschel  der  ersten  Art  {Fig,  46), 
wenn  wir  beachten,  dafl  die  trigonometrische  Tangente  des  kleinen 
Winkels  du  dem  Bogen  da  gleich  ist. 


i>fi  =  h,;     BM'  =  W:     <BF,'Q,^dTi';     BF,' ^ 

Zur  Ablelluiig  der  Brennwellfn  Im  TsngeuUftlicbaitl. 


h,  =  BJi  =BQ,cosj; 

du  = 

B,.^; 

ebenso 

h/  =  B.B'  =  BQ(COs/; 

du  - 

««.f^^ 

daher  nach  (19): 

cosj           n  cosj 
und 

j'^os/_  _ 
—  neos; 

r  COSJ  sin  2/ 
2   sinO-/) 

f'^  -  BF-  '-"-•'■  =  -  -"-^^^y  ^^'-  = 
'                 '  cos>           » COSJ  —  ncosj 

r  cos/  sin  2j 
2   sinÜ-jO 

(25) 


die  Tangential  brenn  weiten  sind  also  nicht  gleich  den  negativ  ge- 
nommenen B renn punkls abständen ;  aber  wie  bei  der  paraxialen 
Abbildung  gilt  auch  für  sie  die  Gleichung: 

f,  __  « 

/;'      «'  ■ 

Für  Büschel  der  zweiten  Art  wird,  ganz  wie  bei  der  paraxialen 

Abbildung 
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-BF/=- 


«' cos/  — neos j  Kin(j— j")  I 

r  sin  j 


(26) 


%'  cos/  —  M  cosj  Bin  [j  — /)  ] 

also  aach  hier 

// JL 

// 

Mit  diesen  spezieDen  Werten  der  Konstanten  sind  auf  die  eine 
wie  die  andere  Abbildung  alle  Gesetze  zur  Anwendung  zu  bringen, 
welche  wir  für  kollineare  Abbildung  als  allgemeingiltig  erwiesen 
tiatten ;  insbesondere  finden  also  dieselben  Beziehungen  zwischen  den 
Größen  a,  ß  und  y  einerseits  und  f,  f  anderseits  hier  statt  wie  dort. 


D.  Die  kollineare  Abbildung  bei  schiefer  Brechung  eines  die 
Achse  schneidenden  BlementarbQschels. 

Die  für  die  Brechung  an  einer  Kugelflache  gefundenen  Gesetze 
lassen  sich  nicht  unmittelbar  auf  ein  beliebiges  System  solcher 
Flächen  übertragen,  well  im  allgemeinen  die  Hauptsehnitte  im  Bild- 
ranm  der  rten  Fläche  nicht  mit  den  Hauptschnitten  im  Objektraum 
der  y  4"  1  ten  Fläche  übereinstimmen.  Dieser  die  ganze  Behandlung 
außerordentlich  erschwerende  Umstand  wird  vermieden,  wenn  das 
System  zentriert  ist  und  die  Achse  des  einfallenden  Büschels  die 
Systemachse  schneidet.  Wir  wollen  uns  hier  auf  diesen  einfachen  Fall 
beschränken.  Die  EiiifaUsebene  fällt  dann  bei  sämtlichen  Brechungen 
mit  der  Ebene  zusammen,  welche  den  einfallenden  Hauptstrahl  mit 
<ier  Systemachse  verbindet.  Welches  auch  die  Lage  des  leuchtenden 
Punktes  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  sei,  immer  ist  die  Einfalls- 
ebene dieses  Strahls  eine  Symmetricebene  der  einfallenden  Wellen- 
flächeu  und  aller  brechenden  Kugeln;  somit  auch  aller  gebrochenen 
Wellenflächen.  Infolgedessen  ist  diese  Ebene  auch  eine  Haupt- 
krümmungsebene der  gebrochenen  Wellenfläche  und  die  eine  STtJBMsche 
Bildlinie  liegt  in  ihr,  die  andere  fällt  In  den  zugehfirigen  Sagittal- 
»chnitt,  und  da  beide  auf  dem  Hauptstrahl  senkrecht  stehen,  ist 
ihre  Lage  somit  vollständig  bestimmt. 

Die  für  die  Zusammensetzung  der  Abbildungen  gegebenen  Oe- 
setze  lassen  sich  unmittelbar  auf  die  Abbildungen  in  den  Tangential- 
und  Sagittalschnitten  anwenden,  weil  jetzt  die  Bildebene  der  vten  mit 
der  Objektebene  der  v-J-lten   Fläche  übereinstimmt.     Man   erhält 
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auf  diese  Weise  Brennpunktskoordiiiaten  und  Brennweiten  des  zu- 
sammengesetzten Systems   aus   den  Konstanten  der  Einzelsystemp. 

Nimmt  man  als  Olijektpunkt  im  ersten  Medium  den  unendlich 
fernen  Punkt  des  Hauptstrahla  und  bestimmt  für  denselben  nach 
den  auf  S.  49  und  76  angegebenen  Formeln  sämtliclie  U  und  /,. 
um  die  Brennpunkte  F,'  und  Fj  zu  ermitteln,  so  kann  man  ohne 
auf  die  Zusammensetzungsformel  zurückzugreifen,  unmittelbar  dir 
Bildbrennweiten  erhalten. 

Die  Bildbrennweile  des  Sagittalschnitts  //  ergibt  sich  genau  in 
derselben  Weise,  wie  die  Bildbrennweite  der  Paraxialstrahlen :   nach 

der  Definition    der  Brennweite  //^ ri 

f^^.-fUl^^.  (27) 

Um  die  Bildbrennweite  im  Tangentialschnitt  zu  erhalten,  er- 
innern wir  uns,  daü  nach  S.  172  für  diesen  Schnitt 


Somit  wh'i 
f<'  = 


_  COSJ 

cos/ 


_  hl,  h^  hj,  hj/  \t\^ 

h,,'  h,,  hj/  hg,   '  '  '  hy'  da^' 


COSJ,    COHJ,  COSJ^  'l' W  ■  ■  -  V 

cnsj/  cosjg'  '  '  '   cosj„'     /,  fj  .  .  .  t^' 

Um  die  Ohjektbrennpunkte  und  Objektbrennweiten  zu  erhalten, 
müßte  man  einen  zum  ausfahrenden  Hauptstrahl  parallelen  Strahl 
in  beiden  Schnitten  in  umgekehrter  Richtung  durch  das  System 
hindurch  verfolgen.  Die  Objcktbrennwoitcn  können  auch  aus  den 
für  beliebig  viele  Flächen  gültigen  Formeln 

fj-.f}^~n:n'  und  f,:f,'^  —  n:n' 

entnommen  werden. 

E.  Spezialfälle. 

Die  Ebene.  AVir  können  die  Ebene  als  eine  Kugel  von  unendlich 
großem  Radius  betrachten.  Setzen  wir  r^^co,  so  wei-den  die 
Abszissen  der  IlauiJtbrennpunkte  — -  Fonncln(18)  und  (19)  —  und  die 
Brennweiten   in   beiden  Schnitten  micndhch  groß,   die  Abbildungen 
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werden  teleskopiseh.    Das  Verhältnis  der  beiden  Brennweiten  bleibt 
endlich,  es  ist  immer  noch: 

f/-f/  =  fi-f:=-n;n\ 

Gleichung  (14)  gibt  für  den  Sagittalschiiitt : 

Gleichung  (16)  für  den  Tangentialschnitt: 

n  cos*j 
Das  Konvergcnzverhaitnis  im  Sägittalschnitt  wird  nach  (lö) 
dv'        f         M 

Aus  den  Konvergenz\'erliältnissen  erhält  man  nach  der  all- 
gemeinen Abbildungsgleichung  (22)  auf  S.  104  die  Vergrößerung 
im  Sägittalschnitt  ßj 

^,=  -fl=l, 

weil  tjlff  =  —  n/n   gilt. 

Im  Tangentialschnitt  wird  das  Konvergenzverhältnis  nach  (17): 

cos/  t  ncosj 

'       cosj  i       n'cos/' 
also 

j?  =  _  A .  *.  =  ^'^l 
'  /■/    y,       cos  j  ■ 

Die  Vei^xßß«rung  ist  also  in  den  beiden  Hauptschnitten  verschieden. 

Das  perspektivische  Zentrum  im  Sägittalschnitt  ist  das  Zentrum 
der  unendlich  großen  Kugel,  d.  h.  die  Kichtung  der  Normalen  auf 
die  brechende  Ebene, 

Das  perspektivische  Zentrum  E  des  Tangentialschnltls  liegt 
ebenfalls  im  Unendlichen,  was  schon  daraus  hcr\-orgelit,  dafl  beide 
Brennpunkte  im  Unendlichen  liegen.  Um  seine  Kichtimg  zu  be- 
stimmen, erinnern  wir  uns,  daß  der  Winkel  ^,  welchen  die  vom 
Einfallspunkt  nach  dem  Kugelmittelpunkt  und  nach  dem  perspek- 
tivischen Zentrum  K  gezogenen  Strahlen  BC  und  BE  miteinander 
einschließen,  vom  Radius  der  brechenden  Kugel  unabhängig  ist. 
Der  frtther  —  Formel  (23)  —  für  diesen  Winkel  gegebene  Weit 
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tp  iJ  =      sin  j  sin/  sin  {j  -\-f) 

1  -|-8injsinj  cos{j4-/) 

gilt  also  auch  für  die  Ebene.  Er  bestimmt  den  Winkel,  welchen 
die  Richtung  nach  dem  perspektivischen  Zentrum  der  Tangential- 
strahlen  mit  der  Normalen  zur  brechenden  Ebene  einschlieSt. 

Konstruktiv  ermittelt  man  (Fig.  47,  das  dichtere  Medium  ist 
hier  links  gedacht)  die  Richtung  des  Zentrums,  indem  man  wie 
LiPPiCH  (2. 179.)  im  Tangentialsehnitt  einen  Kreis  zeichnet,  welcher 
die  brechende  Ebene  im  Eiitfallspunkt  B  des  Hauptstrahls  berührt 
und  für  diesen  Kreis  das  perspektivische  Zentrum  K  nach  der 
S.  164  gegebenen  YoüNGschen  Konstruktion  bestimmt.  Die  Richtung 
der  vom  Einfallspunkt  B  nach  diesem  Zentrum  gezogenen  Geraden 
ist  das  perspektivische  Zentrum  desTangentialschnittsunsererGeraden, 


Entsprechende  Punkte  00}  des  Sagittalschnitts  liegen  auf  Nor- 
malen zur  brechenden  Ebene;  entsprechende  Punkte  des  Tangential- 
sohnitts  00,'  auf  Parallelen  zur  Geraden  BK. 

Die  plaoparallele  Platte.     Es    sei  n   der  Brechungsindex   der 

Platte  inbczug  auf  das   sie  umgebende  Medium,  also  -^  =  -^=ii. 
Die  Dicke   der  Platte    sei  d.     Dann    ist  in   unserer  gewohnten  Be- 
zeichnungsweise, da  Jä="Ji''  Ji'^h  '^*^' 
Im  Sagittalschnitt : 

/;— '/, 
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/.  = 

=/,'- 

d 

/■■  = 

4/. 

/,'  = 

=/.- 

d 

Im  Tangentialschnitt  ähnlicli: 

V- 

'.--^ 

'.  cob'j, 

.  COB^j,'  ■ 

Der  Abstand 

der 

beiden 

Bildpunkte  iet; 

'   '    n  C03J,  \        cos'j,  y 

Ist  i,  ^y^  der  Abstand  des  leuchtenden  Punktes  von  der  Platte, 
wird  der  Abstand  der  Bildpunkte 

cosVi  \ 

Diese  astigmatische  Differenz  der  Bildpunkte  ist  von  dem  Abstand 
de»  Ohjektpunkts  von  der  Platte  unabhängig,  bleibt  also  endlich, 
wenn  dieser  Abstand  unendlich  groß  wird.  Für  einen  unendlich 
lernen  Punkt  ist  die  astigmatische  Differenz  daher  zu  vernachlässigen. 

Ist  die  Platte  dichter  als  das  umgebende  Medium,  also  j,'<Cji, 
srt  ist  cosj,']>cosj,,  die  astigmatische  Differenz  wird  positiv.  Bei 
positivem  t^'  und  /^'  ist  der  tangentiale  Schnittpunkt  weiter  von  der 
Platte  entfernt  als  der  sagittale. 

Konvergenz^'erhftitnis  und  Vergrößerung  erleiden  beim  Durch- 
gang des  Lichts  durch  die  Platte  keine  Veränderung. 

EiD  nnter  endlicher  Neigung  dtirch  den  Mittelpunkt  einer 
unendlich  dfinnen  Linae  hindorchgehendes  BäscheL*)  Wir  set:ien 
n,  =  ff,'^^n  und  Bj'^nj  =  n',  ferner,  da  der  durch  den  Mittelpunkt 
der  unendlich  dünnen  Linse  hindurchgehende  Haupt  strahl  seine 
Richtung  beim  Durchgang  durch  die  Linse  nicht  ändert  r 

*)  FUr  den  aUgemeinerea  Fall,  in  welchem  der  Hauptstrahl  des  BUschela 
aieHlrigch  durch  eine  dicke  Linse  hindurchgeht,  gibt  Hbumanv  (9.  1. 4SI;  III,  i93.) 
FormelD.  Er  behandelt  in  diesem  Aufaatz  anch  geschichtete  Linsen  und  kommt 
m  dem  Ergebnis,  daB  die  nach  dem  Zentnun  hin  zunehmende  optische  Dichte 
der  Eristaliliuae  der  Feriskopie  günstig  ist. 

OpHk.  12 
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und  schreiben  noch  zur  Abkürzung 

N^  n'  cos/  —  M  cosj. 
Dann  Ist  nach  (18): 

'% ^  ,         ^«--AF-'  ^*— AT'  ^«  — 

rtlso  nach  (201: 

n'  _  _«_       N_ 
//      A  ^  r. 

Die  zweite  Gleichung  von  der  erateu  subtrahiert  gibt: 

also: 

1        1  m'  cos/  —  «  cosjY  l        1  \ 

(ianz  älnilich  erhält  man  für  deu  Tangeiilialschnitt : 

1        1  n'  cos/  —  w  cosj  /  I         1  \ 

V~'r~~    "  ncos*j  W~V' 

die  Linse   unendlich  dünn   ist,  /i'=yi,    also   ist  fj  einfach  gleich 
dem  Werte,  welchen  —/^  für/^^oo  annimmt,  d.h. 


''          »■„»/ 

—  Kcosj  r,— 

Da 

f/'O- 

w'  cos/  - 

SO  ist  dann: 

-licosj   rj  —  r 

Im 

Tangciitialsclinitt  wird: 

fl  — 

.^"^V^^^'^^h^yl 

' 9:^''-?'"" 

nlso 

COs/j  COSJj'      (j 

eos/  CO 

f-^fl^ 

K  cos*,/ 

:osj  —  ncosj  i 
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In  beiden  Schnitten  sind  die  Brennweiten  gleich  deu  negativ 
frenommenen  Brennpunk tsabständcn.  Es  gelten  also  im  Sagitlal- 
und  Tange ntialschnitt  für  ein  «nendlich  dünnes  Büschel,  welches 
>*iiier  auf  den  Mittelpunkt  einer  unendlich  dünnen  Linse  fällt,  ganz 
«liesi'lben  Formeln 

1  _  I  _J_ 


wie  für  ein  senkrecht  einfallendes  Büschel  —  Formel  (10)  —  nur  hängen 
jetzt  die  Brennweiten  von  dem  Einfallswinkel  des  Hauptstrahls  ab, 
und  sind  überdies  in  den  beiden  Schnitten  verschieden  groß. 

Diese  letztere  Eigenschaft  ist  vor  der  Konstruktion  der  Zylinder- 
lin^u  zur  Korrektion  des  Astigmatismus  der  Augen  benutzt  worden. 
/",  isr  gleich  f/cos*j,  die  Brennweite  ist  also  im  Tangen tialschnitt 
kleiner,  die  Linse  in  diesem  Azimut  stärker  als  im  Sagittalschnitt. 

Die  ReflexioB  an  einer  sphärischen  Fl&che.  Wenn  wir  als 
jwwitlre  Koordinatenrichtung  immer  die  Richtung  des  einfallenden 
Lichts  betrachten,  so  erhalten  wir  die  für  die  Reflexion  gültigen 
(ileichungen  aus  den  für  die  Brechung  abgeleiteten,  indem  wir 
einfach    n=  — 1   setzen,    es   wird   dann   nach  (18)  und   (19),    da 


r=.r'= 


und  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  werden 


oder,  da  nach  (26)  und  (26): 


'cnsj 


•r;- 
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Ganz  wie  Tür  das  senkrecht  einfallende  Büschel,  S.  141,  nur 
daß  wiederum  die  beiden  Brennweiten  verschieden  sind  und  vom 
Werte  des  Ei nfalls winkeis  abhängen. 

Im  Sagittalschnitt  wird  nach  (15)  das  Konvergenzverhältnis: 


y/= 


und   somit   die   Vergrößerung,    da  nach  S.  173  die  HELHHOLTZsche 
Gleichung  (4)  auch  hier  gilt: 

fr— y 
Im  Tangentialschnitt  das  Konvergenzverhältnis  nach  (17): 


die  VergTÖflerung  nach  (4): 


t" 


Alle   diese  Gleichungen   könnten    uatttrlich    auch  leicht  direkt  ab- 
geleitet werden. 


Das    perspektivische  Zentrum   tiir   den   Sagittalschnitt   ist  wie 
immer  das  Kugclzentrum.     Das  pcrspektivisclie  Zentrum    für  den 
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Tangen tialschnitt  wird  nach  der  Yotraoschen  Konstruktion  erhalten 
(Fig.  48),  indem  man  vom  Zentrum  Perpendikel  CM  und  Cit  auf 
den  einfallenden  und  gebrochenen  Strahl  fällt,  die  Fußpunkte  dieser 
I'erpendikel  miteinander  verbindet  und  vom  Zentrum  C  auf  diese 
\'erbindungsgerade  ein  drittes  Perpendikel  fällt.  Der  Fußpunkt  K 
dieses  Perpendikels  ist  das  perspektivische  Zentrum  der  Tangential- 
strablen,  welches  wegen  der  Symmetrie  der  ganzen  Erscheinung 
inbezag  auf  CB  auf  diesem  Strahle  liegen  muß. 

Durch  Parallele  zum  einfallenden  und  reflektierten  Strahl  durch 
C  and  K  erhält  man  die  Brennpunkte,  deren  Abszissen,  wie  leicht 
aus  der  Figur  zn  sehen  ist,  die  oben  angegebenen  Werte  S,  S',  T,  T' 
verifizieren. 

Wird  die  Kugel  zur  Ebene,  so  ist: 

/--/!        1 1;        ■t/—t,—  -U        f/=ß,=  +  l. 

Diese  Gleichungen  bestätigen  das  früher,  S.  141,  Gesagte. 


3.  Der  Fall  doppelt  gekrOmmter  brechender  riächen. 

Wenn  ein  unendlich  dünnes  Büschel  auf  eine  doppelt  ge- 
krümmte Flache  fällt,  so  wird  es,  selbst  wenn  seine  Hauptachse 
auf  der  Fläche  normal  steht ,  astigmatisch ,  wie  wir  gleich  des 
näheren  sehen  werden. 

Wir  wollen  uns  für  doppelt  gekrümmte  Flächen  auf  den  Fall 
beschränken,  in  welchem  die  Einfallsebeno  des  Hauptstrahls  a  ein 
Hauptschnitt  der  Fläche  ist.  Der  allgemeine  Fall  hat  bis  jetzt  für 
den  praktischen  Optiker  keine  Bedeutung  gehabt,  es  wird  daher 
genügen,  für  denselben  auf  das  Lehrbuch  von  Heath  (3,  urt.  JSS) 
und  auf  die  Originalarbeiten  von  Stukm  (l.  Z.  1238.),  Maxwell  (A), 
C.  Seumanw  (Ä.)  und  Matthiessem  (JO.)  zu  verweisen.*) 

*)  Die  Anigabe,  welche  die  im  Texte  genannten  Autoren  sich  stellen,  Uiit«t 
folgendermaüen :  Ein  unendlich  dUnnes  rcgul&rea  StrahleabUndel ,  d.  h.  ein 
oneudlich  dünnes  Büschel,  welches  ein  System  von  Orthogonal  flächen  besitzt, 
sei  durch  die  Iiage  des  Hauptstrahls  and  der  beiden  Brennlinien  bestimmt, 
es  werde  durch  eine  gegebene  doppelt  gekrümmte  Fläche  gebrochen,  Qs  soll 
die  Lage  des  gebrochenen  Hauptstrsbls  und  seiner  beiden  Brennlinieu  ge- 
fanden werden  oder,  wie  Stubm  sich  ausdrückt:  Die  Krümmungsradien  der 
HsupCschnitte  der  einfallenden  Wellenfläche  sind  gegeben,  es  sollen  die  Erllm- 
Dtangaradien  der  gebroclieiien  Wellenfläcbe  berechnet  werden.  Stohm  bestimmt 
Übrigens  nicht  nur  die  Länge  der  KrUmmiuigsradien ,  sondern  auch  die  Lage 
der  Hauptschnitte.  Die  Gleichungen,  xa  welchen  er  gelangt,  sind  identisch 
mit  denen  von  Maxwru.  und  Nbdiianh,   welche  seine  Abhandlung  wohl  nicht 
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Derjenige  Hauptschnitt  der  Fläche,  welcher  den  Hanptstrahl  a 
enthält,  möge  Tangentialschnitt  heißen,  während  die  auf  diesem 
Schnitte  senkrechte  Ebene  durch  a,  welche  im  allgemeinen  kein 
Hauptschnitt  der  Fläche  sein  wird,  als  Sagittalscbnitt  bezeichnet 
sein  möge. 

Für  den  Tangential-  und  Sagit talschnitt  der  doppell  gekrümmten 
Flächen  gelten  ganz  dieselben  Formeln  und  Gesetze,  wie  für  die 
gleichnamigen  Schnitte  der  Kugel,  nur  daß  an  Stelle  des  KBgel- 
radius  die  Krümmungsradien  der  Fläche  in  den  zugehörigen  Hanpl- 
krümmungslinicn  treten. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Tangentialschnitt.  Da  er  mit  der 
Einfallsebene  zusammenfällt,  so  treten  die  in  ihm  liegenden  Strahlen 
bei  der  Brechung  nicht  aus  ihm  heraus;  die  Brechung  findet  in 
einer  Ebene  statt.  Diese  unendlich  sehmale  Ebene  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Hauptkrümmungslinie.  Denken  wir  uns  längs  dieser 
Kurve  die  Normalen  an  die  Fläche  errichtet,  so  gehen  dieselben, 
wenn  wir  uns  auf  ein  unendlich  kleines  Kuirenstück  beschränken, 
sämtlich  durch  den  Krümmungsmitlelpunkt  der  Kurve  im  Einfalls- 
punkt B.  Das  unendlich  kleine  Kur\'enstück,  welches  die  Brechung 
unseres  Büschels  vermittelt,  filllt  mit  einem  um  diesen  Krümmungs- 
mittelpunkt durch  B  gezogenen  Kreis  zusammen.  Die  Brechung  im 
Tangentialschnitt  unterscheidet  sich  also  nicht  von  der  Brechung  im 
analogen  Schnitt  einer  Kugel,  deren  Krümmung  mit  der  Krümmung 
der  Fläche  im  Tangentialschnitt  übereinstimmt. 

Ähnlich  liegen  die  Verhältnisse  für  den  Sagit talschnitt.  Diese 
Ebene  schneidet  die  Fläche  in  der  auf  dem  Tangentialschnitt  senk- 
recht stehenden  Hauptkrümmungslinie.  Denken  wir  uns  um  den 
zum  Punkt  B  gehörigen  Krümmungsniittelpunkt  dieser  Kurve  eine 

);eaebeii  bntten.  Stcrkb  Beweise  sind  etwas  weitschweifig,  lumiil  er  außer 
dem  uns  hier  interessiereoden  Satz  noch  andere  ableitet.  Maxwell  und  Neu- 
MAHN  gelangen  rascher  cum  Ziele.  Maxwbll  benutzt  die  Eigenschaften  der 
HAiOLTOKschen  charakteristischen  Funktion ;  seinem  Beweise  Mgt  Ubatb. 
welcher  in  seinem  Lehrbuche  auch  die  übrigen  interessanten  llAxwKLLschen 
Arbeiten  (I.  b.  €.)  berücksichtigt  hat.  Die  MAXWBLiAchen  Konstruktionen 
fehlen  indessen  bei  Hbath.  Nbdmanh  stützt  seinen  Beweis  auf  dos  Prinzip 
der  schnellsten  Ankunft,  seine  Formeln  sind  sehr  Übarsichtlich.  Während  die 
bisher  genannten  Autoren  —  wie  auch  wir  es  immer  getan  haben  —  an- 
nehmen, daQ  die  Brennlinien  auf  dem  Hauptstrahl  aeukrecbt  stehen,  was  e^ 
laubt  ist,  wenn  man  bei  den  unendlich  kloinen  Größen  zweiter  Ordnnng  stehen 
bleibt,  macht  Uatthif.ssbh  diese  Voraussetzung  nicht.  Er  gibt  für  das  ein- 
fallende Büschel  die  Neigung  der  Brennlinien  gegen  den  Haapt«trahl  und  be- 
rechnet sie  für  das  gebrochene  Büschel.     Siehe  auch  Leboi  {!.). 
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Kugel  durcli  B  beschrieben,  so  wird  diese  Kugel  vom  Sagittal»chnitt 
in  einem  Kreise  gesclinilten ,  welcher  sich  innerhalb  des  unendlich 
schmalen  Büschels  mit  der  Krümmungslinie  deckt.  Die  Nonnalen 
an  der  brechenden  Fläche  und  an  der  Kugel  fallen  längs  dieser 
Kurve  zasammen.  Die  Brechung  im  Sagittal schnitt  der  Fläche  ist 
id<'ntisch  mit  der  Brechung  im  Sagit tatschnitt  einer  Kugel  der  be- 
trachteten Art. 

Im  Tangential-  und  Sagit  talschnitt  der  Flftehc  findet  demnach 
eine  Abbildung  ganz  dcraelheu  Art  wie  für  die  Kugel  statt,  und 
die  für  die  Kugel  abgeleiteten  Formeln  gelten  auch  hier. 

Wir  denken  uns  nun  ein  unendlich  dünnes  räumliches  Büschel, 
dessen  Scheitel  0  auf  der  Hauptachse  a  liegt.  Für  dieses  Büschel 
gilt  wie  für  jedes  unendlich  dünne  Büschel  der  STtTBüsche  Satz,  d.  h, 
man  kann  unter  Vemachiässigung  der  unendlich  kleineu  Größen 
dritter  Ordnung  annehmen,  daß  alle  Strahlen  des  Büschels  nach  der 
Bn-chung  durch  die  zwei  STUBMschen  Brennlinien  hindurchgehen. 
Ven  jeder  dieser  Linien  kennen  wh*  bereits  einen  Punkt.  Die  erste 
Brennlinic  geht  durch  den  tangentialen  Bildpunkt  0/  des  Büschel- 
scheitels O  hindurch,  die  zweite  durch  den  sagittalen  Bildpunkt  0/ 
desselben  Punktes.  Die  Brennlinien  liegen  nach  dem  SrüBMwchen 
Satz  in  den  Uauptkrümmungsebenen  der  gebrochenen  Wetlcnfläche, 
Die  eine  dieser  Ebenen  fällt  nun  aber  mit  dem  Tangentialschnitt 
üHKainmcn,  weil  Lichtbüschel  und  brechende  Fläche  in  der  Umgebung 
des  Einfallspunktes  B  inbczug  auf  diesen  Schnitt  symmetrisch  sind. 
Da  die  Hauptkrümmungsebenen  aufeinander  senkrecht  stehen,  ist 
der  Sagittalschnitt  die  andere  dieser  Ebenen. 

Die  erste  Brennlinie  steht  somit  in  O,'  auf  dem  Tangentialschnitt, 
die  zweite  in  0/  auf  dem  Sagit  talschnitt  senkrecht.  Die  ersten 
Brennlinien  aller  Punkte  auf  der  Hauptachse  sind  untereinander 
[)Hrallel,  ebenso  die  zweiten  Brennlinien. 

Betrachten  wir  nun  die  G«famtheit  der  Strahlen,  welche  dein 
llauplstrahl  a,  a'  unendlich  nahe  liegen,  so  werden  die  Richtungen 
der  Brennlinien  dieser  Strahlen  nur  unendlich  wenig  von  den 
Richtungen  der  Brennlinien  des  Ilauplslrahls  abweichen.  Die  ersten 
Brpnnlinien  aller  dieser  Strahlen  werden  angcmähert  auf  dem 
Tangentialschnitt  des  Ilauptstralits  a'  senkrecht  stehen,  die  zweiten 
auf  seinem  Sagittalschnitt.  Hieraus  läßt  sich  folgender  von  liiPPiCH 
{^.176.)  für  die  Kugel  aufgejitellte  Satz  ableiten  r 

Projiziert  man  zwei  konjugierte  Strahlen  g,  g,  welche  einem 
Uli  einem  Hauptschnitt  der  Fläche  verlaufenden)  Hauptstrahl  a,  a' 
unendlich    nahe   liegen,    auf    die   Tangential-   resp.  Sagittalschnitte 
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dieses  Hanptstrahls,  so  entsprechen  sich  auch  die  Projektionen  j,,  j, 
resp.  i?j,  g^  dieser  Stralilen. 

S^  sei  der  Tangentialsehnitt  des  Strahles  a,  a';  H^  and  If^' 
seine  Sagiltalschnitte.  Wir  beweisen  den  Satz  zunächst  für  dip 
Projektionen  y, ,  p,'  auf  den  Tangentialsehnitt.  Da  H^  ein  Haupt- 
schnitt der  Fläche  ist  und  g^  a  unendlich  nahe  liegt,  so  fällt  dor 
eine  der  zwei  durch  den  Einfallspunkt  von  y^  gehenden  Hauptschnitte 
mit  Hj^  zusammen  und  es  gelten  für  diesen  Strahl  g^  die  im  vorigen 
bewiesenen  Sätze,  g  liegt  im  Sagittalschnltt  von  g,,  also  g'  im 
Sagittal schnitt  des  g^  entsprechenden  Strahls  t/^'.  Dieser  Sagittalschiiitt 
steht  aberauf  dem  Tan- 
gentialsehnitt if,  senk- 
recht: jj'  ist  also  die 
Projektionvonj'auf  H,. 
Für  die  Projektio- 
nen auf  die  Sagiltal- 
schnitte ist  der  Beweis 
schwieriger ,  weil  die 
Projektion  des  Strahls 
g  auf  diesen  Schnitt 
nicht  in  einem  Haupt- 
BChnitte  der  Fläche 
liegt.  Es  seift,  (Fig. 49} 
die  im  Tangential- 
sehnitt von  a  liegende 
Hauptkrümmungsliiiic 
yj^  „  der  Fläche,    ft,   die  im 

Zum  Beweis  d«  LiPMCHichen  SBtie».  Sagittalschnitt Hegende. 

Durch  den  Punkt  Q,  in 
welchem  g  die  Fläche  schneidet,  ziehe  man  die  zu  ft,  parallele 
Hauptkrlimmungslhiie  und  veriängere  sie,  bis  sie  A,  in  B  schneide. 
L  sei  der  Punkt,  in  welchem  g  den  Sagittalschnitt  H^  schneidet; 
verbindet  mau  L  mit  B,  so  fällt  die  Gerade  LB  mit  der  Projektion  ff. 
von  g  auf  Sj  zusammen,  wenn  wir  unendlich  kleine  Größen  der 
zweiten  Ordnung  vernachlässigen.  Fällt  man  nämlich,  um  g,  zu 
erhalten,  von  Q  auf  H^  ein  Perpendikel  QQ\  so  läuft  (Fig.  50)  BQ" 
parallel  mit  a,  weil  die  Ebene  QQ'B  dem  Hauptschnitt  H^  parallel 
Ist,  der  Winkel  L<^R  ist  also  unendlich  klein  und,  da  BQ'  auch 
unendlich  klein  ist,  so  ist  das  Perpendikel  BB'  von  R  auf  LQ'  un- 
endlich klein  ^■on  der  zweiten  Ordnung.  LB  fällt  mit  g^  zusammen. 
Da   nun   aiier  y,   in  H^  liegt,    so  liegt   der  zugehörige  gebrochene 
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Strahl  ffj'  in  if,',  nnd  verbinden  wir  y,'  mit  Q  durch  eine  Ebene, 
so  steht  diese  Ebene  auf  H^'  senkreclit,  weil  g^',  unter  Vemach- 
lässignng  unendlich  kleiner  Größen  der  zweiten  Ordnung,  durch  den 
FnSpunkt  Q"  des  Perpendikels  von  Q  auf  H^  hindurchgeht.  Die 
Ebene  QgJ  enthält  aber  den  g  entsprechenden  Strahl  g',  denn  g'  geht 
erstens  durch  Q  und  zweitens,  als  Strahl  des  Büschels  L,  durch  die 
in  einem  Punkte  von  p,'  auf  J?,'  senkrecht  stehende  zweite  Bildlinie  b, 
des  Punktes  L  hindurch,  liegt  also  in  der  auf  JB^'  senkrechten 
KbeiipQg^':  also  ist  j,' die  Projektion  von  g'  auf  fl",'.  Die  Projektionen 
entsprechender      Geraden  ^ 

des  Büschels  auf  die  Haupt- 
schnitte  entsprechen  sich. 
Mit  Hilfe  des  Lbppich- 
schen  Satzes  kann  zu  je-  *■'"■  w. 

3  .-■^11  11.         1  ZuDi  Bevekft  des  LippicHarbOD  SutzOB. 

dem  btrahl  g,  welcher  dem 

Hnuptslrahl  a  unendlich  nahe  Hegt,  der  entsprechende  cf  ge- 
funden werden,  wenn  die  Abbildungskonstanten  in  den  Schnitten  H^ 
und  H^S^'  bekannt  sind.  Man  hat  bloß  zu  g  die  Projektionen  y, 
und  s,  zu  bestimmen  und  im  Tangcntialschnitt  ff,  und  den  Sagittal- 
schnitten  H^  und  J9,'  zu  g^  resp.  g^  die  entsprechenden  Strahlen  y,' 
und  jj'  zu  bestimmen,  g^'  und  g^'  sind  die  Projektion  von  p".  Wie 
die  Abbil du Dgs konstanten  zu  bestimmen  sind,  folgt  aus  dem  am 
Anfang  dieses  Paragraphen  Gesagten. 

Wenn  der  gebrochene  Hauptstrahl  a'  auf  eine  zweite  brechende 
Fläche  railt  und  in  einem  der  Hauptsehnitte  des  Ein  falls  punktes 
liegt,  so  findet  auch  an  dieser  Fläche  im  Tangential-  und  Sagittal- 
schnitt  Abbildung  statt,  aber  die  Hauptschnitte  des  Bildraums  der 
ersteu  Fläche  stimmen  im  allgemeinen  nicht  mit  den  Hauptschnitten 
des  Objektraums  der  zweiten  Fläche  (Iberein,  so  daß  kein  direkter 
Übergang  vom  ersten  zum  letzten  Medium  möglich  ist.  Wir  be- 
schränken uns  auf  die  Betrachtung  zweier  Spezialfälle. 


A.  Die  Abbildung  durch  doppelt  gekrümmte  Flächen,  welche 

sämtlich  auf  dem  Hauptstrahle  senkrecht  stehen,   und   deren 

Hauptschnitte  zusammenfallen. 

In  diesem  Falle  ist  ein  dh-ekter  Übergang  vom  ersten  zum 
letzten  Medium  möglich.  Beide  (allen  Medien  gemeinsame)  Haupt- 
sehnitte sind  Tangentialschnitte.  W^ir  unterscheiden  sie  willkürlich 
als  ersten  und  zweiten  Hauptschnitt.  Nach  dem  oben  Gesagten  können 
die  Kurven,   in  welchen   die  Hauptschnitte   die  Flächen  schneiden, 
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als  Kreise  betrachtet  werden,  deren  Kadien  gleich  den  KrümmnagE- 
radien  der  Flachen  sind,  im  allgemeinen  also  in  den  beiden  Ilaupt- 
schnitten  verschieden  groß  sein  werden.  Die  durch  diese  Kreise 
in  jedem  der  beiden  Hauptschnitte  erzeugten  Abbildungen  können 
nach  den  allgemeinen  Zusammensetzungsformeln  zu  einer  Abbildung, 
welche  direkt  vom  ersten  zum  letzten  Medium  hinüberführt,  zu- 
sammengesetzt werden.  Denken  wir  uns  diese  Zusammensetzung 
ausgeführt,  so  können  wir  dann  zu  einem  beliebigen  Strahl  g  den 
entsprechenden  g'  im  letzten  Medium  linden,  indem  wir  zu  seinen 
Projektionen  g^  und  p,  auf  die  beiden  Hauptschnitte  die  entsprechen- 
den ff,'  und  jj'  suchen.  /  ist  dann  der  Strahl,  dessen  Projektionen 
gl  und  3,'  sind. 

Liegt  ein  von  einem  Punkte  0  ausstrahlendes  Liehtbüschel  vor, 
und  denken  wir  uns  für  alle  Strahlen  g  durch  0  die  Projektion  ff, 
und  ff,,  sowie  die  diesen  Strahlen  im  ersten  und  zweiten  Haupt- 
schnitt entsprechenden  Strahlen  ff,'  und  ff,'  konstruiert,  so  gehen 
alle  Strahlen  ff,  durch  die  Projektion  0,  von  0  auf  den  ei-slen 
Hauptschnitt ;  die  entsprechenden  Strahlen  ff,'  durch  das  Bild  0,' 
von  Oj  im  ersten  Hauptschnitt,  d  \.  alle  Strahlen  g  gehen  durch 
die  im  Punkte  0,'  auf  dem  ersten  Hauptschnitt  senkrecht  stehende 
Gerade.  Ebenso  gehen  alle  Strahlen  g^  dui-ch  das  BQd  O,'  der 
Projektion  0,  von  O  auf  den  zweiten  Hauptschnitt,  die  Strahlen  ff 
also  durch  die  im  Punkte  0^'  auf  dem  zweiten  Hauptschnitt  senk- 
recht stehende  fierade.  Die  in  den  Punkten  0,'  resp.  0,'  auf  dem 
ersten  resp.  zweiten  Hauptschnitt  senkrecht  stehenden  Geraden  sind 
die  STDBMschon  Brennlinien  des  von  0  ausfahrenden  Büschels  nach 
seiner  Brechung  durch  sämtliche  Flächen.  Im  allgemeinen  liegen 
0,'  und  0,'  in  zwei  verscliiedenen  Normalebenen  zur  Achse,  das 
Büschel  ist  astigmatisch.  Es  wird  homozentrisch ,  wenn  0,'  und 
O,'  in  derselben  Nommlebene  zur  Hauptachse  liegen,  denn  dann 
sehneiden  sich  die  beiden  in  0,'  und  O,'  auf  den  beiden  Haupl- 
schnitten  senkreclit  stehenden  Geraden  und  alle  Strahlen  des  Büschels 
müssen  durch  den  Schnittpunkt  hindurchgehen,  um  beide  Geraden 
zu  schneiden. 

Ein  besonderer  Fall  dieser  Art  Brechung  ist  die  Brechung  eines 
senkrecht  auf  eine  oder  meJirere  Zylindertlfteiien  auffallenden  Büschele, 
wenn  die  Erzeugenden  der  Zylindcrfläclien  in  zwei  durch  die  Achsi> 
gehenden  und  aufeinander  senkrecht  stehenden  Ebenen  —  den 
Hauptschnitten  der  vorigen  Entwicklung  —  liegen.  Setzen  wir 
voraus,  die  Zylinderflächen  seien  gerade  Kreiszylinder,  so  ist  der 
Krümmungsradius   jeweilen    in  dem    einen   Hauptschnitt   unendlich 
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groß,  nährend  er  in  dem  andern  gleich  dem  Radius  des  Zylinders 
ist-  Man  hat  also  nur  in  jedem  Hauptsclmitt  ein  System  von  Geraden 
und  Kreisen  zusammenzusetzen,  um  die  Wirkung  des  ganzen  Systems 
in  jedem  der  beiden  Hauptfichnitte  zu  Übersehen.  Durch  den 
LiPPiCHsclien  Satz  wird  die  Brechung  einer  beliebigen  Geraden  auf 
die  Brechung  ihrer  Projektionen  auf  die  Hauptschniite  zurückgeführt. 
Viel  verwickelter  werden  die  Verhältnisse,  wenn  der  Haupt- 
strahl die  verschiedenen  Flächen  zwar  noch  senkrecht  schneidet,  die 
Hauptschnitte  der  aufeinander  folgenden  Flächen  aber  nicht  mehr 
zusammenfallen.  Wir  behandeln,  wie  unsere  Vorgänger,  nur  den 
FaU  unendlich  dünner  Systeme. 


B.   Die  Zusammensetzung 

zweier  unendlich  dünner  Systeme  doppelter  KrQmmuns,  deren 

Hauptschnitte  nicht  zusammenfallen.*) 

Wir  setzen  voraus,  daß  die  Hauptachse  auf  sämtlichen  brechenden 
Flächen  senkrecht  steht  und  daß  die  Seheitel  aller  Flächen  sich 
unendlich  nahe  liegen.  Die  Flächen  des  ersten  Systems  sollen  alle 
unter  sich  dieselben  Hauptschnitte  haben,  ebenso  die  Flächen  des 
zweiten  Systems;  es  seien  aber  die  Hauptschnitte  des  ersten  Systems 
von  denen  des  zweiten  verschieden.  Wir  denken  uns  in  jedem  der 
beiden  Hauptschnitte,  sowohl  des  ersten  als  des  zweiten  Systems, 
die  Zusammensetzung  aller  Einzelabbildungen  zu  einer  Abbildung 
ausgeführt,  so  daß  schließlich  nur  zwei  unendlich  dünne  Systeme 
ohne  Abstand  vorliegen,  welche  zusammenzusetzen  sind,  wenn  diese 
Zusammensetzung  möglich  ist.  f^f^  seien  die  Brennweiten  des  ersten 
Systems  in  dem  einen  willkürlich  als  ersten  bezeichneten  Haupt- 
schnitte; y,,  g^  in  dem  zweiten.  Weil  die  Seheitel  aller  Flächen 
zusammenfallen,  fallen  auch  ihre  Hauptpunkte  zusammen.  DSe 
Koordinaten  der  Brennpunkte  inbezug  auf  den  gemeinsamen  Scheitel 
sind  also  gleich  den  negativ  genommenen  Brennweiten.  Die  auf 
der  Hauptachse  im  gemeinsamen  Scheitel  S  sämtlicher  Flächen  senk- 
rechte Ebene  wollen  wir  die  Hauptebene  nennen.  Ihre  Punkte  sind 
den  Objekt-  und  Bildräumen  beider  Systeme  gemeinsam. 

Wir  führen  drei  Koordinatensysteme  ein,  deren  a:- Achsen  sämtlich 
mit  der  Hauptachse  des  Büschels  zusammenfallen,  während  die  y- 
nnd  2-Achsen  verschieden  orientiert  sind.     Koordinaten  Ursprung  ist 

*)  Literatur:  K.  Stbadbel  {t.);  S.  P.  Thohpboh  {t.);  I.  D.  vah  der  Plaatb 
I'-);  E.  I,  SowiEB  {!.). 


,y  Google 


18S 


Culm&nD,  Die  BeeJisierung  der  optisclien  Abbildung. 


für  alle  Systeme  der  Scheitel  S.  Ein  erstes  System  X,  Y,  Z  dient 
als  Gruiidaystem,  auf  welches  die  andern  Systeme  bezogen  \rerden. 
Die  beiden  andern  Koordinatensysteme  sind  den  beiden  optischen 
Systemen  eigentümlich,  indem 
ihre  xy-  und  3;2-Ebeneu  mit  den 
Hanptschnitten  dieser  Systeme  zu- 
sammenfallen. Diese  HiifssysK-me 
mögen,  wie  die  optischen  Sy»teni«s 
die  Indices  1  und  2  tragen.  Ein 
Liehtstrahl  wird  im  Grundsystem  be- 
stimmt durch  die  Koordinaten  Y,  Z 
dos  Punktes,  in  welchem  er  diu 
Hauptebene  schneidet,  und  dnreh 
die  unendlich  kleinen  Winkel  V. 
Y,  welche  seine  Projektionen  auf 
die  XY'  und  XZ-Ebcncn  mit  d<T 
X- Achse  einschließen,  y,,  «, ,  «j,  tij 
mögen  für  das  erste  Hilfssystem 
entsprechende  Bedeutung  haben 
und  es  sei  a^  der  Winkel,  weicher 
die  aTiVj-Ebene  {die  Ebene  des  ei-sten  Hauptschnitts  des  ersten 
Systems)  mit  der  firundebene  XY  einsclüießt.  Dann  gelten  die 
folgenden  Transformationsformeln,  welche  in  bekannter  Weise 
unmittelbar  aus  der  obenstehenden  Fig.  51  abzulesen  sind: 


Fig.  M. 
Ziir  Ableitung  der  TnnafuraiatloDBlur 


y,  =  Tcos  a^-^Z  sin  c,  1 
^1  =  —  l'sin  a,  -\-  Zcos  a^  \ 
1'=  Pi  cos  «i  —  z^  sin  a^  1 
Z  =  y,  sin  a,  +  z,  cos  a,    / 


(29) 


(30) 


Cianz  ähidiche  Formeln  bestellen  auch  für  die  Winkel  ü,  V,  «, ,  v, 
weil  diese  Winkel  nach  Voraus^sctzung  unendlich  klein  sind.  Be- 
schreilien  wir,  uiu  <ties  einzusehen,  um  den  Ursprung  eine  Kugel 
mit  dciu  Hadius  l  und  zielten  durch  ihren  Mittelpunkt  S  eine  Parallele 
zum  Lichtstrahl.  Es  sei  Ä  der  Punkt,  in  welchem  diese  Parallele  die 
Kugel  schneidet.  Das  Stück  der  Kugel,  auf  welchem  alle  Punkte  Ä 
liegen,  kann  als  eine  zur  i-Aehsc  senkrechte  Ebene  betraehtel 
werden,  weil  der  I'unkt  A  der  a:- Achse  unendlich  nahe  liegen  muß. 
U,  V  resp.  w, ,  r^  sind  daher  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  des 
Punktes  A  inbezug  auf  ein  ebenes  Koonlinaten System,  dessen  Urepruiig 
in  dem  Punkte  liegt,  in  welchem  die  ar-Achse  die  Kugel  schneidet 
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nnd  dessen  Achsen  der  Y,  Z-  resp.  j/jZ,-Achse  parallel  laufen:  es 
grclten  somit  für  die  Winkel  U,  Y,  Wp  v^  den  Gleichungen  (29)  und  (30) 
panz  analoge  Formeln: 

tt,  =      ü,  cos  Ci  4-  F,  sin  aA 
u^  =  —  Pi  sin  «j  +  Fl  cos  ß  J 

P,  =  u,  cos  c,  —  «,  sin  a,        1  ,     , 

J  (32) 

Fj  =  «,  sin  ßj  +  «,  cos  «1       I 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Werte,  welche  den  Winkeln 
V  und  y  vor  der  Brechung  an  der  ersten  Fläche  zukommen,  mit 
F,,  F,  bezeichnet. 

Da  die  afjj/,-  und  Xj/, -Ebene  Hauptschnitte  des  ersten  Systems 
sind,  so  gelten  für  die  Projektionen  des  Lichtstrahls  au(  diese  Ebenen 
rlie  allgemeinen  Abbildungsgesetze.  Es  seien  x,Xi'  die  a;-Ko ordinalen 
(los  Punktes,  in  welchem  die  Projektion  des  Lichtstrahls  auf  die 
x,y,-Ebene  vor  resp.  nach  der  Brechung  durch  das  erste  System 
die  a:- Achse  schneidet:  dann  ist  nach  Fonnel  (29)  S.  111,  weil  beide 
Hauptpunkte  mit  dem  Koordinaten-Ursprung  zusammenfallen: 


/■.«i+Z'.V+v 


n    ^ 


Für  den  zweiten  Hauptschnitt  erhält  man  in  ähnlicher  Weise: 

tt.'v/^B.t),  +«,  — ^. 
'    '  '   ?1 

Wir  müssen  nun  wieder  zum  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  zurück- 
kehren. Die  Koordinaten  Y,  Z  des  in  der  Hauptebene  gelegenen 
Durch stoöp unk tes  ändern  sich  bei  der  Brechung  nicht,  es  handelt 
wh  daher  nur  daram,  die  Winkel  Ü','F,'  des  gebrochenen  Strahls 
aus  »i'u,'  abzuleiten.  Für  diese  Winkel  gelten  den  Gleichungen  (32) 
analoge  Transfomiationsfomioln : 
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Kj  ^  «1  Sin  ttj  -|-  «,  cos  dj  J 

Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  die  eben  gefundenen  Werte 
lür  u,'  und  v^  ein  und  führen  mittels  der  Gleichungen  (31)  und  (29) 
für  M,,  v^,  Vj  und  z^  die  Größen  E/,,  7^,  Y,  Z  ein,  so  erhalten  wir; 

'^  -  V  L'^' + ^"■' «' "' «'  l?:  -  ^J + ^  l"7.  +  "T^JJ  I 

Durch  diese  Gleichungen  und  die  Koordinaten  Y,  Z  seines  Durch- 
stoflpunktes  ist  der  aus  dem  System  1  ausfahrende  Lichtstrahl  voll- 
ständig bestimmt. 

Für  den  Durchgang  durch  das  zweite  optische  System  haben 
wir  bei  analoger  Bczeichnungs weise  folgende  Formeln: 


(34) 


(36) 


Geht  ein  Lichtstrahl  nacheinander  durch  beide  Systeme  hin- 
durch, so  ist  ü,=^  Vi,  T'jEsF,';  setzen  wir  demgemäß  in  die  vorigen 
Gleichungen  die  für  (7^'  und  F/  bestimmten  Werte  aus  (34)  ein,  so 
erhalten  wir: 

„,      «,        1    n.                        (\       \\  .    n,     /sin'a,  .  co8*(i' 
K  =-S  V, +-J,-rsina,cosß,   — \-\ SZ\^y-^-\ i 

.    Wj  / 1        !  \   .    »Tg      /'sin'o,    .    cos'«.' 

+  -^  Fsin  a,  cos  o,  ( „ "  I  +  "^  ^  (      .^^  +  "    „ 

"a  */s        St'         "a        '      '8  ?a      ■ 

Man  kann  sich  nun  fragen,  ob  es  nicht  möglich  wäre,  ein  ud- 
endlich  dünnes  System  zwischen  die  Medien  n,  und  »/einzuschalten, 
welches  für  alle  Lichtstrahlen,  d.  h.  für  alle  Werte  von  Y,  Z,  V^,  l', 
dieselbe  Wirkung  hätte,  wie  die  beiden  Systeme  1  und  2,  Es  scii'ii 
f  und  g  die  ei'stcn  Brennweiten  dieses  hypothetischen  Systems,  oder 
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Winkel,    -welchen  sein   erster  Hauptschnitt  mit  der  ^F-Ebene 
sthlicßt.     Für  dieses  System  würden  die  Gleichungen  gelten: 


''.■-^[i'. 


,   „  .  fl       1\    .    „/sin'a       cos*c\' 


(37) 


niid  es  müßten  für  alle  Werte  von  Z7, ,  V^,  Y,  Z  die  Gleichungs- 
systcme  (36)  und  (37)  dieselben  Werte  ergeben.  Das  wird  der  Fall 
sfin.  wenn  die  folgenden  drei  Gleicliungcu  ertüllt  sind: 

w,  Ätna,  coaa,  [- H-WsSrnK, coso,  1-: 1 

=  ti^  sin  a  cos  a  ( — r 1  (39) 

/siii*a,   ,  cn8'o.\   ,        (sm^a,  ,  cos*(tA  /sin*a   .   cos*k\   ,,„, 

..(--^+--.j+„,(--  •■+  -,fh''\-i-+-j-)  («) 

Bas  sind  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Unbekannten  «, 
/"  und  g.     Die  Lßsung  wird  also  im  allgemeinen  möglich  sein. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung 

'i\=''"  'fr''''-  'fr''"  ^r"''  ^='''  'f'" 

und  bezeichnen  diese  Größen  als  die  Stärken  der  Systeme  in  den 
betreffenden  Hauptschnitten.  Wenn  das  erste  Medium  der  drei 
Systeme  Luft  ist,  fftUt  diese  Definition  mit  der  für  die  Linsen  ge- 
bräuchlichen zusammen. 

Durch  Addition  von  (38)  und  (40)  erliftlt  man: 

'Pi  +  Vi  +  9'«  +  Vi  =  9'  +  V-  (41) 

Durch  Subtraktion  derselben  Gleichungen: 
{fl'i  —  Vi )  <=" s  2  a,  -|-  (yjj  —  Va)  '^°^  2  a,  =  (y  —  V')  '^'^^  2a.     (42) 
Diese  Gleichung  kombinieren  wir  mit  der  Gleichung  (39),  welche 
wir  in  folgender  Form  sehreiben: 

(Vi  —  Vi)  si'i  2  a,  -j-  (pj  —  ¥»()  sin  2  Cj  =  (9^  —  v)  sin  2  a , 
indem  wir  jede  der  beiden  Gleichungen  quadrieren  und  die  Quadrate 
addieren : 
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Da  die  linke  Seite  durch  Summation  zweier  Quadrate  entstanden 
ist,  ist  sie  stets  positiv;  wir  erhalten  also  für  fp  —  y>  stets  einen  reellen 
Wert  +  B-  Aus  <p  —  y>  und  <p-\-yi  ergeben  sich  unmittelbar  ip  und 
yi  und,  wenn  diese  Größen  bekannt  sind,  2o,  nämlich: 

9  =  (?',  +  V.  +  ?>,  +  V,  +  ^) ;  2  (43) 

V  =  {?'i  +  Vi  +  9',  +  V,  — -B)  =  2  (4*) 

sin  2a=  ^  [((p^  —  y^)  sin  2«^  +  (?',  — Vs)  sin  2o,]   (46) 

cos 2a=  "5^  [{^,  —  V,)  C08 2a,  +  (ip,  —  Vt)*'"^  2 a,]   (46) 
wo  ^ 

B«=(9,,-V-,)*  +  (9',-V9)'+2(9-,-v,)(9',-V,)cos2(a,-a,)  (47) 


Setzen  wir  —B  für  B,  so  nimmt  p  den  vorher  für  v  gültigen 
Wert  an,  und  zugleich  ändert  sieh  a  um  90".  Es  wird  also  einfach 
der  vorher  erste  Haupt - 
schnitt  zum  zweiten  und  um- 
gekehrt, wir  erhalten  keine 
neue  Lösung, 

B  und  a  lassen  sich  auch 
leicht  geometrisch  konstruie- 
ren (Fig.  62).  Man  zeichne 
in  der  YZ- Ebene  eine  Strecke, 
welche  mit  der  F-Achse  den 
"Winkel  2a,  bildet,  und  trage 
auf  derselben  (9?,  —  v'i)  ^''■ 
Im  Endpunkt  dieser  Strecke 
zeichne  man  eine  zweite 
Strecke  (9)2^^4)1  welche  mit 
der  Y-Achse  den  Winkel  2cj 
hildet.  Verbindet  man  den 
L'i-sprung  mit  dem  Endpunkt 
dieser  zweiten  Strecke,  so  ist  die  Länge  der  Verbindnngsgeraden 
gleich  B  und  der  Winkel,  welchen  sie  mit  der  y-Achso  einschließt, 
ist  gleich  2  a. 

Wie  man  zwei  Systeme  auf  diese  Weise  zu  einem  resultierenden 
zusammensetzen  kann,  so  kann  man  umgekehrt  auch  ein  gegebenes 
System  in  zwei  zerlegen  und  zwar  natürlich  auf  unendlich  mannig- 
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lacbf  Weise.  Wir  wollen,  um  die  Bedeutung  der  Größe  B  hervor- 
ireten  zu  lassen,  das  resultierende  System  y,  v  '"  eine  Kugel  und 
•■ine  Zylinderfläclie  zerlegen,  was,  ^vie  der  Erfolg  zeigen  wird, 
möglich  ist.  Die  Kugelfläclie  habe  die  Stftrke  p,  =^  V,  ^  x.  Die 
SiÄrke  der  ZyJ inderfläche  sei  in  dem  einen  Hauptsehnitt  Null,  in  dem 
(indem  C-  Diesen  letzteren  Schnitt  betrachten  wir  als  den  ersten 
Hauptsehnitt,  er  bilde  mit  der  ^y-Ebene  den  Winkel  ß.  Setzen 
wir  die«e  Werte  in  die  Gleichungen  (43) — (47)  ein,  so  erhalten  wir, 
mit  R  beginnend: 

B  =  +  C;  a  =  ß;  ?>  =  x  +  C;  ^=^x.        (48) 

(Die  Lösung  jß^  — f  ist  wieder  nur  formell  verschieden.) 
Unser  B  ist  also  nichts  anderes  als  die  Stärke  der  Zylinder- 
flüehe.  a  ist  der  Winkel,  welchen  der  zu  den  Erzeugenden  senkrechte 
HiiuptBchnitt  der  Zylinderfläche  mit  der  .Xr-Ebene  bildet.  R  könnte 
also  die  Zy linder komponentc  des  optischen  Systems  genannt  werden, 
c  ihr  Winkel  mit  der  y-Aehse  und  yi  die  Kugelkomponente. 

Zur  Erklärung  der  vorigen  Formeln  möge  die  STOKESsche  Linse 
kurz  behandelt  werden.  Diese  Linse  besteht  aus  zwei  gleich  starken 
finerseita  planen,  anderseits  gekrümmten  Zylinderlinsen  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen,  welche  mit  ihren  ebenen  Seiten  aufeinander- 
prlegt  werden.  Die  optische  Achse  denken  wir  uns  senkrecht  auf 
ail<'n  Flächen  des  Systems,  sie  schneide  also  die  geometrinchen 
.Achsen  der  Zylindcrfläehen  rechtwinkelig.  Die  Zylinderlinsen  können 
um  die  optische  Achse  gegeneinander  gedreht  werden;  y  ^^i  der 
Winkel,  welchen  die  auf  den  Erzeugenden  senkrechten  Hauptschnittc 
in  einer  t>eliebigen  Lage  mitcinaTider  bilden.  Wir  betrachten  beide 
Linsen  als  unendlich  dünn  und  nehmen  an,  ihr  Abstand  sei  ver- 
schwindend klein.  91,  sei  die  Stärke  der  positiven ,  <pf^='-'Pi  die 
ritr  negativen  Linse,  Vi  ""^  Wt  "'""^  gleich  Null.  Wir  legen  die 
Xy-Ehene,  so  daß  sie  den  Winkel  y  halbiert,  dann  ist 

7  y 

Die  Zusammensetzung  der  beiden  Linsen  nach  den  Formeln  (43) — (46) 
<-i^ibt: 

B  =  ±2fp^&\ny,  a  =  +  45«. 

Femer  wird  nach  (48): 
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Die  STOKESSche  Linse  ist  also  einer  Linse  äquivalent,  welche 
eine  sphärisclie  Fläche  von  der  Stärke  +  q^,  sin  y  und  eine  Zylinder- 
fläche von  der  Stärke  +2<p^  sin  y  besitzt.  Das  Azimut  des  Zylinder- 
anteils  ist  +45"  gegen  die  Gerade  geneigt,  welche  die  "Winkel  der 
beiden  Hauptsehnitte  der  Zylinderlinsen  lialbiert,  ändert  sich  also 
nicht  —  entgegen  einer  Beliauptung  von  S.  P.  Thompson  (X,  334.)  — 
wenn  die  Halhiemiigslinie  der  Hauptsehnitte  im  Raum  fost  bleibt. 
Fallen  die  Hauptsehnitte  zusammen,  so  sind  y,  jß  und  m  gleich  Null. 
mit  wachsendem  y  wächst  der  absolute  Wert  des  Zylindcranteils, 
zugleich  aber  auch  der  des  Kugelanteils. 

4.  Die  anamorphotiscfae  Äbbildons- 

Unter  einer  anamorphotisehen  Abbildung  versteht  man  eine 
Abbildung,  bei  welcher  die  Vergrößerung  je  nach  der  Richtung,  in 
welcher  sie  gemessen  wird,  verschiedene  Werte  hat. 

Abbe  (7.)  hat  eine  Reihe  auf  diese  Abbildung  bezügliche  Sätze 
aufgestellt,  von  welchen  wir  hier  einige  —  freilich  nicht  in  der 
Allgemeinheit,  welche  ihnen  Abbe  gegeben  hat  —  beweisen  wollen. 
Während  nämlich  nach  Abbe  die  folgenden  Sätze  ebenso  allgemein 
gültig  sind,  wie  die  STCEMschen  Sätze,  macht  unser  Beweis  fol- 
gende beschränkende  Voraussetzungen: 

Alle  Strahlen,  welche  bei  der  Abbildung  mitwirken,  sollen 
einem  Strahle  a  unendlich  nahe  liegen.  Dieser  Strahl  möge,  nach- 
dem er  alle  Flächen  des  Syslemes  durchlaufen  hat,  mit  a'  bezeichnei 
werden.  Dann  setzen  wir  voraus,  daß  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Ebenen  durch  a  auf  zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen 
durch  a'  nach  dem  im  ersten  Kapitel  statuierten  Gesetzen  abgebildet 
werden.  Wirsetzen  femervoraus,  daß  die  Projektionen  entsprechender 
Strahlen  auf  diese  Ebenen  selbst  entsprechende  Stralilen  sind. 

Diese  Voraussetzungen  sind,  wie  wir  auf  8.  182/183  gezei^ 
haben,  erfüllt,  wenn  bei  der  Brechung  an  einer  doppelt  gekrümmten 
Fläche  der  Strahl  a  in  einem  der  beiden  seinem  Einfallspuiikt  zu- 
geordneten Hauptschnitte  der  Fläche  liegt.  Geht  der  Stralil  a  durch 
mehrere  Flächen  hindurch,  so  wird  unsere  Voraussetzung  erfüllt, 
wenn  er  immer  in  einer  Ebene  bleibt  und  diese  Ebene  ein  Tan- 
ge ntialschnitt  sämtlicher  Flächen  ist.  (Tangential schnitt  im  Sinne 
der  auf  Seite  182  gegebenen  Definition.)  Tangential-  und  Sagittal- 
schnitt  im  ersten  Jlcdium  werden  dann  sukzessive  durch  alle  Flächen 
schließlich  auf  Tangential-  und  Sagittalschnitt  des  letzten  Slediunis 
abgebildet. 
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Wir  bezeichnen  dio  beiden  zueinander  rechtwinkeligen  Ebenen, 
für  welche  Abbildung  stattfindet,  als  Hauptsclinitte  und  untt^recheiden 
--ie  durch  die  IndJces  1  und  2.  Das  erste  Medium  heißt  Objekt-, 
<ias  letzte  Bildraoni.  Die  auf  den  Bildmum  bezüglichen  Buchstaben 
werden  mit  Akzenten  belegt. 

O  sei  der  Scheitel  eines  Strahlen büschcis  des  Objcktrauraes, 
0,  und  O,  seien  die  Projektionen  von  0  auf  die  beiden  Haupt- 
».-linitte.  0,'  und  Oj'  seien  die  Bilder  dieser  Projektionen.  Im 
Bildraum  gehen  die  ersten  Projektionen  aller  Strahlen  des  Büschels 
durch  Oj',  die  zweiten  durch  Oj'.  Alle  Strahlen  des  Büschcis  gehen 
alun  durch  zwei  auf  den  Hauptsehnitten  in  Oj'  resp.  Oj'  senkrechte 
flerade  —  die  STURHschen  Brennlinien  —  hindurch.  Im  allgemeinen 
liegen  0^'  und  0,'  und  somit  auch  die  beiden  Brennlinien  in  zwei 
verschiedenen  Noniialebenen  zu  a',  das  Büschel  ist  im  Bildraum 
«.''tigmatiseh.  Es  wird  homozentrisch  oder  „stigmatlsch",  wenn  die 
beiden  Punkte  0,'  und  0^  in  derselben  Normalebene  zu  a!  liegen, 
S.1  daß  sie  als  die  Projektionen  eines  Punktes  (/angesehen  werden 
können.  In  diesem  Fall,  und  nur  in  diesem  Fall  wird  der  Punkt 
0  scharf  im  Punkte  Cf  abgebildet.  0  und  (J  bilden  ein  Paar 
f-tiginatiseher  Punkte, 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß,  wenn  0  und  (/  stigraatische  Punkte 
sind,  alle  I*unkte  welche  in  einer  Normalebene  zu  a  durch  0  liegen, 
ebenfalls  stigmatisch  auf  eine  Nonnalebene  zu  a'  durch  0"  abge- 
bildet werden.  Die  stigmatisehen  Punkte  liegen  also  In  Normal- 
elK-nen  zur  Achse.  Diese  stigmatisehen  Ebenen  allein  werden  scharf 
abjrebildet.  Wenn  wir  uns  also  nur  mit  scharfen  an  amorph  otischen 
Abbildungen  beschäftigen  wollen  —  und  das  wollen  wir  hier  in 
der  Tat  tun  —  haben  wir  zunächst  die  stigmatischen  Ebenen  auf- 
zusuchen, denn  nur  in  diesen  kann  eine  solche  Abbildung  stattfinden. 
Em  genügt  hierzu  die  stigmatisehen  Punkte  auf  den  Achsen  a  und 
a'  zu  bestimmen. 

J,  A'  sei  ein  Paar  solcher  Punkte.     Es  seien  F^  und  F^  Objekt- 
und  Bildbrennpunkt  im  ersten,  F^  und  F^  im  zweiten  Hauptschnitt. 
A'  fi'  ff   f*    seien  die  entsprechenden  Brennweiten.     Wir  setzen: 
F^F^^^A  J'i'fj'  =  d' 


F^i 

=  Ei 

F^'Ä' 

—  £i' 

F,Ä 

—  I. 

F,'Ä' 

=u' 

5.  = 

£i 

-d 

E.'  = 

■Xi 

-d' 
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und 

nach 

den 

AbbildungsgetjetZi 

-fj,' 

Wenn  nicht  gleichzeitig  d  und  d  verechwinden  oder  die  eine  oder 
beide  Abbildungen  toleskopisch  werden,  so  bestimmen  diese  vier 
Gleichungen  die  4  Unbekannten  j,,  Xi>  Jji  Ii'i  und  man  erhält: 

E/^a'u  +  VC) 


-l)«-4„^ 


dd'  ■ 

Je  nachdem  G  positiv,  null  oder  negativ  ist,  erhält  man  zwei, 
einen  oder  keinen  stigniatiüchon  Punkt.  Es  bleibt  noch  der  vnrlicr 
ausgcPL-hlnssene  Fall  d  =  d'^=0  zu  unterHUchen.  (Die  Fälle  (1  =  0 
oder  d'^0  sowie  die  teleskopisclie  Abbildung  lassen  sich  auf  den 
allgemeinen  Fall  zurückführen).     ImI  d  =^  d'  «=  0,  so  wird 


Da  nun  aber  JiEi'  =  /,/i'  und  fjEj'  =  /',/'j'  ist,  so  kflniien  in 
(lieseml^Fall  sitigmatischc  Punkte  nurvorhaiiden  sein,  wenn  fif,'=l,li' 
\ft.  Ist  diese  Hedingung  erfüllt,  so  sind  aber  alle  Punkte  stigWi»- 
tische  Punkte.  !Der  Fall  fj^'^f^f^'  führt,  auf  den  schon  obenauf- 


,      d' 

(«4 

■  VC) 

zur 

Abkürzung  gesetzt  igt: 

A  —  m,- 

».  +  1 

B—m,^ 

»,-1 

c-K- 

-»■,  +  1)'- 

4«i,: 

^(»1 

'      dd' 

».-§5' 
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gfzälillcn  Fall,  daß  keine  stigmatisehen  Punkte  existieren;  als  neuer 
vifrter  Fall  kommt  also  nur  noch  der  hinzu,  daß  alle  Punkte  der 
Achse  und  somit  des  ganzen  betrachteten  (fadenförmigen)  Kaumee 
>tigmatische  Punkte  sind. 

Für  die  scharfe  Abbildung  sind  nur  die  drei  Fälle  stigmatischcr 
Abbildung  von  Bedeutung.  Wir  wollen  sehen,  ob  in  diesen  Fällen 
»namorphotische  Abbildung  vorkommen  kann.  Es  seien  ^^  iind(3j 
die  Vergrößerungen  für  ein  stigmatischcs  Punktpaar  im  ersten  resp. 
zweiten  Hauptschiiitt.  Wir  bezeichnen  nach  Abbe  als  Distortions- 
kin'ffizi enteil  fi  das  Verhältnis  ^-  dieser  Vergrößerungen.  Nach  den 
allgonieinen  Abbildungsgesetzen  ist: 

'        I.'        '        El' 
ilbn 

In  (lern  Fall  d  =  d'  =  0,  fJ^'^UU  ^'ird,  da  immer  /;  : /i' =  A  : /j' 

f'-f,'. 
somit  /",  =  +  /"»-  und  da  überdies  J,^=Ej  ist: 

/-- ±1. 

Es  ist  keine  Verzerrung  vorhanden;  die  Vergrößerung  ist  nach 
alten  Richtungen  dieselbe.  Dieser  Fall  entspricht  der  gewöhnlichen 
Abbildung  durch  sphärische  Flächen,  welche  auf  der  Achse  senk- 
iwht  stehen. 

Wenn  d  und  d'  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  so  gelten  die 
oben  für  f,,  {,',  j,,  j„'  abgeleiteten  Werte,  wir  haben  zwei  stigma- 
tische Punkte.  (Für  C  =  0  fallen  die  Punkte  in  einen  zusammen. 
C  negativ  wird  nicht  weiter  betrachtet,  weil  es  keine  stigmatische 
Abbildung  zuläßt.)  Für  das  eine  Punktpaar  gilt  das  obere  Zeichen 
von  VC,  für  das  andere  das  untere.  /*i  sei  der  Distortlonskoeffizient 
[ilr  das  erste,  /x,  für  das  zweite  Paar,  dann  ist: 


A 
B 

ft  = 

f, 
h 

A~-\/C 
B—i/c 

•ä'-C 

Mk\. 

U'UU ' 
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ff        /■" 
dieser  Wert  ist  aber  -|-  1,  weil  t^S^/j  ''**■    ^'^  beiden  Distortions- 

koeffizienten  sind  also  reziprok.  Wenn  für  das  eine  stigniatische 
Punktcpaar  die  Vei^ößerung  nach  der  Kichtnng  des  ersten  Haupt- 
schnittes vmal  größer  ist  als  nach  der  Richtung  des  zweiten  Haujit- 
Schnittes,  so  ist  sie  für  das  andere  Paar  im  ersten  Hauptsclinitt 
»■mal  kleiner  als  im  zweiten  Hauptsclinitt. 

Wenn  C  =  0  ist,  so  wird  H^^  1*%'-  Wenn  nur  ein  stiginatisches 
Punktepaar  vorhanden  ist,  Ist  die  Vergrößerung  in  demselben  naeh 
den  zwei  Hauptrichtungen  und  somit  nach  allen  Richtungen  dieselbe. 

Umgekehrt  ist  /i^  =  fi^,  so  existieren  nicht  2,  sondern  nur  1 
ßtiginatischea  Punktepaar  (wenn  nicht  d  ^  d'  =  0  ist  und  unendlich 
viele  Etigiuatische  Punkte  existieren).  Denn  die  Bedingung  it^^=n^ 
gibt  vcreinfaeht: 

ZA'\/C=2S^/C. 

Da  nun  A  nicht  gleich  B  ist,  kann  diese  Bedingung  nur  diurli 
C  =  0  erfüllt  werden  (C^oo  der  Fall  der  teleskopischen  Systeme 
laflt  sich  auf  den  allgemeinen  Fall  zurückführen,  er  muß  mit  den  für 
diese  Systeme  gültigen  Abbildungsgleichnngeu  untersucht  werden, 
worauf  wir  hier  nicht  näher  eingehen  können,  wir  wollen  nur  noch 
bemerken,  daß  als  der  Distortionskoeffizicnt  für  ein  stigmalisebes 
Punktepaar,  dessen  Bildpunkt  im  Unendlichen  liegt,  das  Verhältnis 

tffM  '  f  f 

--    *,= -TT  =„- anzusehen  ist).     Wird  0^=0,   so  ist  aber  nur  ein 

stigmatisches  l'unktepaar  vorhanden. 

Zusammen fa»>send  können  wir  also  sagen:  Stigmatische  Ab- 
bildung findet  entweder  im  ganzen  (fadenförmigen)  Baum  oder  nur 
für  ein  oder  zwei  diskrete  Ebenenpaare  statt.  In  den  zwei  eniteii 
Fällen  ist  die  Vergrößerung  nach  allen  Kichtungen  dieselbe.  Im 
letzton  Fall  ist  immer  Distortion  vorhanden.  Ist  der  Disiortioiis- 
koeffizient  für  das  eine  stigmatische  Punktepaar  c,  so  ist  er  für 
das  andere  l/v. 


5.  Historische  Notizen. 
A.   Über  die  HeLMHOLTZsche  Olelchuns. 

SxiTH  {1.1.  III.  S.  Lsnü)  kam,  wie  BiVLEiGH  (S.)  hervorhebt,  zuerst  nat 
einen  SperialfalL  der  HELMHOLTzachen  Gleichung.  Er  leitet  ihn  ms  d^i" 
S.  1.54  wiedergegebenen  CoTssschen  Satz  ab.  Aus  der  in  beiug  auf  Objekt  und 
Auge  symmetrischen  Form  dieses  Satzes  iolgt  unmittelbar,  duO  die  scheinbare 
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Entfemniig  des  Objektes  vom  Ange  dieselbe  bleibt,  wenn  Objekt  und  Aago 
ibre  Plltze  Tcrtaaachen.  Aus  diesem  ersten  Korollar  leitet  diknn  Shith  mit 
HiUe  einiger  Proportionen  das  folgende  zweite  Korollar  des  COTlBschen  8&tzes 
ab:  "Wenn  ein  Objekt  duroh  beliebig  viele  Linsen  betrachtet  wird,  so  verhSilb 
sieb  die  Breite  des  AxialbUachels,  wenn  es  auf  das  Auge  f&llt  zu  der  Öffnnng 
des  Objektglasea,  wie  dio  scheinbare  Distanz  des  Objektes  (vom  Auge)  zu 
seiner  wf^en  Distani  vom  Objoktglaa;  also  in  Femrohreii,  wie  die  wahre 
Große  des  Objektes  zu  der  scheinbaren. 

^xi^Ibilschel  (principal  pencil)  ist  das  BUschel,  welches  von  dem  »of  der 
Achse  liegenden  Punkte  des  Objektes  ausgebend  dos  ganxe  Objektiv  erfüllt. 
Die  wahre  Große  des  Objektes  ist  der  Sehwinkel,  unter  welchem  das  Objekt 
dem  freien  Ange  erscheint,  die  scheinbare  GrOBa  der  Winkel,  unter  welchem 
ea  durch  das  Instrament  hindnroh  gesehen  wird. 

Der  zweite  Teil  des  Korollara  ist  identisch  mit  dem  Satze  Lagbahoes, 
welcher  Hklmholtx  veranlaßt  hat,  sein  Gesetz  nach  Laqbamob  zu  benennen. 
Laorahsb  (1.  ».)  hat  zwei  Abhandlungen  Über  den  in  Frage  stehenden  Gegan- 
sumd  verfaflt.  Die  erste  im  Jahre  1778,  die  zweite  18u3.  Die  erste  wird 
ausdrücklich  geschrieben,  um  den  von  Smith  Überlieferten  CoTBSsoheu  Satz 
mit  andern  von  Eulbr  abgeleiteten  Sätzen  in  Zusammenhang  zu  bringen. 
Damsls  hatte  Laobamob  wohl  die  SiirFHsche  Optik  in  Händen,  er  zitiert  Buch 
und  Kapital.  25  Jahre  später  aber  schloS  er  offenbar  unmittelbar  an  seine 
frühere  Abhandlung  an  und  baut«  auf  derselben  weiter,  ohne  sich  za.  erinnern, 
d&B  Skitb  die  von  ihm,  Laobaeioe,  jetzt  gezogenen  Folgerungen  auch  schon 
gefunden  hatte.  Smith  gebührt  also  ungweifelhaft  die  Priorität.  Sie  gebührt 
ihm  um  so  mehr,  als,  wie  BAiLEias  weiter  ausführt,  StDtH  die  Folgerungen  ans 
dem  Korollar  vollständiger  gezogen  hat,  als  LAasAHOE.  Denn  während  La- 
OBAHOB  geradezn  behauptet,  die  Helligkeit  des  Famrohrs  sei  immer  der  des 
tieien  Auges  gleich,  hatte  Smith  schon  gesehen,  daß,  wenn  die  Papille  des 
Auges  größer  ist  als  die  Austrittspnpille  des  Instrumentee,  die  Helligkeit  des 
Fernrohrs  sich  zu  der  des  freien  Auges  verhält,  wie  die  GrOBe  der  Aostritts- 
pupille  «ur  OrOBe  der  Augenpupille.  Man  muß  also  die  Gleichuugnuq^^n'u'q' 
entweder  die  Smitu  -  HBLMHOLTZsche  Gleichung  oder  kurzweg  die  Hblmholtz- 
sehe  Gleichung  nennen.  Das  letztere  scheint  "lir  berechtigt,  weil  erst  Helm- 
aoLTZ  dem  Satze  die  jetzt  allgemein  gebräuchliche  Form  gegeben  hat,  Er 
bewies  ihn  überdies  für  ein  beliebiges  Paar  konjugierter  Punkte,  wahrend  bei 
Smith  und  Llaoraeiob  der  Satz  auf  bestimmte  Funkte  beschränkt   blieb. 

Über  weitere  Verallgemeinerung  des  HaLKHOLTzacheii  Satzes  berichtet 
Batlbioh  in  der  zitierten  Abhandlung. 

B.  Über  den  Astigmatismus. 

Schon  Babhow  l».  v.  u.  xiii)  betrachtet  schief  auf  die  Ebene  und  die 
Engel  fallende  Strahlen,  bestimmt  durch  Konstruktion  die  entsprechenden 
gebrochenen  Strahlen  und  sucht  die  Bildpunkte,  welche  den  auf  den  ein- 
iallenden  Strahlen  gelegenen  Objektpunkten  entsprechen,  t^oine  ganze  Betrach- 
tung beschränkt  sich  auf  die  in  der  Einfallsebene  verlaufenden  Strahlen,  für 
diese  wird  aber  die  Aufgabe  schon  vollständig  gelost.  Interessant  ist  die  Art, 
wit  Babbow  den  Bildpunkt  findet.  Bei  der  Brechung  eines  Lichtbüschels  an 
der  Ebene  nimmt  er  an,  der  Mittelpunkt  des  Auges  liege  auf  einem  bestimm- 
ten gebroebenen  Strahl,  wir  wollen  ihn  den  Hauptstrahl  nennen,  und  die  Pu- 
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pille  stehe  aoi  diesem  Strahle  seiüireaht.  Er  untersucht  dann,  wo  die  dies- 
seits und  jenseits  des  HaoptatrahlB  die  Papille  treffenden  Strahlen  des  ge- 
brochenen  BDschels  den  Hsaptstrahl  schneiden,  und  findet,  daS  sie  es  innerhalb 
Kwcier  Strecken  tun,  die  diesseits  und  jenseits  eines  Punktes  Z  liegen,  welchen 
er  KU  konstruieren  lehrt. 

Der  Kleinheit  der  Papille  wegen  könne  dieser  Punkt  Z,  in  dessen  Nähe 
alle  ins  Auge  gelangenden  Strahlen  den  Hauptatrabl  scbneiden,  als  Büdponkt 
angesehen  werden.  Der  Bildpankt  falle  nicht  mit  dem  Punkto  K  EasammeD, 
welchen  der  senkrecht  auf  die  Ebene  fallende  Strahl  aus  den  Hauptetr*bl 
herausschneide.  Es  sei  aber  gar  kein  Orund  vorhanden,  diesen  Punkt  S,  wie 
man  es  bisher  getan,  als  BUdpunkt  anzusehen,  denn  von  ihm  und  von  seiner 
Umgebung  gelange,  wenn  das  Ange  nicht  gerade  aul  dem  senkrecht  einfallen- 
den Strahl  liege,  nur  ein  einziger  Strahl,  nämlich  der  Hauptstrahl  selbst  ins 
Ange,  wahrend  alle  anderen  wirklich  ins  Auge  gelangenden  Strahlen  von  der 
Umgebnng  des  Punktes  Z  ausgingen.  —  Bei  der  Behandlung  des  Kreises  wird 
der  Bildpunkt  Z  schon  als  Schnittpunkt  zweier  vor  der  Brechung  unendlich 
naher  Strahlen  gefunden  (duorum  incidentium  sibi  quam  proximorum  con- 
cipiantnr  refracti  etc.).  Die  Begel,  welche  Babbow  znr  Bestimmung  dieses 
Scbnittpnnktes  gibt,  liefert  in  unsere  Zeichen  Übersetzt  eine  mit  (16)  auf  5.  162 
äquivalente  Gleichnng.  Neben  dieser  Regel  gibt  BiBBOW  noch  zwei  Kon- 
struktionen des  Bildpuiiktes,  deren  eine  ihm  von  einem  Freunde  —  wahrschein- 
lich NßWToy,  welcher  ihro  bei  der  Herausgabe  seiner  Optik  behilflich  war  — 
angegeben  wurde.  Ich  glaubte  etwas  I&nger  bei  Babbow  verweilen  in  mUssen, 
weil  eben  dieser  Autor  beispielaweise  von  E.  Wildb  {!.)  nicht  nach  Gebühr 
gewürdigt  worden  ist.  Die  Art,  wie  er,  unbeirrt  um  die  bestehende  durch 
Aleuzehs  AntoritHt  gestutzte  Ansicht,  nur  die  wirklich  in  das  Auge  gelangen- 
den Strahlen  zur  Bestimmung  des  Bildes  heranzieht,  zeigt,  daß  er  ein  selb- 
ständig denkender  Kopf  war.  Doch  wenden  wir  uns  nunmehr  zu  seinem 
großen  Schüler. 

Kbwtoh  gebührt  neben  so  vielen  anderen  größeren  Entdeckungen  wohl 
auch  das  nicht  geringe  Verdienst,  den  Astigmatismus  aufgefunden  zu  haben.*) 
Er  betrachtet  (».  Prop.  VIH)  für  die  Ebene,  (XXXII)  für  die  Kugel  schief  ein- 
fallende, unendlich  dünne  räumliche  Strahlenbündel  und  zeigt,  daß  auBer 
den  in  der  Einfallsebene  gelegenen  Strahlen  nur  noch  die  auf  dem  Seite  130 
definierten  Kegel  gelegenen  Strahlen  sich  in  einem  Punkte  des  gebrochenen 
Haupts trahles  schneiden.  Alle  übrigen  Strahlen  nähern  sich  dem  Hauptstrabi 
irgendwo  zwischen  diesen  beiden  Grenzpunkten.  Mit  Hilfe  einer  Hjpotbesp. 
auf  welche  Übrigens  Newton  selbst  kein  großes  Gewicht  legt,  wird  dann 
untersucht,  welcher  Punkt  der  Bildstrecke  als  Ort  des  Bildes  zu  betrachten  sei. 

Um  die  Brennkurven  aufzusuchen,  bestimmt  l'Hosfital  <.!•  lue.  w.  im.)  die 
Lage  der  Bildpunkte  im  Tangential  schnitt  für  die  Reflexion  und  für  die 
Brechung.  Die  für  die  Brechung  gegebene  Formel  entspricht  unserer  Glei- 
chung (16).  Do,  wie  wir  oben  bemerkten,  diese  Formel  schon  implicite  in  der 
von  Barbow  zur  Bestimmung  der  Bildpunkte  aufgestellten  Kegel  cntballen 
war,   kann    die  Aufstellung    der  Formel   nicht  als  etwas  wesentlich  Neues  be- 

•)  Professor  Tscbbbnino  in  Paris  hatte  die  Freundlichkeit  mich  »nf 
YovNOs  und  Newtokb  Verdienst«  um  den  AstigmatismtiB  aufmerksam  m 
machen. 
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ttkchtet  werden,  ihr  Beweis  ist  aber  dnrch  Eiatilhrtuig  dar  Büferentialrechnnng. 
viel  einfacher  f^eworden. 

Smtis  hehftndelt  die  schief  einfallenden  Strahleo  in  einem  besonderen 
Kapitel  (1. 1-  len  IL  a.  I.  4K  (f.).  Im  Text  beschrankt  er  sich  auf  die  Einfallsebene. 
Der  Astigmatismos  wird,  wie  eine  Art  Kuriosität,  in  eine  Anmerlnn^  ver- 
wiesen {!■  S.  M.  3. 1.  m;.),  in  welcher  der  auf  die  Ebene  bezUf^liohe  NsWTOKScbe 
Passus  mit  der  Bemerkting  wiedergeffeben  wird,  für  die  Kugel  verhalte  sich 
die  Sache  ahnlich.  la  der  EinfaUaebene  bringt  aber  die  SHITHsohe  Behend- 
lang einen  wesentlichen  Fortschritt.  Smitk  bestimmt  Objekt  nnd  BUdbrenn- 
ponkt  bei  der  schiefen  Brechung  an  einer  und  mehreren  FltU^ben  and  leif^t, 
daß  das  Produkt  ;r  f  (natflrlich  mit  anderen  Zeichen)  der)  Brennpouktaabstande 
des  Objekt-  und  Bildpunktea  auch  bei  der  Brechung  durch  mehrere  Flächen 
konstant  sei. 

Das  Verfahren,  welches  er  lur  Bestimmung  des  Wertes  dieses  Produktes 
eJDschlagt,  ist  im  Qrunde  genommen  mit  der  Seite  118  gegebenen  Zusammen- 
setzung zweier  optischer  Systeme  identisch.  Suith  verfolgt  nämlich  einen  in 
einem  mittleren  Medium  m  parallel  zam  Haaptstrahl  verlaufenden  Strahl  vor- 
und  rückwärts  bis  in  die  äußersten  Ifedien.  Er  erhalt  su  die  äufieren  Brenn- 
punkte f,  and  Ff'  Bweier  Systeme,  welche  im  Medium  m  zuBommenatofien. 
Nennen  wir  F  und  F"  die  vorher  von  ihm  ermittelten  Brennponkte  des  Ge- 
samtsystems und  0  und  0'  ein  Paar  entsprechender  Punkte,  so  zeigt  Smith, 
d*a  das  Produkt  FOF'O'  dem  Produkte  J'^'i-fJ',' gleich  ist.  FFi  ■  F'F^' 
oder  0  o'  ist  aber  gleich  ff  B.  114/115.  Snith  zeigt  also,  d&S  lUr  das  Gesamt- 
system ifr^ff  ist,  wobei  die  Faktoren  des  Produktes  ff  freilich  bei  ihm 
andere  sind  als  bei  uns,  was  aber,  eolaugo  nur  Punkte  auf  dem  Hanptstrahl 
betrachtet  werden,  unwesentlich  ist 

Der  Nachweie,  daß  die  NswioKsche  Formel  ^-^  ^ff  auch  bei  schiefer 
Brechnng  au  mehreren  Flachen  gültig  bleibt,  muB  aJe  ein  wichtiger  Fortschritt 
betrachtet  werden,  wenn  auch  die  Gültigkeit  einstweilen  auf  die  EiniaJlsebene 
beschränkt  bleibt. 

YoDHa  beschäftigt  sich  sweimal  mit  schief  auf  die  Kugel  faltenden 
BOsciieln.  1801  (I.  f».)*)  betont  er  die  'Wichtigkeit  der  NBWTOHschen  Ent- 
deckang  des  Astigmatismus,  zeichnet  eine  Beihe  Querschnitte  dnrch  ein  schief 
gebrochenes,  nrsprOnglich  zylindrisches  Büschel,  gibt  die  von  l'Hospital  aufge- 
ätellt«  Formet  zur  Berechnung  der  tangentialen  Schnittweite  (',  bestimmt 
die  Lage  des  tangentialen  nnd  sagittalen  Brennpunktes  Fi'  und  F/,  entdeckt 
die  perspektivischen  Zentren  K  und  C  des  Tangential-  und  Sagittolschnitte 
nnd  beschreibt  mm  ersten  Male  den  Astigmatismus  des  Auges.  Des  tangentiale 
Zentnun  wird  bereit«  durch  die  im  Texte  angeführte  Konstruktion  gefunden, 
welche  später  von  Cornd  (f.)  1863  und  Lippich  (S.  iti)  IST8  wieder  aufge- 
fiinden  wurde. 

1807  ergänzt  YouKQ  {S.)  die  Formeln  dnrch  Angabe  der  sagittalen  Scbnitt- 
weiley*,  wendet,  wie  dies  zum  Teil  anoh  schon  1801  geschehen  war,  die  ge- 
fuDdeoen  Formeln  auf  verschiedene  Spezialfälle,  insbesondere  unendlich  dünne 

*1  Diese  erste  Abhandlung  ist  durch  Tbchebkisqs  tll^ersetzung  ins  Fran- 
»sische  bequem  zugänglich  geworden.  TacHEBMiNO  gibt  neben  der  Übersetzung 
des  Originals  die  Formeln  in  der  jetzt  gebräuchlichen  Zeichensprache  und  er- 
liotert  den  oft  schwer  verständlichen  Text  Youkos  durch  zahlreiche  An- 
■nerkun^en. 
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.Linsen  ou,  berechnet  iogtu'  fUr  die  gleichseitige  bikonvexe  Linse  die  axiale 
Krürammig  der  Bildfiachan,  welche  ainein  unendlich  entlemten  Objekt  im 
Tangential-  und  Sagittalschnitt  entsprechen.  Femer  weist  er,  wohl  als  erster, 
die  Existeni  der  beiden  Brennlinien  noch.  Bezeichnet  man  als  Achse  den 
Strahl,  welcher  den  leachtendan  Funkt  mit  dem  Kugelzeutmm  verbindet,  so 
ist  die  erste  Brennlinie  der  Kreis,  welchen  der  tangentiale  Schnittpunkt  0/ 
bei  der  Drehung  am  die  Achse  beschreibt,  w&hrend  die  zweite  Brennlinie  mit 
der  Achse  znaammenfäUt.  Yoüho  weiS  auch  schon,  daß  gewisse  Linien  am 
Orte  der  ersten,  andere  am  Orte  der  zweiten  Brennlinie  am  deutlichsten 
erscheinen,  die  Bezeichnung  dieser  Linien  läBt  aber  an  Deutlichkeit  za 
wünschen  Übrig.  Endlich  kennt  YonMO  die  aplanatischen  Funkte  des  Kreises, 
er  erwähnt   sie  in   der  ersten  Abhandlung  und   sagt  in  der   zweiten,   daS  sie 

auf  dem  mit  dam  Badius  —  r   um    das   Zentrum    beachriebesen   Kreis   liegen. 

Durch  die  Entdeckung  des  Astigmatismus  des  Auges  war  die  Lehre  -vom 
Astigmatiemus,  welche  vor  Yoxiso  mehr  als  eine  Art  Kuriosit&t  galt,  in  die 
praktische  Optik  eingetreten. 

Einen  weiteren  wichtigen  Schritt  in  dieser  Bichtung  machte  der  Astronom 
AsY.  Nachdem  er  (lt.)  an  dem  einen  seiner  Augen,  ohfie  von  Yotnas  Ent- 
deckaiig  etwas  zu.  wissen,  Astigmatismus  konstatiert  hatte,  besohflitigte  er  sich 
eingehend  mit  diesem  Fehler.  Er  heß  für  sein,  zugleich  kurzsichtiges  Auge 
eine  sphärisch  zylindrische  I.inse  schleifen,  welche  den  Fehler  vollständig  be- 
seitigte; er  (3.)  untersuchte  dann  theoretisch,  wie  sich  die  verschiedenen 
Okulartjpec  und  ein  für  eine  Camera  obscurs  verwandtes  Objektiv  in  bezug 
auf  den  Astigmatismus  verhalten.  Als  er  seine  Abhandlung  schrieb,  war  er 
wohl  mit  YouHas  Arbeiten  noch  nicht  bekannt,  er  entwickelt  Formeln,  in 
welche  die  trigonometriachen  Funktionen  nicht  eingehen,  indem  direkt  nach 
steigenden  Potenzen  der  Öffnung  entwickelt  wird.  Aiey  gibt  für  die  vei^ 
Bchiedenen  Okulartjpen  neben  der  Distorsiou  den  Betrag  des  Astigmatismus 
und  der  Krümmung  an  und  erörtert  an  der  Hand  numerischer  Beispiele  die 
Vor-  und  Nachteile  der  verschiedenen  Typen.  Seine  Formeln  sind  wenig  Ober- 
siohtlioh,  seine  Arbeit  war  aber  lange  Zeit  das  Beste,  was  über  Okulare  vorlag. 

Auf  Yotma  und  Aikts  Studien  gründet  sich  Coddihotoms  Darstellung  in 
seinem  berühmten  Lehrbuch  (I.),  Aibtb  Arbeiten  sind  indes  viel  vollständiger 
wiedergegeben  als  die  von  Yocnq  und  Smith.  Codotnotoss  Hauptverdienst 
ist  eine  übersichtliche  Darstellung,  die  durch  eine  durchsichtige  Bezeichnungs- 
weise und  sabr  schonen  Druck  unterstützt  wird.  Von  Coddinoton  ging  dann 
die  Lehre  vom  Astigmatismus  in  die  größeren  englischen  Lehrbücher  Ober, 
blieb  aber  auf  dem  Kontinent  so  gut  wie  unbeachtet,  Hit  Airy  endigt,  wie 
mir  scheint,  eine  erste  Periode  in  der  Geschichte  des  Astigmatismus,  welche 
sich  im  wesentlichen  auf  das  Studium  der  an  der  Kugel  gebrochenen  oder 
reflektierten  Büschel  beachrflnkte.  Ich  habe  diesen  Abschnitt  etwas  ausführ- 
licher behandelt,  für  die  Folgezeit  werde  ich  mich  auf  eine  kurze  Übersicht 
über  die  Literatur  beschränken,  weil  es  mir  nicht  möglich  war,  alle  in  diesen 
Zeitraum  fallt^iden  Schriften  so  genau  zu  studieren,  wie  es  ihre  gerechte 
Würdigung  erfordert  h&tte. 

Eine  zweite  Gruppe  von  Schriften  beginnt  schon  vor  AntT  mit  B£ii.OB  (I-) 
1808  und  (».)  1811.  Ich  rechne  zu  ihr  die  Arbeiten  von  Hamilton  (L— *-! 
1824—1837,  ScHCLTfiK  i.i.-4.)  1830—1838,  Stürm  U.)  1833  und  (».)  1845  und 
KuMHEB  (I.|  1860  und  betrachte  als  das  charakteristische  Uerkmal  dieser  Girappe 
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die  p«fie  Allgemeinheit  der  Betrachtungen.  Es  werden  au  baliebii^  vielen, 
beliebiic  gesumetan  Flächen  gebrochene  oder  noch  allgemeiner,  nur  durch 
■naJjtUclie  Gesetze  definierte  SUschel  betrachtet  nsd  die  Gesetze,  denen  sie 
nntoTliegen,  oiitereucht.  Deu  matherDatische  InteresBe  überwiegt  das  optische- 
Die  SHoltate  dieser  Arbeiten  sind  im  ersten  Kapitel  behandelt  worden.  Einige 
derselben  beziehen  sich  nicht  direkt  auf  den  A^tigmatiainns,  sind  aber  doch 
fikr  sein  richtiges  YerständDia  von  Bedeutung.  Besonders  wichtig  wurde  für 
die  Folge  die  im  Ausdruck  sehr  klare  Beschreibung  der  Konstitution  allge- 
meiner unendlich  dUnner  Büschel,  welche  Stobh  (9,  fS4,)  gab.  Sie  ging  in  alle 
grOfteren  Jjehrbttcher  über,  während  die  weitergehenden,  aber  schwer  zuglLng- 
lichen  Untersuchungen  Hajultobs,  und  die  Terdien  st  vollen  SohrJiten  ScbdltSks 
nur  wenig  Beachtung  fanden. 

An  diese  Schriften  schließen  sich  in  der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts 
die  folgenden  an: 

18&7 — 1867  Helmholte  (I.  tas.).  Allgemeine  Satze  insbesondere  über  die 
optische  Lange  mit  Anwendungen  auf  das  Friama. 

1857  und  1867  Bbubch  (I.)  und  {3.).  Klare  Darstellung  der  wichtigsten 
Eigenschaften  Bohiefer  Bilschel. 

1862  Qin.iCKB  (f.).  Experimentelle  Verifikation  der  Sätze  von  Kchkbb 
tu  einer  einfachen  Linse. 

1862  MöBins  IAO-  Geometrische  Ableitung  der  KmiHBRsohen  Sätze  Über 
unendlich  dünne  StrahlenbUndel. 

1863  CoBKü  (i.|.  Einfacher  Beweis  der  von  ihm  wiederentdeckten 
YoDitoscben  Sätze  Über  die  perspektivischen  Zentren. 

1868  Bbvsch  (4.).  Anschauliche  Theorie  der  Zylinderliusen,  welche  dnrch 
Figuren  in  horiEoutaler  und  vertikaler  Projektion  unterstützt  wird. 

1873  und  1874  Uaxwbll  14.)  und  («.).     Siehe  Anm.  8.  181/182. 

1874  und  1878—1882  Hkhitahn  (t;  und  [*.)  s.  S.  177. 

1877  LiPFiCH  (9.)  wichtige  Abhandlung,  in  welcher  nachgewiesen  wird, 
daS  im  Tangential-  und  Sagittalachnitt  schief  an  der  Kugel  gebrochener 
Büschel  kollineare  Abbildung  stattfindet.  Die  Haupteigenach aften  dieser 
Büschel  werden  aun  den  Gesetzen  der  Kollinearität  abgeleitet,  wie  Mösins 
(*.l  1855  die  Gesetze  zentraler  Büschel  mit  Hilfe  der  Kollinearrerwandtschaft 
entwickelt  hatte. 

Et^a  gleichzeitig;  mit  LiPPica  machte  auch  Adbb  die  im  Tangential-  und 
Sagittalachnitt  stattfindende  Abbildung  zur  Grundlage  seiner  Theorie  der 
schiefen  Büschel.  Seine  Theorie  (seit  den  TOer  Jahren  in  den  Universitata- 
vnTleannften  gegeben,  dann  von  Czafssi  [3.)  publiziert)  wird  aber  durch  die 
Annahme,  daß  die  Nebenachsen  der  Abbildung  auf  der  Hauptachse  senkrecht 
stehen  (s.  S.  171),  bedeutend  vereinfacht. 

1879  Lippics  IS.).  Elegante  Sätze  über  in  das  Innere  einer  Kugel  ein- 
gedrungene und  an  ihrer  Oberfläche  mehrfach  reflektierte  unendlich  dünne 
Büschel,  mit  Anwendungen  auf  den  Begenbogen. 

1880  NEinuHH  (».).     Siehe  Anm.  S.  181/182. 

1880  Leboi  (].)  gründet  die  Brechung  an  doppalt  gekrUmmten  Flächen  auf 
die  Brechung  an  Kugelflächen,  Untersucht,  welche  Punkt«  des  Baumes  durch 
ein  unendlich  kleines  Element  einer  solchen  Fläche  stigmatisch  abgebildet 
werden.  ABe  Punkte,  welche  außerhalb  der  Hauptscbnitte  des  Flächenelements 
(genauer  seines  Mittelpunktes)  Hegen,  geben  immer  astigmatische  Bilder.  Nur 
in  den  Hauptschnitten  können  stigmatische  Punkte  vorkommen.  Die  Bedingung 
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welche  sie  zu  erfhllen  haben,  wird  aofgesteltt.  —  Die  astigmatische  Abbildim^ 
von  Karren,  die  in  Normalebenen  lum  Haaptetrahl  liegen,  wird  eiageheud 
erörtert,  insbesondere  der  Fall  der  Qeraden  näher  untersucht  —  Anwendang 
auf  das  Auge. 

1683—1888  MATTBiEsgEN  {4.  B.  O.  7.  9.  10.).  über  den  Inhalt  geben  die 
im  Liter»tnrveraeichnis  wiedergegebenen  Titel  genügenden  AufschluS.  Zu  (to.) 
s.  Anm.  S.  181/182. 

1886  Aksbbsoh  (1.).    Nicht  gesehen. 

1887  Heath  (1.  Ua  a.).  Gibt  die  Theorie  der  dOnnen  Büschel  nach  Kcx- 
HEB  und  Uazveu,.     (Ich  sab  nur  die  2.  Auflage  Ebatb  (3.)). 

1888  OabtehschU-Oes  (>.)■    Siehe  S.  167. 

1888?  FbÄNkcl  (!■).  8  Btereoekopischc  Bilder  eut  TeranachaDlichnng  des 
Strahlen  ganges  im  astigmatischen  Aoge. 

I8S8  Qlbichen  |10-  Brechung  eines  das  SMBLUüs-Qeaetz  nicht  befolgenden 
ebenen  BUschels  an  einer  Kurve. 

1889  Olbichek  (g.).  Hübsche  Darstellung  der  schiefen  Brechung  an  der 
Kugel  und  Ebene  mit  Anwendungen  auf  planparallele  Platten  und  unendlich 
dünne  Linsen. 

1891  CzAPBKi  (S.l.  Verteidigt  die  von  Mattbibssek  iS.)  nnd  110.)  ange- 
grifTenen,  auf  dem  Hauptstrahl  senkrechten  STCBUschen  Brennlinien. 

1893  CzApsKi  (3. 6B— 81.).    Theorie  der  astigmatisch  an  Brechung  nach  Abbe. 

1895  FousaBBEAO  (1.)-  Bestimmt  die  tangentiale  und  sagittale  Schnitt- 
weite  f<lr  ein  unter  endlicher  Neigung  durch  den  Mittelpunkt  einer  unendlich 
dUnnen  Linse  hindurchgehendes  Büschel,  sucht  die  Oleichungen  der  einer 
ach  seu  senk  rechten  Ebene  entsprechenden  tangentialen  und  sagittalen  Bild- 
flftclien  und  bestimmt  ihre  Krümmungen  auf  der  Hauptachse. 

1898  Sthadbbl  {!.).  Löst  folgende  Aufgabe:  Ein  unendlich  kleines  StDck 
einer  doppelt  gekrümmten  Wellenflache  fallt  auf  zwei  nnendlicb  dünne  Zylin- 
derlinsen: es  wird  die  Lage  und  Gestalt  der  Wellenfittclia  nach  dem  Durch- 
gang durch  die  Linsen  gesucht.  Vorausgesetzt  ist,  daß  die  Hauptnormale 
der  einfEillanden  Wellenflftche  mit  dau  optischen  Achsen  der  Zyliuderlinsen  iu 
eine  Gerade  zusammenfallen.  An  Hand  der  gefundenen  Resultate  wird  untar- 
sucht;  1,  Unter  welchen  Umstanden  sind  die  HauptkrUmmongsebenan  der 
Welle nfl&ch an  vor  und  nach  dem  Durchtritt  durch  die  ZjUnderlinsen  einander 
parallel':'  2.  Welche  Bedingungen  sind  zu  erfüllen,  um  die  austretende  Wellen- 
flächo  aziat  symmetrisch  zu  erhalten?  Zum  Schluß  wird  gazeigt,  wie  ein 
System  zweier  Zylinderlinsen  zur'  Untersuchung  ragalmftflig  reflektierender 
Flftolien  verwendet  werden  kann. 

1900  Thompson  (I.).  Zusammensetzung  zweier  schief  gekrensten  Zylindeiv 
linsen  zu  einem  einrigen  optischen  Syst«m  mit  einlacher  graphischer  Kon- 
struktion. 

1901  VAN  DEB  Flaatb  (I.).  Experimentelle  und  theoretische  Untersuchung 
über  das  von  einer  Zylinderlinse  entworfene  Bild  einer  auf  der  optischen 
Achse  senkrechten  Geraden.  Bewegung  des  Bildes,  wann  Objekt  oder  Linse 
um  die  optische  Achse  gedreht  werden.  Zusammensetzung  schief  gekreuzter 
Zylinderlinsen. 

1901  SowTEB  II.).  Neuer  Beweis  für  die  Zusamiaensetzung  gekreuzter 
Zylinderiinspn. 

1902  BuDASSB  (I.).  Man  kann  sagen,  daß  die  sämtlichen  Strahlen  eines  un- 
endlich dünnen,  ursprünglich  homozentrischen  Büschels  (bei  Vemaoblassiguug 
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der  unendlich  kleinen  Größen  »weiter  Ordnung)  durch  die  iwoi  SruBlUoIien 
(inl  den  EaaptBtrahl  senkrecliteii)  Brennlinien  hindurchgehen.  Es  existieren 
aber  uneudlich  viele  Gerade,  welche  dieselbe  Eigenschaft  hshen.  Sichtiger 
ist  es,  sich  folgendermaßen  aasEudrUcken :  In  jedem  der  heiden  Hsnptachnitte 
■7,  und  x^  des  Bttschels  existiert  eiu  unendlich  kleines  Flächenelement, 
dnrch  welches  alle  Strahlen  äse  Btiacbela  hindarchgeben.  Das  in  n,  gelegene 
FUcbeuelement  umgibt  den  Brennpunkt  F,  der  in  n,  gelegenen  Strahlen,  das 
in  3,  gelegene  den  Brennpunkt  f  ,  der  in  n,  liegenden  Strahlen  des  Büschels. 
Wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  hatt«  schon  ScHULTfis  die  Kon- 
1  unendlich  dünner  Büschel  so  beschrieben. 


Die  vorliegende  Übersicht  über  die  den  Äatigmatismus  betreffende  Ijiteratur 
gibt  nur  einen  anToUet&ndigen  Begriff  von  der  in  der  zweiten  Hälfte  des 
19.  Jahrhunderts  auf  diesem  Gebiete  geleisteten  Arbeit,  weil  sie  die  Anwen- 
dungen nicht  oder  nur  beil&oflg  berQcksichtigt,  Ea  waren  vor  allen  dos  Äuge 
und  die  photographische  Linse,  welche  ku  diesen  Anwendungen  Anlaß  boten. 
Diese  beiden  Apparate  nebineii  unter  bedeutenden  Winkeln  gegen  die  Achse 
einfallende  Hauptstrahlen  auf,  mUssen  also,  wenn  nicht  besondere  Toraichts- 
maBregeln  getroffen  sind,  Astigmatismus  aufweisen.  Die  das  Auge  betreffenden 
Schriften  findet  man  in  dem  reichhaltigen  Literaturverzeichnis,  welches  AsTHim 
Eöma  fSr  die  zweite  Auflage  von  Hblmholtzs  Physiologischer  Optik  zusammen- 
KesteUt  hat.  Referiert  hat  seit  1879  Über  dieselbe,  nach  Gzapski  iS.  ai.), 
HiTTBiEtaKK  in  den  Jahresberichten  über  die  Fortachritte  der  Ophthalmologie 
von  UiCHKL  (Tübingen).  Die  Literatur  über  das  photographische  Objektiv  ist 
emgehend  behandelt  von  M.  tos  Bobr  (5.). 


C.  Ober  scharfe  anamorphotiache  Abbildung. 

In  einer  größeren  Arbeit  Über  Brechung  an  doppelt  gekrümmten  Flächen 
batte  ScHOLTfiN  H-)  den  Fall  besonders  ins  Auge  gefaßt,  bei  welchem  alle 
Flächen  aoi  der  BOschelachse  senkrecht  stehen  und  so  orientiert  sind,  daß 
ilire  Hanptschnitte  parallel  laufen.  Er  hatte  untersucht  <g  VIII),  wann  unter 
dieeon  Umständen  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  homosentrisch  ver- 
einigt werden,  und  war  zn  folgender  Bediugnngagleichung  gelangt: 

(Ä  —  Be)  (G  —  St)  —  {C~  De)  (B  —  f  e)  =  0. 

i,  B  .  .  .  B  Bind  von  der  Lage  nnd  ErUromung  der  Flachen  abhängige  Eon- 
■lanten.  e  ist  die  Entfernung  der  an(  der  Achse  senkrechten  Objektebene 
vom  Ursprung  der  Koordinaten. 

ScHOLTftN  hatte  dann  für  diesen  Fall  stigmatischer  Abbildung  die  Ver- 
groAeningen  nach  den  zwei  Hauptrichtangen  berechnet  und  hatte  gefunden, 
diS  lie  im  allgemeinen  verachiedene  Werte  haben. 

Sind  olle  Flächen  aphOrisch,  so  wird  die  Bedingnngagleichang  für  alle 
Warte  von  e  erfüllt.  Die  Vergrößerungen  nach  den  beiden  Haupt  rieh  tun  gen 
Bind  ia  diesem  Falle  einander  gleich.  Das  ist  indessen  nicht  der  einzige  Fall, 
in  welchem  die  Bedingungsgleichung  für  alle  Werte  von  e  erfüllt  wird.  Über- 
<iiM  kann  die  Bedingungsgleichnng  für  bestimmte  Werte  von  e  erfüllt  sein; 
<'*iui  erhält   man    nnr   für  bestimmte   Lagen  der  Objektebene   scharfe  Bilder. 
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Aber,  siigt  dann  BchültSh  weiter,  diese  F&tle  sind  zn  speziall,  am  miB  hier 
nAher  zu  beschäftigen. 

Man  sieht,  ScEnii.TftH  war  den  ABBRSchen  Sätzen  schon  g&nz  nahe. 

1862  n»hm  L.  Fabbbhc  |1-)  ein  Patent  tüi  einen  ans  zwei  senkrecht  ge- 
kreiiEten  achsensenkreohten  Zjlinderlinsen  bestehenden  Änamorphot«D ,  ohne 
tiefer  in  seine  Theorie  einzudringen.  Liffich  t.S.j  verwendete  diesen  Ton  ihm  and 
später  von  Budolph  nen  atifgefundenen  Ananiorphoten  1864  als  Okular  in 
einem  Spektralapparat,  wobei  er  betonte,  daß  die  von  einem  derartigen  Systeme 
entworfenen  Bilder  im  allgemeinen  anazentriach  sind  und  nur  für  zwei  Ebenen 
etigmatiach  werden.  Eine  andere  mit  Prismen  Ensaromengesetzto  Form  eines 
Anamorpboten  empfahl  J.  Andbbtoh  (I.)  1889.  Näheres  über  diese  Anatnor- 
photon  bei  M.  vos  Bona  |S,  sss.). 

Abbks  Theorie  (7.)  wurde  1897  veröffentlicht.  Ich  bemerke  aoBdracklicfa, 
dbfi  der  Inhalt  dieser  Schrift  im  Texte  nur  teilweise  wiedergegeben  ist.  AaQer 
der  Patentschrift  lag  mir  noch  ein  Blatt  von  Abbe  herrührender  Formeln  vor. 

D.  Über  SCHULT^Ns  die  Konstitution  unendlich  dünner  Büschel 
behandelnde  Arbeiten. 

Da  vor  kurzem  von  Bouassb  (i.)  die  Aufmerksamkeit  wieder  auf  die  Kon- 
stitution unendlich  dünner  Büschel  gelenkt  worden  ist,  mage  es  gestattet  sein, 
an  dieser  Stelle  kurz  auf  die  bezüglichen  Arbeiten  ScbultAnb  hinzuweisen, 
welcher  einer  der  ersten  war,  der  sich  mit  dieser  Frage  beschäftigte. 

In  einer  ersten  Abhandlung,  welche  1823  der  Petersburger  Akademie 
vorgelegt,  aber  erst  1830  publiziert  wurde  (der  erste  Teil  von  Hamiltons 
großem  Werke  {!.),  welcher  sich  auch  schon  mit  dieser  Frage  befaßt,  ist  ]8"24 
in  der  Dubliner  Akademie  gelesen  und  schon  (!)  1823  gedruckt  worden),  be- 
trachtet BchultCh  U.)  ein  unendlich  dUnnes  Büschel,  welches  durch  mehrere 
beliebig  gestaltete  Flächen  gebrochen  oder  reflektiert  worden  ist.  3  beliebige 
Strahlen  des  BüecheU,  welche  im  ersten  Medium  durch  denselben  Punkt  hin- 
durchgingen, werden  im  letzten  Medium  durch  eine  Ebene  geschnitten.  Der 
Inhalt  des  Dreiecks,  welches  die  3  Durch stoBp unkte  bilden,  wird  berechnet. 
SchultAm  zeigt,  daß,  wenn  die  Schnitt«bene  durch  zwei  gewisse  Punkte  der 
Hauptachse  des  Büschels  hindurchgeht,  der  Inhalt  des  Dreiecks  verschwindet. 
Ein  beliebiger  Querschnitt  des  Büschels  hat  in  diesen  zwei  Punkten  statt  zwei 
nur  eine  Dimension.  Schulten  erwähnt,  daß  die  betreffenden  Punkte  die- 
jenigen Punkte  sind,  in  welchen  der  Hauptstrahl  von  seinen  Nachbarstrahlen 
geschnitten  wird. 

Die  ausgezeii'hneten  Punkte  sind  also  die  Brennponkte  des  BOachels. 
Der  auf  eine  Dimension  reduzierte  Querschnitt  des  Büschels  entspricht  den 
STCBMSchen  (schon  vor  Stübm  von  Hahilton  erwähnten)  Brennlinien.  ScHDLTiN 
nimmt  aber  nicht,  wie  später  Stiibm  es  tut,  an,  daß  die  Schnittebonen  senk- 
recht auf  der  BUschelachse  steht;  er  zeigt,  daä  der  Querschnitt  sich  auf  eine 
Ijinie  reduziert,  welches  auch   die  Neigung  der  Sehnittebene  gegen  die  Achse 

In  der  folgenden  Abhandlung  (9.),  vorgelegt  1836,  erschienen  1845,  wird 
ein  durch  ein  beliebiges  analytisches  Gesetz  definiertes  unendlich  dünnes 
Büschel  untersucht.  Diejenigen  Strahlen  des  Büschels,  welche  die  Hauptachse 
schneiden,    liegen    in    zwei    Ebenen,    welche    ScHULTfiit    die    Fokalebenen   dea 
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BOacliels  aaiint.  Alle  nbrig«n  Strahlen  des  Büschels  schneiden  jede  der  beiden 
Fokalebeuen  in  einen)  anendlich  kleinen  Flftcbenelement,  welches  den  Brenn- 
pnnkt  d«s  BQachelB  om^bt,  dessen  Strahlen  die  andere  Foholebene  bilden. 
Der  Winkel  der  beiden  Fokalebenen  wird  berechnet:  er  wird  gleich  90",  wenn 
die  Sltahlen  dea  Büschels  regnlElr  sind,  d.  h.  ein  System  von  Orthogonol- 
flAcben  snlsaaen. 

In  einem  Xachtrog  iS.)  endlich  wird  gezeigt,  daS  dos  BUschel  in  onendlich 
viele  ebene  PartialbUschel  Eerfällt  werden  kann,  welche  von  den  Punkten 
der  oben  erw&hnten  Fl&ohenelemente  ausgehen. 

Die  unendlich  kleinen,  die  Brennpunkte  umgebenden  Flächenelemente  sind 
die  aires  d'amincissement  von  BooAsn  (1<I.  Man  sieht,  die  &CHin.T&KSohe  Duv 
Stellung  deckt  eich  in  allen  wesentlichen  Punkten  mit  der  von  Bouasbe  ge- 
gebenen. Sie  leigt,  AaS  tnao  den  Brennlinien  jede  beliebige  endliche  Neigung 
gegen  die  Hauptachee  geben  kann,  so  lange  man  bei  den  unendlich  kleinen 
Größen  zweiter  Ordnung  stehen  bleibt.  Das  Bequemste  ist  dann  natürlich 
anzunehmen,  ioB  die  Brennlinien  auf  der  Hauptachse  senkrecht  stehen,  wie 
wir  es  im  Texte  immer  getan  haben. 
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V.  Kapitel. 
Die  Theorie  der  sphärischen  Aberrationen. 

Bearbeiter:  A.  KSnlg  und  H.  von  Rohr. 


1.  Die  Theorie  der  SEiDELschen  Abbildung. 
(Die  Definition  der  Aufgabe). 

Die  für  einen  fadenförmigen  Baum  um  die  Achse  gUltige  Theorie 
der  GAUSSsciien  Abbildung  war  unter  der  Annahme  entwickelt  worden, 
da^  nur  die   erste  Potenz  der  Kugelwinkel  zu  berücksichtigen  sei. 

Wir  gehen  nun  in  der  Berücksichtigung  der  Potenzen  der 
Kugelwinkel  einen  Schritt  weiter. 

Es  sei  zu  diesem  Zwecke  ein  zentriertes  System  S^  . .  S^  sphärischer 
Flächen  angenommen,  und  an  einem  bestimmten  Orte  0  der  Aehsr 
die  achsen  senk  rechte  Ebene  I  oder  die  Objektebene  angenommen, 
in  der  sich  der  Objektpunkt  0^  befinden  möge.  "Wir  können  dann, 
ohne  an  Allgemeinheit  aufzugeben,  die  lleridianebcne  (Papierehenel 
durch  diesen  Punkt  gehen  hissen  und  wissen,  daß  die  beiden  recht- 
winkeligen Koordiimteii  des  Punkts  0^  in  der  Objektebene,  die 
tangentiale  und  die  sagittale,  gegeben  sind  durch  l,  L^^O,  denen 
in  der  Bildebene  in  0'  im  allgemeinen  die  Koordinaten  l',  L'  ent- 
sprechen werden. 

Um  nun  einen  beliebigen,  von  0„  ausgehenden  Strahl  0„Q  ein- 
deutig zu  charakterisieren,  brauciien  wir  noch  zwei  Bestimmungs- 
stiicke,  zu  denen  wir  entweder  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  m,  3( 
des  Durchstoßungspunkts  Q  mit  einer  weiteren  achsen  senkrechten 
Eliene  II  oder  die  entsprechenden  Öffnungswinkel  u,  v  des  Strahlen- 
hüschels  wühlen.  Nicht  notwendigerweise,  aber  doch  in  der  Regel. 
lassen  wir  diese  Ebene  die  Achse  in  P,  nämlich  da  schneiden,  wo 


,y  Google 


Die  Definition  der  Aufgabe. 


209 


Ton  einem  am  Orte  des  Objekts  bcrindlichen  Auge  die  Mitte  der 
am  engsten  scheinenden  Blende  wahrgenommen  wird.  Die  Ent- 
lernung  S^P  wird  durch  x  bezeichnet.  Wir  bezeichnen  diese  Ebene  II 
danuQ  als  die  objektseitige  Öfftiungsebene,  weil  ja  die  Größe  der  öff- 
nnngswinkel  u,  v  unmittelbar  von  der  Lage  des  Punktes  Q  ab- 
hängig ist.     Mit  Hilfe  der  GAUBSschen  Formeln  können  wir  dann 


Flg.  58. 
öö,  =  [;    PM=m:     PE  =  M;     0'0.'  =  V;     PM'  =  m';     I'E'  =  M'; 
S,0  =  »;    3i0'  =  ff:    S^P=x;    SkP=^:     0,'R  =  a,':     <yT=a}.       , 

lObjetUbetie;    I' OiuSUche  BlIdetKo«;    II  objekUeltlge,    II'  bildselllge  ÖrCauDgieb«!». 

I»c  Bogen  la  dm  Winkeln  d  und  a'  aind  bis  eu  den  Strahlen  nacli  B  und  von  E*  durchiuzlehea. 

Zd  Wahl  der  BesUmmungMiarke  einea  iiindM'hler«n  Slnhlt  0„9.. .  Q'Ö^'. 

zn  der  Objektebene  die  konjugierte  GAUSSsche  Bildebene  (/  mit  dem 
Achsen  ah  Stande  s'^SkO'  und  auch  die  zu  II  konjugierte  Ebene  II' 
mit  dem  um  Sj,P'  =  a:'  von  S^  entfernten  Achsenorte  P'  auffinden, 
die  meistens  mit  der  bildseitigen  Öflnitngsebene  als  identisch  angeschen 
werden  kann. 

Da   bei   einem  optischen  System  zu  einem  beliebigen  Strahle 
im  Ohjektraume  ein  und  nur  ein  Strahl   im  Bildraume  gehört,   so 
muß  jedes  der  vier  Bestimmungsstücke  des  bildseitigen  Strahls 
Optik.  14 
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t,  V 


eine    eindeutige  Funktion    sein   von   den  vier  Beetimmungsstückcn 

au(  der  Objektseite: 

Da  die  gestrichenen  GröHen  offenbar  sämtlich  ihr  Zeichen 
wechseln,  wenn  alle  ungestri ebenen  den  entgegengesetzten  Wert 
annehmen,  so  können  wir  noch  hinzulügen,  daß  bei  einer  Reihen- 
entwicklung diese  eindeutigen  Funktionen  nur  ungerade  Potenzen 
enthalten  können,  deren  erste  (illedcr  durch  die  GAüsasche  Ent- 
wicklung gegeben  sind.  In  diesem  Zusammenhange  erseheinen  diese 
(die  niedrigsten  Potenzen  der  Entwicklung  enthaltenden)  Glieder 
als  die  Hauptwerle,  während  der  durch  die  3,,  6.  und  folgenden 
Potenzen  geliildete  Rest  der  Entwicklung  gewisse  ZusaUgrößen  ab- 
gibt, die  als  Abweichungen  oder  als  Aberrationen  vom  Hauptwerte 
aufgefaßt  werden  können. 

Stellen  wir  diese  Verhältnisse  graphisch  dar,  so  bemerken  wir 
zunächst,  daß  wir  die  in  der  Meridianebene  verlaufende  Verbindungs- 
linie des  Objektpunkts  mit  dem  Aehsenorte  der  öffnungsebene  den 
Hauptstrahl  O^P  nennen  und  den  Winkel  w,  den  er  mit  der  Achse 
bildet,  den  HauptstraUneigungswinkel.  Alsdann  besteht  offenbar  die 
Beziehung 

l 
tg«.  =  -— ^, 

und  bei  kleinen  Winkeln  w  werden  wir  bis  auf  Größen  3.  Ordnung 
genau  direkt  setzen  können: 


Ganz  analog   bestehen  für  kleine  Öffnungswinkel  u  und  v  die  Be- 
ziehungen 


da  es  bei  kleinen  (Werten  offenbar  gleichgültig  ist,  obderWiukel 
bei  Oy,  oder  bei  O  bestimmt  wird. 

Es  verläßt  nun  der  zu  j     [  und  l     [    gehörende    Objektgtrahl 
das  System  als  Bildstrahl  mit  den  Konstanten  l    ,  i   und  l     ,  \  und 
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durchstößt  die  GAUSasche  Bildebene  im  Punkte  0|„,  während  der 
nach  der  GAOSSachen  Theorie  gefundene  Hauptwert  des  Achsen- 
abstandes in  der  Ucridianebene  l'  und  der  zugehörige  Bildpunkt  0|, 
i^ein  mag.  Alsdann  müssen,  wie  aus  der  Fig.  63  ersichtlich,  an 
die^^en  GAüseschen  Koordinaten  t',  L'  =  0  noch  gewisse  ZusatzgröSen 
a/  und  0/  angebracht  werden,  die  von  0„  auf  Ol,  führen,  und  die 
wir  als  die  tangentiale  und  die  sagiüate  Abweichung  in  der  OaüSSscA») 
Bildebene  bezeichnen. 

Diese  Zusatzgrößen  «,'  und  a/  sind  sicher  von  ungeradem  Grade 
in  den  Koordinaten  der  Durchstoßungspunkte  der  beiden  objekt- 
^eitigen  Ebenen,  und  wir  wollen  nach  J.  Pbtzvals  Vorgänge  die 
niedrigste  Gradzahl,  die  als  Koeffizient  in  diesen  Ausdrücken  vor- 
kommt, als  die  Ordnungszald  des  Bildes  bezeichnen.  Wir  fassen 
bei  dieser  Ausdrucks  weise  den  um  0\,  entstehenden,  aus  der  (ie- 
>Hmtbeit  aller  Punkte  O'w  gebildeten  Fleck  auf  als  ein  Bild  des 
Punkts  0^  von  der  3.  6.  .  ,  .  Sy-j-lten  Ordnung,  und  wir  sehen 
dann  ein,  daß  man  eine  Erhöhung  der  BildgUte  bis  auf  die  ö. 
7.  .  .  .  2  V  -f-  1  te  Ordnung  erzielt,  wenn  man  die  Abweichungsgröflen 
bis  zum  3.  6. ...  2  V  4"  1  *''"  Grade  sämtlich  zum  Versehwinden  bringt. 
Für  uns  handelt  es  sich  hier  um  Bilder  von  der  6.  Ordnung  der 
Güte,  mithin  um  die  Aufstellung  und  Vernichtung  der  Abweichunga- 
größen  3.  Grades.  Nach  L.  Seidel  (3.),  der  zuerst  die  Entwicklung 
dieser  Ausdrücke  in  aller  Vollständigkeit  veröffentlicht  hat,  werden 
wir  diese  Theorie  einführen  als  die  SEiDELsche  Abbildung  und  diese 
Bezeichnung  brauchen,  um  sie  von  der  GAUSSschen  Abbildung  zu 
unterscheiden. 

Die  Entwicklung  dieser  Ausdrücke  hat  man  auch  wohl  die 
Theorie  der  sphärischen  Aberralionen  1.  Ordnung  genannt  und  ihr  die 
der  sphärischen  Aberrationen  3.,  3.  .  .  .  und  höherer  Ordnung  gegeu- 
übf  rgestellt ,  wir  ziehen  vor,  von  ihr  als  von  der  Theorie  der  sphä- 
rischen Aberrationett  schlechthin  zu  sprechen,  der  dann  die  Theorie 
der  primären,  sekundären  und  höheren  Zonenglieder  an  die  Seite  zu 
stellen  wäre. 

Nach  dem  Vorhergegangenen  sind  in  unserem  Falle  Überhaupt 
nur  folgende  zehn  Abweichungsglied  er  möglich: 

Im*,  ImM,  IM^, 
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und  wir  werden  sie  auch  tatsächlich  alle  in  den  im  Nachstehenden 
entwickelten  Ausdrücken  vorfinden. 

Diese  Entwicklung  werden  wir  nun  ant  eine  zwiefache  Art 
leisten;  zunächst  einmal  werden  wir  die  einzelnen  Bezirke  des  Ge- 
sichtsfeldes behandeln,  wie  sie  durch  die  ^-icr  verschiedenen  hier 
vorkommenden  Potenzen  von  /  definiert  werden,  und  dabei  werden 
wir  uns  durch  geh  cnds  der  Invariantenmethode  von  E.  Abbe  be- 
dienen. Während  die  am  Schlüsse  dieses  Kapitels  vorgetragene 
SBiDELsche  Theorie  die  gesamte  Bild  Verschlechterung  für  einen 
außeraxialen  Objektpunkt  angibt,  deren  einzelne  Teile  durch  eine 
Sonderuntersuehung  gedeutet  werden  müssen,  ist  man  bei  der 
ABBEschen  Methode  gezwungen,  sich  über  die  Natur  der  einzelnen 
Bildfehler  klar  zu  werden,  um  überhaupt  die  Ableitung  der  ana- 
lytischen Fehlerausdrücke  leisten  zu  können.  Außerdem  aber  kann 
man  bei  dieser  Art  der  Behandlung  die  Beschränkung  auf  kleine 
Hauptstrahlneigungen  aufgeben. 

Der  Schluß  des  Kapitels  soll  gebildet  werden  von  der  nach 
A.  KxBBEHS  Vorgange  abgeänderten  SEiDKLSchen  Ableitung  der  fünf 
SEiDELschen  Bildfehler.  Diese  elegante,  rein  analytische  Entwicklung 
bestätigt  so  die  Vollständigkeit  der  vorangehenden  Ergebnisse. 

2.  Die  sphärische  Aberration  von  Ächsenpunkten. 
(Die  EinfOhrung  in  die  ÄBBEsche  Invariantenmethode.) 

Die  Abweichungen  in  der  Strahlen  Vereinigung,  wie  sie  sich 
unter  der  vorläufig  festgehaltenen  Voraussetzung  homogenen  Lichts 
und  sphärischer  Flächen  ergeben,  bezeichnet  man  nach  dem  Vorher- 
gehenden ganz  allgemein  als  sphärische  Aberrationen.  Darunter 
bietet  den  einfachsten  Fall  die  Annahme  dar,  daß  der  leuchtende 
Objektpunkt  auf  der  Achse  des  zentrierten  Systems  sphärischer 
Flächen  liege.  Man  spricht  alsdann  von  der  sphärischen  Aberration 
von  Achsenpunkten  oder  von  sphärischer  Aberration  im  engeren  Sinne, 
ja  braucht  häufig  auch  dafür  schlechthin  die  Bezeichnung  sphärische 
Aberration. 

A.  Die  Längsaberration  von  Ächsenpunkten. 

Es  ist  früher  gezeigt  worden,  wie  der  "Weg  eines  von  einem 
Achsenpunkte  ausgehenden  Strahls  analytisch  zu  bestimmen  ist. 
Wir  nehmen  nun,  um  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  haben,  den  Fall 
einer  sammelnden  Brechung  an   und  lassen  Strahlen  verschiedener 
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Einfallshöhe  in  Erscheinung  treten.  Alsdann  ist  ihre  Vereinigungs- 
weite nicht  konstant,  ea  lindet  überhaupt  keine  punktmäBige  Ver- 
einigung der  vom  Objektpunkte  ausgegangenen  Strahlen  mehr  statt, 
and  in  diesem  Sinne  ist  mau  berechtigt,  von  LängsiAerration  zu 
reden. 

Die  Längaaberratlon  eines  Ebenensysteme  für  endliche  Öffnung. 
Wohl  nur  in  einem  Falle  ist  es  mOgllch,  diese  Längsaberration  für 


s* 


Flg.  U. 

S,B,  =  h,;    S,B,  =  A,;    iS,B,  =  Ä,..Sjt-iBit-i  =  Ä*-i;    S*B»  =  Ä*; 

^,S,  =  d,i     S,S,  =  d,...  S*-iS*  =  d*-i;     MBi-.QO,  einfallender, 

BiO*'  anstretender  Strahl.     ö,0»'  =  6;      0,0„'  =  b;     0,!f=e^■,     S,0,=9i; 

S*0*'  =  «*'. 

Zur  Llngubcmtion  elDea  Ebcneiuysteini  lUc  endlich«  ötTnung. 

Baschel  von  beliebig  großem  Öttmingawinkel  zu  behandeln,  dann 
nSmlich,  wenn  bei  einem  zentrierten  System  die  Krümmungsradien 
alle  unendlich  werden. 

Bei  einem  solchen  System  aclisensenkr echter,  paralleler  Ebenen 
^hen  wir  von  der  Identität*)  aus 


A*=fti  +  2{'*v- 


-/(,), 


die  wir,    da  bei  Planflächen  ganz  allgemein  gilt  w,^  — t,,   unter 
Benutzung  der  Brechungswinkel  umschreiben  in 

*)  Dabei  sind  noch  Analogie  anserer  früher  eingeführten  BeEeiehniuigB- 
Teise  die  nur  hier  auftretenden  endlichau  EinfallshOhen   durch  Ar  dar)^tellt 


,y  Google 


214     Kouig  nud  von  Bcihr,  Die  Theorie  der  aphärischen  Aberratioiieti. 

Nehmen  wir  nun  noch  die  weitere  Identit&t  hinzu,   wo  h  die 
Verschiebung    des  Schnittpunktes   auf   der  Achse    bedeuten    möge, 

*— 1 

so  erhalten  wir  als 'Schlußresultat: 

~2d.itgi,'-  tg  iV)  +  «,  (tg  t,  -  tg  tjO 


und   sehen,    daß  diese  Verschiebung  im  allgemeinen  abhängig  i»t 
von  der  Objektentfemung  8^. 

Befindet  sich   indessen  das  Ebenensystem  in   einem  und  dem- 
selben Mittel,  so  wird  i,  =  »V,  und  wir  erhalten  in 


=iM-l9 


einen  Ausdruck,  der  von  der  Objektentremung  unabhängig  ist. 
Führen   wir   nun    noch   die  Parallelverschiebung  c^  der   zu 
gehörigen  Stralilen  ein,  so  ist  nach  der  Figur 


und  es  ergibt  sich 


Um  nun  die  sphärische  Längs  aberrat  ion  zu  finden,  müssen  wir 
noch  die  Verlängerung  auch  der  paraxialen  Schnittweiten  berück- 
siclitigcn,  die  durch  das  Ebenensystem  hervorgebracht  wird:  die-'C 
ist  nach  dem  früheren  gegeben  durch 

,=,     n,  ,„1    \         smt^/ 

Bilden  wir  nun  als  Ausdruck  für  die  Längsaberration  b  —  b, 
so  erhalten  wir 
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und  da  bei  einem  in  Luft  befindliclien  Ebenensystem  aus  optisch 
(lichteren  Medien 

1  *»'  I  ^  I  *i ! '  ^'^"^  '^^^  *•■'  ^  "^^  'i  ■ 

so  gilt  auch,  mögen  die  Winkel  j, ,  t,'  positiv  oder  negativ  sein, 

6-&>0, 
d.  h.  die    Sehnittweiten  der  nnter  endlichen  Neigungswinkeln  aus- 
tretenden  Strahlen  werden  mit  wachsender  Neigung  größer. 

Die  Darstellong  der  Schnittweite  8  in  der  Form  a  =  s-\-au'. 
Wir  erwähnen  als  eine  Erfahrungstatsache,  daß  bei  sammelnden 
Gugclflftchen  die  Schnittweiten  s'  in  der  Kegel  mit  wachsenden 
l^fallshöhen  oder  Kugelwinkeln  abnehmen.  Aus  der  Anschauung 
ergibt  sich  unmittelbar  die  Unabliängigkeit  der  Schnittweiten  8,  «* 
von  dem  Vorzeichen  der  Einfallshöhe  oder  des  Kugelwinkels,  und 
der  analytische  Ausdruck  dieeer  Erkenntnis  ist  der,  daß  in  einer 
Reihenentwicklung  der  Schnittweiten  8,  8'  nach  diesen  Elementen 
nur  gerade  Potenzen  vorkommen.  Nach  welcher  Variabein  die 
Entwicklung  schließlich  geleistet  wird,  ist  an  sich  gleichgültig,  im 
vorliegenden  Falle  werden  wir  die  Öffnungswinkel  u,  m'  zwischen 
Achse  und  schiefem  Strahle  wählen  und  demnach,  wenn  wir  die 
Entwicklung  für  die  vte  Fläche  eines  Systems  gemacht  denken, 
Keihen  von  der  Form  erhalten: 

Dabei  nehmen  wir  von  vornherein  als  den  allgemeinen  Fall  an, 
daß  bereits  das  einfallende  Büschel  mit  sphärischer  Aberration  be- 
btet sei.  Auch  bei  einem  aus  mehreren  Flächen  zusammengesetzten, 
zentrierten  System  wird  diese  Form  der  Darstellung  erhalten  bleiben. 
Wie  wir  S.  39  gesehen  haben,  führen  die  linearen  Substitutionen 

«,'=«,_!_,;  8y'—dy^8,+i 
von   den  Elementen   nach    der  Brechung  an   einer  FIftche  zu  den 
entsprechenden  Elementen  vor  der  Brechung  an  der  folgenden  Fläche. 
Wir  erhalten  mithin  ohne  weiteres 

wo 

gesetzt  ist.  Nach  der  letzten  Brechung  in  dem  aus  k  Flächen  be- 
stehenden System  lautet  die  Entwicklung  für  die  Schnittweite: 
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Berücksichtigen  wir  von  der  ganzen  unendlichen  Reihe  neben 
dem  ersten,  konstanten  nur  noch  das  zweite,  die  unabfaäD^ige 
Variable  im  Quadi'at  enthaltende  Glied,  bo  können  wir  von  einer 
Behandlung  der  sphärischen  Längsaberration  von  Äclisenpunkten 
in  erster  Annäherung  sprechen. 

Unsere  Reihen  nehmen  alsdann  die  einfache  Gestalt  an; 


Die  Größen  a.,  a,'  sind  Längen,  und  zwar  ergehen  sie  sich 
-als  Differenzen  zwischen  der  Schnittweite  des  Achsenstrahls  und 
der  des  Einheitswiukels: 

Ihre  Größe  ist  ausschlaggebend  für  den  Betrag  der  Längsaberration 
»,  — s,,  sj  —  s,',  der  nach  der  Definitionsgleichung  dem  Quadrat 
des  Öffnungswinkels  proportional  ist.  Ihr  Vorzeichen  läßt  erkennen, 
ob  mit  wachsendem  u,,  «,'  (oder  wachsender  Elnfallshöbe)  die  Schnitt- 
weite 8y,  8y'  ab-  oder  zunimmt.  Die  Bezeichnung  eines  Systems 
von  k  Flächen  als  sphärisch  korrigiert  ist  bei  a^=0  zu  wählen, 
weil  dann  die  Schnittweite  s^'  von  u^  unabhängig  ist.  Ist  sphärische 
Korrektion  nicht  vorhanden,  so  finden  wir  die  Ausdrücke  «nfer- 
korrigiert  bei  a^<i^  und  überkorrigiert  bei  Oj'>0  vielfach  im  Ge- 
brauche. Sie  erklären  sich  aus  der  Bemerkung,  daß  einfache,  dünne 
Sammellinsen,  an  denen  zuerst  Verbesserungsversuche  gemacht 
wurden,  für  weit  entfernte  Objektpunkte  stets  Aberrationen  eines 
bestimmten  Charakters  aufwiesen.  Wurden  nun  bei  dem  Versuche, 
diese  Aberrationen  aufzuheben,  oder  mit  anderen  Worten  eine  Kor- 
rektion herbeizuführen,  Abweichungen  entgegengesetzten  Charakters 
erzielt,  so  erhielten  diese  passend  die  Bezeichnung  Aberrationen  im 
Sinne  der  Vberkorrektimi;  das  zog  aber  die  Bezeichnung  ÄberraivmeK 
im  Sinne  der  Unterkorrektiort  für  die  Abweichungen  nach  sich,  die 
bei  unkorrigierten  Sammellinsen  an  weit  entfernten  Objektpunkten 
bemerkt  wurden. 

Betrachtet  man  die  zu  den  verschiedenen  Mv,  k»'  gehörenden 
Schnittweiten  tty,  aj,  so  entspricht  bei  unserer  ständigen  Annahme 
einer  Lichlbcwegung  von  link»  nach  rechts  negativen  Werten  von 
a,,  0,'  {also  untcrkorrigierten  Systemen)  eine  von  rechts  nach  links. 
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positiven  o,,  a,'-Werten  (also  Überkorrigierten  Systemen)  eine  von 
links  nach  reehta  fortschreitende  Punktreihe. 

Die  Entwicklung  des  Koeffizienten  a^'  nacli  der  ABBEschen 
InTarianteDmetliode  ffir  eis  Syet«m  zentrierter  Flfichen.  Geben 
wir  ntin  auf  den  S.  128  entwiclieiten  Ausdruck  für  die  optische 
Invariante  bei  der  Brechung  an  einer  Fläche  nnd  beliebiger  Neigung 
des  Strahls  zurück  und  dividieren  beide  Seiten  durch  r,  um  Über- 
oinstinunnng  mit  der  S.  43  entwickelten  Invariante  der  Nullstrahlen 
m  erhalten,  so  ist,  wenn  wir  den  Flächenindex  vorläufig  unter- 
drücken 

^n{H  —  r)^n'{tf  —  r) 
"'  pr  p'r 

Diese  Invariante  könnten  wir  ohne  weiteres  nach  einer  der  oben- 
genannten Variabein  entwickeln,  doch  wählen  wir  im  vorliegenden 
Falle  dazu  zunächst  den  Kugelwinkel  tp.  Alsdann  müssen  die 
Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  tp,  in  unserem  Falle  also  die 
konstanten  Glieder  und  die  Koeffizienten  von  95',  einander  gleich  sein. 

0.  =  Q.  +  3.9''=«;  +  9>' 

Ans  der  Form  von  Q^  ist  ohne  weiteres  ersichtlich,  daß  Q,  und  Q^', 
8,  und  },'  sich  nur  dadurch  unterscheiden  werden,  daß  in  Q,  und  q, 
die  Elemente  des  Strahls  vor,  in  Q/  und  3,'  die  nach  der  Brechung 
auftreten  werden,  Q,  und  Q,'  sind,  wie  sehon  erwähnt,  identbch 
mit  der  früher  anf  dem  gleichen  Wege  gefundenen  Nullinvariante. 
Schreiben  wir  Q^  in  der  für  die  Eechnung  bequemeren  Form: 

^'         P  \r      81  p\r      ^ I 

so  ist  zunächst  die  Entwicklung  von  p,  p'  nach  Potenzen  von  (p 
ta  leisten.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  S.  130  zurück  und 
erhalten,  immer  unter  Beschränkung  auf  die  Glieder  mit  9J*,  den 
Ausdruck: 

mithin 


=  »+??7  «.'''■ 
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Für  a  und  «'  bestehen  die  oben  aufgestellten  Gleichungen 

«  ™=  «  +  a  «*;     8'=^s'  -\-  a'tt", 

in   denen   nun  noch   die  Variabein  t4*,  «"   durch  93'  auszudrücken 
Hind.     Ganz  allgemeiii  folgt  nach  S.  40 

r    .  .      ,       T    . 

sm«^  — Binw:      sm«  =^— iSino' 
i>        ^'  P'       ^ 

und  unter  Vernachlässigung  der  dritten  Potenzen  der  Sinusreibe 


sowie,  wenn  weiterhin  alle  Glieder  mit  Exponenten  Über  2  unter- 
drückt werden, 


mithin 

*  =  s-l-a-^y*  =  «(l  +  a-g?'');    »'  =  s'(l  +-,„''' 9'*) 
und 


Setzt  man  die  soeben  für  — ,  - ,  und  — ,  -r  entwickelten  Werte 
P      P  8     8 

in   den  letzten  Ausdruck  für  Q^  ein,  so  erhält  man   nach    einigen 
Keduktionen  die  Formen 


und  daraus  folgt,  da  ja  q,^q,'  erkannt  war, 


oder  in  der  früher  benutzten  Schreibweise,  wo  wir  nun  wieder  den 
FlSchenindex  in  Erscheinung  treten  lassen. 


-Ä^i- 
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Liegt  nur  eine  Fläche  vor,  so  haben  wir  hiermit  die  Aufgabe 
gelöst,  aus  der  gegebenen  sphärischen  Aberration  (d.  h.  ihrem 
Koeffizienten  o,)  und  den  Elementen  der  Achsenstrahlrechnung  die 
sphärische  Aberration  des  austretenden  Strahls  (d.  h.  ihren  Koeffi- 
zienten a,')  zu  berechnen. 

Handelt  es  sich  aber  um  eine  Reihe  von  k  Flächen,  so  haben 
wir  eine  Rekurs ionsformel  erhalten,  mit  deren  Hilfe  es  uns  möglich 
ist,  den  AberrationskoefRzienten  Q,'  nach  der  Brechung  an  einer 
beliebigen  vten  Fläche  auszudrücken  durch  die  Achsen  Strahlelemente 
dieser  Fläche  und  den  Aberrationskoeffizienten  a,  vor  der  Brechung. 
Bedenken  wir  nun  weiter,  daß  Infolge  der  früher  angestellten  Über- 
legungen allgemein  a»^cit_i  gilt,  so  wird  es  klar,  daß  wir  im 
Stande  sind,  den  AberratlonskoeWizienten  a^'  nach  der  letzten  Fläche 
auszudrücken  durch  die  Achsen  Strahlelemente  und  den  Aberrations- 
koeffizienten a,  vor  der  ersten.  In  der  Tat  erhalten  wir  diese 
Formel  in 

Der  unter  dem  Summenzeichen  stehende  Ausdruck  r^  läßt  sich 

h 
leicht  berechnen,  denn  wenn  wir  von  der  auf  S.  80  benutzten  Be- 
ziehung 

Gebrauch  machen,  so  ergibt  sich 


hk    .      Sr^l  Sr  +  S  Sit 

Im  allgemeinen  wird  das  letzte  Glied  dieser  Formel  wegen 
fl,  =  0  verschwinden,  da  in  der  Regel  das  Strahlen büschel  vor  Ein- 
tritt in  die  erste  Fläche  des  optischen  Systems  nicht  mit  sphä- 
rischer Aberration  behaftet  sein  wird. 

Dflr  Spezialfall  eines  Ebenensj'Btems.  Handelt  es  sich  im 
speziellen  Falle  um  ein  Ebenensystem,  so  erfährt  diese  Formel  eine 
weitere  Vereinfachung;  denn  da  in  diesem  Falle  die  Gleichung  besteht 


80  ergibt  sich  —  wenn  man,  wie  das  später  in  der  Regel  geschehen 
wird,  (  ~]  vor  die  Summe  setzt  —  das  allgemeine  Glied  der  Summe  zu 
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\A,/    ^"r   nir         \h,)    \Sr"        S/J' 


Nehmen  wir  nun  den  zweiten  Teil  dieses  Gliedes   mit   dem  ersten 
des  vorhergehenden  zusammen,  so  wird  wegen 
n,  =  «t_i: 

und  ferner  unter  Benutzung  der  Beziehung 


Beachten  wir  nun   noch   die  aus   der  Konstanz    der   Invariante  /, 
durch  das  ganze  Ebenensystem  folgende  Kelation 


I  erhalten  wir  lür  die  ganze  Summe  den  Ausdruck 


der  sich  durch  die  Beziehung 
noch  weiter  vereinfachen  läßt  in 


Auch  verschwindet  das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes,  wenn  sich 
das  Ebenensystom  in  einem  und  demselben  Medium  befindet. 
Wir  erhalten  dann  für  w,  =  1  in 


.?.(3  «"^ 


1  _  1  'r,'  d,  (  1 
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eine  wesentlich   negative    Größe,    da   alle    nicht   verschwindenden 
Summanden  wegen  «/gl  negativ  sind. 

Mithin  wird  für  einen  Objektpunkt,  der  durch  ein  in  Lnft  be- 
^ndliches  Ebenensystem  abgebildet  wird,  n^'  zu  einer  wesentlich 
positiven  Gr0ße;  die  durch  ein  solches  Ebenensystem  für  kleine 
Winkel  w,  hervorgebrachte  Längs aberration  hat  also  stets  den 
Charakter  der  Überkorrektion,  was  mit  dem  für  endliche  Winkel  «^ 
auf  S.  215  abgeleiteten  Resultat  ttbereinstimmt. 

B.  Der  Zerstreuungskreis  der  sphärischen  Aberration. 

Wenn  es  sich  jetzt  dämm  bandelt,  die  tangeitH(üe  Äbweidumg 
l^  in  der  G^usaschen  Bildebene  zu  bestimmen,  die  durch  die 
t-phäriscbe    Aberration    eines    Strahls    vom    bildseitigen    öffnunge- 


SO  =  e;    80  =  8-,    S0'  =  ^;    50'  =  «';     0'r'  =  r. 

Zum  ZentreaungakreiH  der  ■phariHhnn  Abemttlon  elneg  AchiCDponkla. 

wmkel  ttj'  bedingt  ist,  so  erhalten  wir  sie  nach  der  Figur  55,  wenn 
wir  nur  die  ersten  Winkelpotenzen  berücksichtigen,  dadurch,  daß 
wir  den  Betrag  der  sphärischen  Längsaberration  *»'  — s^'  mit  dem 
Öffunngs Winkel  multiplizieren 

'.'-(».'-».>;=».'<■■ 

Diese  taogentiale  Zerstreu  un  gel  in  ie  wird  auch  als  der  Radius 
des  Zerstreuungskreises  für  die  sphärische  Aberration  eines  Achsen- 
punkta  angesehen,  und  wir  werden  uns  dieses  Ausdrucks  im  fol- 
genden auch  bedienen. 

Für  den  Durchmesser  des  Zerstreuungskreises,  der  manchmal 
eingeführt  wird,  ergibt  sich  natürlich  das  Doppelte  des  von  uns 
(ßr  den  Radius  angegebenen  Wertes. 
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Setzen  wir  nun  für  a^  seinen  oben  ermittelten  Wert  und  be- 
rücksichtigen dabei  nur  den  Fall,  daß  das  in  das  System  ein- 
tretende Büschel  von  Aberration  frei  war,  so  erhalten  wir 


nun  ist  aber  offenbar 


K  ~  K  K 


'       2»;  »  \v  ,;Av      •" 

Soll  das  System  von  fc  Flächen  gphäriscli  korrigiert  sein,  so 
muß  die  Summe  verschwinden; 

Dieser  Ausdruck  bietet  große  Vorteile  für  die  Übersichtlichkeit 
der  Rechnung,  weil  in  ihm  die  Anteile  getrennt  sind,  die  die  ein- 
zelnen Flachen  des  Systems  zur  Endaberration  beitragen. 

Das  Hauptinteresse  bei  der  Untersuchung  der  sphäriscben 
Aberration  eines  Systems  ist  nun  aber  nicht  so  sehr  auf  die  absolute 
Größe  des  Zerstreuungskreises  im  Bilde  gerichtet,  sondern  auf  den 
EintluB,  den  die  Aberration  aut  das  Erkennen  der  Einzelheiten  des 
Objekts  ausübt. 

Wir  erhalten  ein  objektives  Maß  für  die  dadurch  bewirkte  Un- 
deutlichkeit,  wenn  wir  nach  der  Größe  des  Objektteils  fragen,  dessen 
Bild  nach  der  Wirkung  derselben  k  brechenden  Flächen  gerade 
gleich  dem  Radius  des  Zerstreuungskreises  ist. 

Für  Acli  seil  strahlen  gilt  nach  dem  SHiTH-HELHHOLTZschen  Satze*) 


und  zwar  ganz  allgemein  für  beliebig  viele  Brechungen,  wenn 
M,  M,  t)  sich  auf  das  Büschel  vor  der  ersten  und  n',  «',  ))'  auf  das 
Büschel  nach  der  letzten  Brechung  beziehen.  Auf  unsere  Seiten- 
aberration   oder    deu    Radius    des   Zerstreuungskreises   angewandt. 

wo  der  Index  (ft)  die  Anzahl  der  Flächen  des  Systems  charakteri- 
sieren soll. 

*)  Siehe  Seite  148  und  199. 
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Wir  erhalten  also  den  Radius  i<*'  des  in  das  Objekt  projizierten 
ZerstreunngskreiseB,  wenn  wir  allgemein,  was  bei  unserer  Be- 
scbränkung  statthaft  ist,  h,  =  s,Ur  =  s,'uy'  setzen,  za: 


^w= 


Diesem  Ausdrucke  können  wir  nocfi  eine  andere  Form  geben, 
indem   wir  durch 


die  ÖftBungskoordinaten  einführen.     Wir  erhalten  dann  in 


^\i¥]''^:^.h 


5,  2(x^-s,}\±i\kJ 
einen  Ausdruck,  den  wir  mit  einer  später  auftretenden  Form,  die 
auf  einem  andern  Wege  abgeleitet  worden  ist,  leicht  werden  iden- 
tifizieren können. 

Wenn  wir  hier  vorausschickend  bemerken,  daß  E.  Abbe  die 
in  der  Theorie  der  optischen  Instrumente  sehr  wichtige  Größe 
n  sin«,  nämlich  das  Produkt  aus  dem  Brechungsexponenten  und 
dem  Sinus  des  zugehörigen  halben  Öffnung« Winkel 8  mit  dem  Aus- 
drucke der  numerischen  Apertur  belegt  hat,  so  ist  es  einleuchtend, 
daß  für  kleine  Winkel  m  zwischen  Strahl  und  Achse  der  Ausdruck 
der  numerischen  Apertur  a  gegeben  wird  durch 


Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  ergibt  sich  schließlich  der 
Halbmesser  des  Zerstreaungskreises  zu 

'*'=-^vi.(J;)'«:.^.V 

Aus  der  Form  von  P*'  geht  ohne  weiteres  hervor,  daß  der 
Einfluß  der  sphärischen  Aberration  auf  die  Deutlichkeit  der  Ab- 
bildung mit  der  dritten  Potenz  der  numerischen  Apertur  des  ^in- 
tallendcu  Büschels  wächst. 

Bei  unendlich  fernen  Objekten  kann  man  offenbar  die  Bild- 
verschlechterung nicht  in  linearem  Maße  angeben,  sondern  muß  zu 
angularem  greifen.  Der  angulare  Wert  dos  Radius  des  Zerstreuungs- 
kreises ist 

A>*'  =  — . 
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und  wenn  man  nun  noch  beachtet,  daß  fürSj  =  oo  «iS,=Äj  ■wird, 
und  daß  in  diesem  Falle  stets  %  =  1  zu  setzen  ist,   so  ergibt  sich 

Der  Einfluß  der  sphärischen  Aberration  ist  also  bei  tcleskopi- 
schem  Sehen  in  erster  Annäherang  dem  Kubus  der  linearen  Öffnung: 
des  Systems  proportional. 

Die  auf  der  rechten  Seite  des  Ausdmcks  für  A**'  stehende 
Summe  ist  dem  Kubus  der  Brennweit«  des  Systems*}  umgekehrt 
proportional.  Bezeichnen  wir  nun  den  Wert  dieser  Summe  fOr  die 
Brennweite  /"=  1  mit  K,  so  erhalten  wir: 

Bezeichnet  man  mit  —^  =  —  die  relative  Öffnung  eines  für  große 

Objektabstände  benutzten  Systems,  so  sagt  die^e  Gleichung:  Die 
vom  ersten  Gliede  der  sphärischen  Aberration  abhängige  Ver- 
undeutlichung  eines  unendlich  entfernten  Objekts  ist  proportional 
der  dritten  Potenz  der  relativen  Öffnung  des  Systems.  Der  Faktor 
K  hängt  von  der  Zusammensetzung  des  Systems  ab,  d.  h.  von  den 
besonderen  Werten  der  Krümmungen,  Brechungs Verhältnisse  and 
Abstände  der  einzelnen  Flächen.  Der  Winkelwert  i'*'  ist  aber,  wie 
das   auch    sein    muß,    bei    gegebenem   Konstruktion stypus   K  und 

öffnungsverhäitnis  -  ^  — -^  unabhängig  von  der  Größe  der  Brenn- 
weite selbst. 

C.  Die  sphärische  Aberration  In  einfachen  Sonderfällen. 

Die  sphärische  Aberration  einer  Fläche.  Der  soeben  be- 
trachtete Ausdruck  wird  dann 


nur  in  drei  Fällen  kann  er  vci-schwinden  und  damit  die  sphärische 
Aberration  von  der  Öffnung  des  Büschels  unabhängig  machen; 

')  Vorausgesetzt,  daß  ea  aich  nicht  um  teleskopische  Systeme  selbst 
handelt;  dagegon  ist  diese  Üherlegune'  auf  Teile  solcher,  wie  etw»  das  ObjektiT' 
System  eines  Fernrohrs,  sehr  wohl  anweudbar. 
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a)  »=0,  d.  h.  der  betrachtete  Objektpunkt  fällt  mit  geinem  Bilde 
im  Flächenscheitel  zusammen. 

b)  s^r,  d.  h.  der  Objektpnnkt  fällt  mit  seinem  Bilde  im  Flächen- 
mittelpunkte  zusammen. 

c)  n's'^ns.     Diese  Beziehung  ist  gleichbedeutend  mit 


d.  b.  Objektpunkt  und  Bild  fallen  mit  je  einem   der   aplana- 
(ischen  Punkte  der  Fläche  zusammen. 

In  allen   anderen  Fällen    hat  der  Koeffizient   der  sphärischen 
Aberration 


\r      s)   WS       im) 


einen  endliehen,  von  Null  verschiedenen  Wert,  dessen  Vorzeichen 
durch  das  des  letzten  Faktors  bestimmt  wird.  Wie  aus  der  Um- 
tormiing 

1         1  _n'  — n  {\      n'  +  nl\ 

n'«'      ns         n'*     \r  n       «/ 

ersichtlich  ist,  hängt  dies  Vorzeichen  im  allgemeinen  mit  von  dem 

j-Werte  ab,    nur  ftir  s^oo  wird  es    durch    das  der  Größe  — i 

bestimmt. 

Ist  hier- !!>0,   handelt   es   sich    also    um    eine   sammelnd 

wirkende  Fläche,  so  ist  .1>0  also  n'^0,  d.  h,  es  ist  Unter- 
korrektion    vorhanden,   während   bei   einer   zerstreuend  wirkenden 

Fläche  mit <^  0  umgekehrt  für  ein  fernes  Objekt  stets  Über- 
korrektion auftritt. 

Die  sphSrische  Aberration  einer  einfachen,  dQnnei  Linse. 
Der  sich  nun  zunächst  darbietende  Fall  ist  der  zweier  unmittelbar 
aufeinander  folgender  Flächen,  bei  denen  erstes  und  letztes  Medium 
gleich  sind.  Wir  nehmen  es  als  Luft  an  und  setzen  entsprechend 
'•i=it,'  =  l  und  n/^nj^M. 

Wir  erbalten  dann  wiederum  den  Ausdruck: 
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Da  der  Fall  weiter  kein  Interesse  bietet,  daß  der  Zerstreaun^- 
kreis  der  sphärischen  Aberration  dadurch  verschwindet,  daß  der 
Objektpunkt  und  mit  ihm  der  Bildpunkt  in  den  Scheitel  der  Linse 
rückt,  so  wenden  wir  uns  allein  zu  der  Betrachtung  des  Koeffizienten 

,     /i      iVM       i\,/'i      i\*/i        i\ 


wobei  wir  bemerken,  daß  im  Falle  einer  unendlich  dünnen  Linse 
ohne  weiteres  A^  =  A^  zu  setzen  ist. 

Die  in  dem  Ausdrucke  für  A  enthaltenen,  überzähligen  Variabein 
werden  durch  die  sich  sofort  ergebenden  Beziehungen: 

1     1  _  ^    1     ^  —  i  _i_  ^     J.     _L  _L  ^A 1 

eliminiert  und  zu  gleicher  Zeit  die  neuen  Bezeichnungen 
1  1  1 

yr''  ^^'^  7='' 

eingeführt.  Es  sei  dabei  bemerkt,  daß  infolge  der  ersten  dieser 
Substitutionen  die  Krümmung  g  der  Vorderfläche  beliebig  gewählt 
werden  kann,  ohne  daß  sich  die  Stärke  <p  der  Linse  ändert,  da  ja 
die  Krümmung  der  Hinterfläche  dementsprechend  modifiziert  wird. 
Eine  solche  Veränderung  der  Krümmungen  beider  Flächen  bezeichnet 
man  als  Durchbiegen  einer  Linse  von  der  Stärke  9?. 
Der  Koeffizient  A  erhält  also  folgende  Form: 
.       (     n     Y    ,  ,    3«+l       ,   ,    3n  +  2    ,         2»+l       , 


Fassen  wir  diesen  Ausdruck  zunächst  als  Funktion  der  Haupt- 
variabeln  q  auf,  so  läßt  er  sich  auf  die  Form  bringen: 

Für  das  Minhnum  dieser  Funktion  inbezug  auf  g  besteht 

also 

_•      A,  (2«+l)«  ,    Sl'n+D^ 

^^■2X~2"(»"-"lünT2/  +  ~ir+T  " 
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und  dazn  gehört 

i-^.^-A,-^°^  („ -°ir  (n + 2)  '^'  -  ^-2 "'' '° + '^)- 

Mit    Hilfe    des   so    ermittelten   Minimalwertes    des  Äberrations- 
koeffizienteu  Iftßt  sieh  die  Darstellung  geben: 

«nd  dabei  hängt  der  Minimalwert  —s  sowohl,  wie  —  allein  von  — 
V  9  9 

ab.  Femer  ist  aus  der  Torm  ersichtlich,  daß  man  nur  für  negative 
A  eine  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  wird  erzielen  können, 
dann  aber  stets  für  zwei  verschiedene  Werte  P, ,  P,  der  Durchbiegung. 
I.ä8t  man  durch  A  =  —  a  den  negativen  Wert  von  A  in  Er- 
scheinung treten,  so  entsprechen  den  beiden  durch  die  Auflösung 
der  A  enthaltenden,  quadratischen  Gleichung  gefundenen  Werten 
von  ^  nämlich 


4  +  l/!L+l(4. 

2  —  r       n     Xar 


4(»-l)V 
natürlich  auch  zwei  Werte  von  — : 


-    n-f-2    f        n     \(p' 


<f       2(»-l)=^    «-f-2    \       n     V9.-^4(« 
Aus  diesen  Formen  geht  aber  her\'or,  daß 
,  _     ,  _  1 

Oj  4-  "//  =  —  ?> ;         Qi-TQii  —  -^  ^  9 ' 

nun  aber  gleichzeitig  allgemein 

-  -  1 


d.h.  der  zweite  Fall,  für  den  A  einen  vorgeschriebenen  Wert  —  a 
erhält,  reduziert  sich  auf  den  ersten,  wenn  man  die  Linse  umkehrt 
nnd  gleichzeitig  Objekt  und  Bild  vertauscht.  Schließt  man  dies 
als  selbstverständlich  aus,  so  kann  man  sagen,  bei  jeder  dünnen 
Linse  gibt  es  einen  und  nur  einen  Objektabstand  o  und  eine  dazu- 

15* 
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gehörige  Durchbiegung  ß,  für  die  A  einen  vorgeschriebenen  Wen 
—  a  annimmt.  Damit  es  sich  um  reelle  Werte  von  a  handele,  kann 
a  Jeden  beliebigen  positiven  Wert,  dagegen  von  negativen  nur  solche 

erhalten,  daß— a<— , — 5— -rs  ist.     Anders  ausgedrückt  heißt   das: 
—  4(n— 1)' 
Bei  passender  Wahl  von  a  und  g  kann  man  dem  Minimalwerte  A 

e\       .  .^   >  Werte  erteilen, 
(positive  ) 

/positivem  \ 
l  negativem  ) 
Zeichen  ist.     Dagegen  gilt  als  Grenze  nach   der  andern  Seite   der 

Wert -77 — ^--~^,  der  für  o  =  — ^   und  ö^-tt — -—r  erreicht    wird. 

4(b  —  1)*  2  ^       2(n—  1) 

Größere  Anschaulichkeit  wird   noch    erreicht,    wenn   man   den 

Wert  — j  des  Koeffizienten  der  sphärischen  Aberration  als  Funktion 

f  a  Q  A 

der  beiden  Variabeln  —  und  —  darstellt.     — ,  dient  dann  als  Para- 

<p  «p  tp 

meter  für  die  Gleichung: 

•"(-^)+-"©(i)+"..(f)+-..©+^-(^) 

wo   die  a,!,  unmittelbar  aus  dem  oben  angegebenen  Ausdruck  für 
A  entnommen  werden  können. 

Man  kann  unter  Benutzung  der  Methoden  der  analytischen 
Geometrie  leicht  zeigen,  daß  für  einen  beliebigen  4-Wert  die 
durch  die  Gleichung  dargestellte  Kurve  stets  eine  Hyperbel  mit 
geineinsamcni  Asymptotenpaar  ist,  die  in  dem  speziellen  Falle  von 


nämlich,  degenedert. 

Die    parallele    Verseil iebung    des    Koordinatensystei 
geben  dui^ch 


und  der  Drehungswinkel  a  definiert  durch 

.„,„=i("+i) 
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■wRhrend  die  ganze  Gleichung  bezogen  auf  zwei  aneinander  senk- 
rechte Durchmesser  die  Form  annimmt: 


-V  =  ^- 


4(«-l)" 


-  2"  +  2  +  V4(n+l)^  +  «* 


Faßt  man  — ^  als   dritte   räumliche   Koordinate    auf,    bo    stellt 
V 
die  Gleichung  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar. 

Der  oben  unter  Ä  angegebene,  allgemeine  Ausdruck  für  den 
Koetfizienten  der  sphärischen  Aberration  einer  Linse  läßt  sich  ohne 
weiteres  auch  anders  zusammenfassen,  nämlich: 

4  =  Mo +  81,0  + 9t,  ö*, 

6s  ergibt  sich  daraus,  daß  eine  Linse,  die  für  einen  bestimmten 
Objektabstand  sphärisch  korrigien  ist,  dies  im  allgemeinen  auch  noch 
fDr  einen  zweiten  o-Wert  ist.  Es  läßt  sieh  leicht  einsehen,  daß  sich 
diese  Anzahl  auch  bei  einem  System  aus  beliebig  vielen  dQnnen 
Linsen  nicht  steigert. 

Lassen  wir  nämlich  die  Ordnungszahl  der  Linse  erkennbar 
"^erden,  so  ergibt  sich  für  den  Koeffizienten  der  Gesamtaberration 
"es  Systems  von  k  dünnen ,   eng  aneinander  befindlichen  Linsen 

Da  bei   dünnen  Linsen  stets 

gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  scliIießUcti: 

j  _  I  ici  _  2  («o,  +  sii.'sVi  +  «»['s  vij) 

+  o,  2  (sii,  +  2  älj.'s  yi)  +  o,'  2  Sil. . 

und  daniuB  ist  ersiehtiicli ,  daß  im  allgemeinen,  d.  h.  wenn  nicht 
jeder  Koeffizient  für  sich  verschwindet,  auch  bei  einem  aus  beliebig 
Tielen  dünnen    Linsen    zusammengesetzten   System   die   sphärische 
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Aberration  nur  für  zwei,  oder  für  einen,  oder  schließlich  für  gar 
keinen  reellen  ObjektabstaDd  gehoben  sein  kann. 

Es  wird  sich  empfehlen,  hier  noch  auf  einige  ganz  spezielJe 
Fälle  einzugehen,  in  denen  die  sphärische  Aberration  bei  zwei  und 
mehreren  Linien  gehoben  werden  kann. 

Sphftrisch  korrigierte  Systeme  ans  eiaer  positiven  and  einer 
negativen  Linse.  Im  Falle  zweier  dünner,  benachbarter  Linsen 
hat  der  Koeffizient  der  sphärischen  Aberration,  wenn  wir  die  eben 
behandelten  Minimalwerte  Ä  durch  A  bezeichnen,  die  folgende  Fonn: 

J.  =  ^(1)  -i-  4(»'  =  AI»  -I-  -"-'-^tl  ^^  p^*  ^  A«l  +  -  *  — -  ?.,Pj» 

und  es  sind  die  Gröüen  A"'  und  A**'  aus  der  oben  angegebenen 
Formel  leicht  zu  berechnen,  indem  a^^a^~\-  ip^  gesetzt  wird. 

Der  einfachste  Fall,  in  dem  A  zum  Verschwinden  gebracht  wird, 
ist  der,  wo  93,  and  q>^  entgegengesetztes  Zeichen  haben.  Es  seien  die 
Brennweiten  ihrem  absoluten  Betrage  nach  beliebig,  aber  9p,  positiv 
und  q?,  negativ,  alsdann  ist  der  Wert  von  A'^'  +  A'*'  bestimmend 
für  das  Maß  der  zulässigen  Durchbiegung  einer  der  beiden  Linsen. 

Ist  nämlich  A'*'  -\-  A<*'  =  dem  wesentlich  positiven  Werte  a*  -^ 1  ^j  , 

so  muß,  damit  für  reelle  Pj  A  verschwinden  könne,  |  Pg  |  ^ '  a  i  sein ;  ist 

aber  A"'-t- A'^'=  dem  wesentlich  negativen  Werte  —ß*^— — [fi,, 

so  muß,  damit  für  reelle  P,  jd  verschwinden  könne,  |P2l>|/'!  ^i^- 
Sind    diese    Grenzbedingnngen    erfüllt,    so    gehören    zu   jedem 

beliebigen  Werte  \    *  i  zwei  reelle  Werte  t    '* '  ^'  >. 

Wir  sind  also  imstande,  bei  völliger  Freiheit  betreffs  der 
Brennweiten  der  beiden  Linsen  noch  die  Erfüllung  einer  weiteren 
Bedingung  für  die  Krümmungsradien  zu  fordern.  Als  solche  bietet 
sich  hier  zwanglos  die  allgemein  als  HEBecHELsche  Bedingung*) 
bezeichnete  Forderung  dar,  der  Wert  von  A  solle  nicht  nur  für 
den  Absland  a  selbst,  sondern  auch  für  den  benachbarten  Objekt- 
abstand verschwinden.     Mithin 


*)  Weiteres  über  diese  Bedingung  s 
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l'nier  Zuhilfenahme  der  Gleichnng  o»  =  »i  -|-  <Px  ergibt   sich  sofort 

~da,  "•"  da,  ~    ' 
und  das  führt,  wenn  Oj  =  Oj  -|-  <p^  benutzt  wird,  zu  der  Beziehung 

3b,  +  1      ,      3»,4-l      ,      „  3n,+  2 

—  „ rri^'Pi       v^r''»  ~^      „ ^i'^s- 

Wir  erhalten  mithin  einen  linearen  ZuBaminenhang  zwischen 
e,  nndßg,  der  mit  der  quadratischen  Gleichung  J,"' -j- 4'*' =  0  ver- 
bunden auf  eine  Doppellösung  führt. 

Stellt  man  nun  noch  die  weitere  Bedingung,  daß  der  Wert 
von  A  völlig  unabhängig  von  der  Objektentfemung  werde,  so  muß. 
analog  dem  früheren  sein 

Nach  Ausführung  der  Differenziation  ergibt  sich 
3n,  +  2        ,    3Wi  +  2 

„      <Px-\-     „      y.  =  o. 

Die  Erfüllung  dieser  Bedingung  gemeinsam  mit  den  beiden 
^rstanfgeführten  bringt  uns  also  auf  ein  aus  einer  Sammcl-  und 
einer  Zerstreuungslinse  gebildetes  System,  das  für  beliebige  Objekt- 
abstände spliariach  korrigiert  ist.  Bei  den  Werten  von  «  indessen, 
die  in  den  Brechungsexponenten  der  vorhandenen  Gläser  verfügbar 
sind,  wünlc  es  ganz  außerordentlich  starke  Krümmungen  erhalten 
müssen. 

Sphärisch  korrigierte  Sy steine  ans  Linsen  von  gleichem  Zeichen 
der  Brenuweit«.  Es  hat  ein  gewisses  Interesse,  zu  untei-suchcn,  ob 
denn  der  Bedingung  A=0  nicht  auch  durch  eine  Kombination 
dünner  Linsen  genügt  werden  könne,  deren  Brennweiten  alle  gleiches 
Vorzeichen  haben.    In  diesem  Falle  ist  offenbar  der  kleinste  Wert, 

der  erreicht  werden  kann,  der,  daß  2'^'''  ^ii^  Miniraum  wird. 
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Bei  der  sich  zunächst  darbietenden  Kombination  nur  zweier 
Linsen  soll  die  Venninderung  D  des  Miniraalwerts  der  spliärischen 
Aberration  bestimmt  werden,  die  dadurch  lierbeigetiihrt  wird,  daß 
an  Stelle  der  Linse  (p  zwei  Linsen  y,  und  <p^  gleichen  Zeichens  und 
Materials  gesetzt  werden,  die  zusammen  die  gleiche  Stärke  wie  97 
haben:  'P  =  <Pi_-^<Pt-     Dann  ist  offenbar 

+ -^2  «fi  (" + Ti)  +  ^^^  (" + fi)  ?>■  (" + Vi + f ,) 

=  4(,,-lJ<(.+  2)'''°.''- 

Würden  wir  (p^  und  tp^  vei-schicdene  Zeichen  erteilen,  so  ließe 
sieh  D  beliebig  groß  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  wie  ff 
machen,  doch  dieser  Fall  ist  in  der  Überschrill  bereits  ausgeschlossen. 
Der  Wert  von  D  hat  nun,   wie  leicht  zu  sehen  ist,   sein  Maximum 

gleichzeitig  mit  dem  Minimum  für  A'"  +  A'*l,  wenn  ?'i  =  ?'s^  „ 

ist.     Dieses  Minimum 

laßt,  mit  A  verglichen, 

i{n-lf(n-\-2y         n  +  2    ^  '    ^^' 

erkennen,  daß  der  positive  Teil  erheblich  verringert,  der  negative 
sogar  noch  vermehrt  wurde.  Hierauf  läßt  sieh  der  Schluß  begründen, 
man  würde  durch  fortgesetzte  Vermehrung  der  Zahl  und  proportionale 
VeiTingerung  der  Stärke  der  einzelnen  Linsen  auch  für  o  =  0,  wo 
sonst  stets  ein  Aberrationskoeffizient  vom  Zeichen  von  (p  vorhanden 
ist,  sphärische  Korrektion  herbeiführen  können.  Die^  Richtigkeil 
dieses  Schlusses  ergibt  sich  am  einfachsten  aus  der  folgenden 
Zusammenstellung: 
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k 
Jifinimalaberration  S-Ä-'"'  für 

eüi«  lÄnse  cirei  Linsen  drei  Linsen  vie 


,     (4w— l)w        y*ti(12n-^4n*--5)  v»ni:76n-32n^-35)   y'n(44»-2Qw'-21l 
^  <(«-l)«(»-F2/'4  4{n-l)"*{n+2)'27  4(n-l")'(n  +  2)'l64(»-l)Vfl+2) 


oder  omgeforrot 


2,1 43  y' 
1=1,75 
l,245r> 


(2ti-5)(3-6»)J     (4n--7){5-fit0'4    (6«-9)f7-10n)^ 
2*(4fl-I)"      S'        8*(4«-l)"     3'        4'(4n-l)        3 


0,429  v'; 

0,194?^»; 


ueg&tiv.  7>* 
negativ.  <p' 


D.  Das  primäre  Zonenfclled  der  sphArlschen  Aberration. 

Berückaichligen  wir  vom  der  oben  angesetzten  Reihenentwicklung 

auch  noch  das  dritte  Glied,  das  die  unabhängige  Variable  u  in 
der  vierten  Potenz  enthält,  so  haben  unsere  Keihen,  wenn  wir  hier 
den  Flachenindex  unterdrücken,  die  Form 


Der  aUgemeine  Charakter  der  Abweichongen.  Die  Größen  a 
und  b  sind  Längen,  und  ihre  Vorzeichen  und  Beträge  sind  aus- 
schlaggebend für  den  Charakter  der  Längsaberration.  Soll  für 
einen  bestimmten  öttnungswinkel  u^u  sphärische  Korrektion  be- 
steben, so  muß  offenbar  gelten: 

fl*(a  +  bfl^  =  0; 

ü  und  6  müssen  also  verschiedenes  Zeichen  haben  oder  einzeln  ver- 
schwinden, wenn  für  einen  von  Null  verschiedenen  öffnungswinkel 
dieselbe  Scbnittweite  s  =  »ü  erreicht  werden  soll,  wie  sie  für  den 
Achsenstrahl  gilt.  Ist  das  der  Fall,  so  bezeichnet  man  das  System 
als  sphärisch  korriffiert  für  diesen  Öffnungswinkel  u=^U.  Man  sieht 
auB  der  Form  von  8  unmittelbar,  daß  nur  dann  auch  für  alle 
Winkel  u<^a  sphärische  Korrektion  besteht ,  wenn  o  =  0 ^ b  gilt, 
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d.  h.  wenn  beide  Koeffizienten  einzeln  verschwinden.  Solche  Systeme 
würde  man  als  frei  von  sphärischer  ÄberraUrm  für  eine  besHmmte 
Öffnung  u  =  ü  bezeichnen.  Sind  aber  a  und  6  von  Nnll  verschie- 
den, so  liefert  uns  —  wenn  «*  für  den  Augenblick  mit  v  be- 
zeichnet wird  — 


-r-  =  o-h2&M'  und 


d^M 


Aufschluß  über  das  Verhalten  der  Funktion  s.    Offenbar  entspricht 
dem  Werte  m*^  — — ^  ein   Extremwert  der  Punktion   8,    und    das 


Die  beiden  Tjpep  dsr  hfl  ipbüjlacl 
(G«w3hii]  Icher  Zoa«nrbHnkti:r.) 


ist,   wie  man  aus  dem  zweiten  Ditlerentialquotienten  erkennt,  ein 
Minimum_für  6  ]>  0  und  ein  Maximum  für  b  <  0,    Der  Wert  s  ist 
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*«  = 


46' 


nnd  diese  Form  bestätigt  das  eben  ausgesprochene  Resultat. 

Wir  können  also  ganz  allgemein  über  den  Charakter  der 
sphärischen  Aberration,  soweit  er  durch  eine  Reihenentwicklung 
der  vorliegenden  Form  mit  nicht  verschwindenden  Werten  a,  b 
dargestellt  wird,  die  folgende  Aussage  machen:  Eine  Korrektion 
der  sphärischen  Abweichung  ist  nur  möglich,  wenn  die  beiden 
Aberrationskoeffizienten  endlich  sind  nnd  verschiedenes  Vorzeichen 

haben,  Ist  das  der  Fall,  so  gibt  «=  V  ~öt  **'*  Stelle  an,  wo 
die  grßßte  Abweichung  von  dem  s-Werte  besteht,  während  sich  der 
Betrag  dieser  Abweichung   hei  kleinen  Variationen   des  Öffnungs- 

wiakels  gar  nicht  ändert.  Für  fl  ^=  1/  —  -j.  -  =  V2  ■  ü  ist  dann  der 
Anlangswert  a  wieder  erreicht,  also  die  sphärische  Aberration  aof- 
^hohen.  Die  beiden  möglichen  Typen  des  Verlaufs  der  Funktion 
»  — «  seien  hier  nebenbei  angegeben,  und  zwar  sind  als  Abszissen 
die  Werte  von  s  —  s  und  als  Ordinaten  die  »-Werte  aufgetragen 
worden. 

Dem  Gebrauche  der  Optiker  folgend  wollen  wir  bei  sphärisch 
korrigierten   Systemen  die  endliche  Abweichung  von  dem  s=^»ü- 

Werte,  deren  Maximalwert  durch  -r-  gekennzeichnet  ist,  als  primäre 

ib 
Zonen  einführen,   wobei  negative  und  positive  primäre  Zonen  unter- 
schieden   werden    können.      Nach    dem   Vorhergehenden   sind   wir 
berechtigt,    von    dem  Znsatzgliedc   bw*  als   dem    ersten  Zonenglied« 
zu  sprechen. 

Die  Entwicklung  des  Koeffizienten  I'  nach  der  ABUEschen 
Uwiantenmethode.  Gehen  wir  nun  zum  Zwecke  der  analytischen 
Entwicklung  des  Zonenglieds  auf  die  früher  aufgestellte  Invariante 
der  Brechung  an  einer  Fläche 

pr  p'r 

zurflck,  so  müssen  wir  jetzt  schreiben: 

Q.  =  Q,-\-9t,<p''  +  ««,?'*  =  Q.'-l-  31.9'*+  9^'?'*' 
™d  es  ist  daraus  js,  =  $8,  zu  folgern. 
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Ganz  der  früheren  Eerleitung  entsprechend  schreiben   wir 

'       p  \r       sJ       p    \r       a) 
und  haben  dann  die  einzelnen  Faktoren  für  sich  bis  zu  den  vierten 
Potenzen  von  95  zu  entwickeln. 

Aus   der  auf  S.  130  aufgestellten  Gleichung  ergibt  sich   unter 
Beschränkung  auf  die  Glieder  mit  tp*-. 

da  es  sich  um  den  Koeffizienten  von  y*  handelt,  so  brauchen  wir 
in  der  Entwicklung  von  —  offenbar  unbeschadet  der  Streng-e  nur 
bis  zu  den  Gliedern  mit  qj*  zu  gehen,    und   schreiben  in   diesem 

1        1       ar'     , 
Koeffizienten  ohne  weiteres  - -  = t  <P    nach  S,  218, 

S  SS* 


nnd 

lolgt 


Binu 

P 

sin  9) 

._»+.. 

+  6«* 

i-^'(Ä 

^■-S+4)} 

'P(^r 

-;r.«.)+^- 

^}^'. 

m^^. 

-^.«.)+^ 

'"^y 

OrV    ,    I 


Q.-p[9.+  " 

Nach    Ausführung    der   Multiplikation   und    Vornahme    einiger 

Keduktioneii  ergibt  sich: 

24   \      HS*  s*  s'  s'  ns         n*s*  I' 
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Die  ersten  beiden  Glieder  sind  uns  schon  aus  der  früheren 
Entwicklung  bekannt,  dagegen  erhalten  wir  ans 

qt,  =  gt, 

nnter  Anwendung  der  gewohnten  Schreibweise: 

Hieraus  würde  sich  leicht  eine  Rekureionsformel  für  6^'  ent- 
wickeln lassen,  die  dann  Glieder  mit  a",  q',  a*,  a  enthalten  müßte. 
Vm  die  Rechnung   zu   erleichtern,    empfiehlt  sich   die  Einführong 

der  neuen  Variabeln  a>  =  — ,   mit  deren  Hilfe  sich  die  Ausdrücke 
s 

bilden  lassen: 


2.'a'-9n.a,._y(^-„j,(„-.)'(.-^,). 

Setzen  wir  nunmehr  diese  Werte  in   die  für  A  —r  bestehende 

Orieichang   ein   und  multiplizieren  beide  Seiten  mit  «*,   so  erhalten 
«ir  schlicülich  die  vereinfachte  Beziehung 

24  (n'b'  -  Bbü.»)  =  72  -J  a«  oj'  ^^  +  72  7^~-%  «» V,  («>} 
«■"bei  /j(aj)  und  /^((o)  folgendermaßen  definiert  sind: 


Durch   dieee  Beziehungen   ist  man  in   den   Stand  gesetzt,   für 
eine  jede  Fläche   die   zu   gegebenen  s',  s,  o,  b-Werten    gehörenden 
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a'  und  B'-Werte  zu  finden,  die  dann  für  die  nächste  Fläche  wieder 
als  Anfangswerte  zu  dienen  haben. 

Zu  den  Koeffizienten  /"»((u)  und  (^(a})  mag  bemerkt  werden, 
dafl  sie  für  n  und  n'  symmetrisch  sind,  mithin  bei  der  Vertauschung 
dieser  Werte   ihren  Betrag  nicht  Ändern.     /"g(co)  hat  ferner  in  dem 

für  --,  in  Betracht  kommenden  Bereiche  von  1  bis  1,65  drei  reelle 

Wurzeln,  für  die  die  nachstehende  Tabelle  angegeben  sei. 

Tabelle  für  die  "Wurzeln  von  /"g  (a>). 


o,497S'2 

0,971 68  J 

«,035350 

0,491059 

0,95 12  >o 

1,074398 

0,486835 

0,943120 

1,095046 

0,482100 

0,936*' i 

I,Il6j02 

0,471733 

0,915071 

1,160338 

0,46067  J 

0,9 '6593 

1,206067 

0,449402 

0,910138 

1,152860 

0,444944 

0,908051 

1,271887 

1,64 

Aus  der  Form  des  Ausdrucks  für  b'  geht  hervor,  daß  in  dem 
Spezialfälle  eines  aberrationsfreien  Objektpunkts  und  einer  einzigen 
abbildenden  Fläche  das  Zonenglied  für  dieselben  drei  Entfernungen 
verschwindet,  für  die  auch  das  erste  Glied  der  sphärischen  Aber- 
ration zu  Null  wurde.  Es  sind  dies  für  co  =  1  der  Flächen  seh  eitel 
und  der  Flächenmittelpunkt  sowie  fUr  to^n/n'  die  aplanatischen 
Punkte  der  Fläche.  Von  diesen  Punkten  abgesehen  verschwuidet 
in  unserem  Spezialfälle  das  Zonenglied  allein  noch  für  die  drei 
reellen  Werte  to,  die  durch  die  Gleichung  /■,(«)}  =  0  definiert  sind. 
Für  die  den  obigen  («-Werten  entsprechenden  Objektentfemungen  be- 
steht dann  nur  sphärische  Aberration  von  der  ersten  Ordnung, 
solange  man  die  Glieder  von  fünfter  und  höherer  Ordnung  ver- 
nachlässigen kann. 

Die  Bedeutung  des  Paars  aplanatischcr  Punkte  und  des  Kugel- 
mittelpunkts  tritt  also,  wie  es  auch  sein  mufl,  bei  dem  Zonengliede 
zutage. 

Wir  können  von  diesen  beiden  Punkten  eine  AnwenduiiK 
machen ,  um  eine  aplanatische  Sammellinse  endlicher  Dicke  zn 
konstruieren,  die  durch  Büschel  beliebiger  Öffnung  von  einem  Ob- 
jektpunkte ein  virtuelles,  aberrat ionsfreies  Bild  entwirft.  Linsen 
diesiT  Art  werden  bei  starken  Mikroskopobjektiven  verwandt. 

Mit  dem  Objektabstande  Sj  =  r^  wird  um  den  Objektpunkt 
eine  Kugelfläche  beschrieben,  die  das  objektseitige  Büschel  in  Lult 
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abeixationsrrei  in  das  Medram  n  Überfülirt,  Nach  Anbrin^ng  der 
Dicke  d  ist  «»  =  •', — d,  und  wir  haben  nun  nur  die  auf  S.  226 
unter  c)  aufgeführte  Gleichung  zu  lösen,  die  in  unserem  Falle  wird 

und  darans  ergibt  Bich  dann 

Nach  S.  144  finden  wir  noch  ohne  weiteres 


3.  Die  allein  von  der  Hauptetrahlnei^img  abhängige 

Aberration  aoßeraxialer  Punkte. 

{Die  Verzeichnung). 

Beachten  wir,  nachdem  die  Abweichungen  axialer  Punkte,  bei 
denen  nor  die  Öffnung  u  der  abbildenden  Büschel  in  Betracht  kam, 
im  voraus  behandelt  sind,  nunmehr  ebenso  ausschließlich  die  Ab- 
weichongen,  die  die  Hauptstrahlen  betreffen.  Wir  beschränken  uns 
dann  darauf,  unendlich  wenig  geöffnete  Büscliel  durch  das  System 
zu  verfolgen  und  machen  zu  diesem  Zwecke  die  Festsetzung,  daß 
nur  die  Mitte  P  der  öffnungsebene  den  Durchtritt  von  Strahlen 
gestatte. 

A.  Die  Abhänjflskeit  der  Verzeichnung  von  der  sphärischen 
Aberration  der  Blendenmitte  und  von  der  Hauptstrahlnelgung. 

Um  den  allgemeinsten  Fall  zn  erhalten,  nehmen  wir  an,  daß 
das  System  aus  einer  Vorder-  und  einer  Hinterkombination  bestehe, 
die  zwischen  sich  die  in  unserem  Falle  ganz  eng  angenommene 
Blende  feinschließen.  Alsdann  gehören  zu  einem  beliebigen  Innen- 
winkel w  die  beiden  ihm  je  hinsichtlich  der  Teilkombinationen  and 
einander  hinsichtlich  des  ganzen  Systems  konjugieiteu  Neigungs- 
winkel w  und  w'.  Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  zu  einem, 
im  voraus  gegebenen  auQeraxialen  Ohjektpunktc  die  Neigung  to 
des  zugehörigen  Hauptstrahls  zu  finden,  der  nach  der  Brechung 
durch  die  vorgeschriebene  BIcndenmitte  geht,  nehmen  wir  in  der 
Objektebene  den  Pnnkt  0„  mit  der  Aehsonentfernung  l  da  an,  wo 
der  unter  w  geneigte  Hauptstrahl  die  Objektebene  durchstöflt,  dann 
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wird  der  konjugierte,  zu  V  gehörige  Büdpunkt  (X  auch  bei  einem 
endliclieii  Neigungswinkel  w  durch  den  Durchstoßungspunkt  deä 
Hanptstrahls  in  der  GiüBBschen  BÜdebene  definiert. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  keine  Abweichung  von  dem  durch 
die  GAOSSsche  Abbildung  gegebenen  Maßstabe  y  =  l'jl,  oder  wie  wü- 
auch  sagen  können,  keine  Verzeichnung,  Verzerrung,  Dütortion  auf- 
trete, ist  nun  offenbar 


Znr  AbUbigigkeit  d«T  Veneichnun^ 


der  BleDdemnltlc  nnd  fon 


Drücken  wir  nun  die  Werte  T  und  l  durch  die  Achsenabet&nde 
und  Neigungswinkel  aus,  so  erhalten  wir: 

l>  ^ (/ p^ tg^^ ^?_^_ tg*^ _ P'S'  +  S'(y  tgvf  _ -ag'  +  a' tgV 
i~  OP  tg«t^  PO  tsw~"PS-\-SO  tgw~  —X  +  s  tgw' 
und  wir  sehen,  daß  die  Verzeichnung  im  allgemeinen  von  zwei 
Faktoren  abhängt,  einmal  vom  Tangentenverhältnis  tgw'itgip  und 
dann  von  den  AheiTationen  dx'  =  x'  —  x'  und  6x  =  X  —  x,  die 
in  die  Bilder  P,  P'  der  Blendenmitte  I  durch  die  Teükombinationeii 
eingeführt  werden. 

Wird  der  Objekt-  oder  der  Bildabstand  unendlich',  so  muß  an 

Stelle  der  wu'klichen  die  angulare  Objekt-  oder  Bildgröße =  — - 

oder  7  —;=-; ;  treten,  und  dann  spielt  die  endliche  Blenden- 
aberration 9x'  oder  dx  auf  dei-  Objekt-  oder  Bildseite  keine  Rolle  mehr 
Im  Falle  eines  astronomischen  Fernrohrs,  wo  Objekt-  und 
Bildabstand  beide  gleichzeitig  unendlich  werden,  erhalten  wir  mit- 
hin die  als  die  AiKTsche  Tange ntenbedingung  bekannte  BeziehiiBg: 
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t  l    tgfc' 

s'  —x''  S  —  X       tg  w 

Die  Variabilität  des  Tangentenvcrliältnisses  mit  w  entscheidet 
in  di(!seiu  Falle  allein  über  Grad  und  Art  der  Verzeichnung,  und 
ilie  Bedingung  der  Aufhebung  der  Verzeiclmung  fällt  hier  mit  der 
Forderung  der  Konstanz  dieses  Verhältnisses  oder  der  Erfüllung 
der  AiETSchea  Tangentenbedingung  zusammen. 

Dies  gilt  auch  dann,  wenn  etwa  durch  Fortfall  der  hinteren 
Teilkombination  identisch  ac'  =  x'wird,  und  gleichzeitig  das  Objekt 
in  das  tTnendliche  rückt;  denn  dann  ist  offenbar  auf  der  rechten 
Seite  von  ,  , 

s  —  x      ^  tg  w 

- —  allein  das  Bestimmende.     Dieser  Fall  ist  bei  photographischen 

Objektiven  mit  Hinterblende  verwirklicht.  Eine  analoge  Lage  ist 
gegeben,  wenn  dx  identisch  verschwindet  und  das  Bild  in  das  Un- 
endliche rückt,  eine  Möglichkeit,  die  sich  in  der  Praxis  bei  einem 
Okular  finden  kann,  das  für  ein  auf  Unendlich  akkommodiertes  Auge 
eingestellt  ist. 

Tritt  keiner  dieser  SonderlftUe  ein,  so  muß,  wenn  die  Ver- 
zeichnung durch  das  Tangentenverhältnis  altein  bestimmt  werden 
soll,  die  sphärische  Korrektion  der'  Blendenmitte  für  die  Teil- 
koinbination  gefordert  werden,  eine  Forderung,  die  als  die  Bow- 
SuTTONsche  Bedingung  bezeichnet  wird. 

Die  für  alle  Objektabstftnde  gültige  Korrektion  der  Verzeich- 
nung läßt  sich  durch  die  gleichzeitige  Erfüllung  der  AiBTsehen 
und  der  Bow-SoTTOHschen  Bedingung  in  der  Tat  erreichen. 

Es  seien  hier  zwei  Systeme  als  Beispiele  angeführt;  Zunächst 
nennen  wir  die  völlig  konzentrischen  Systeme  wie  die  SuTTOUsche 
pofioraiHic  Uns  und  die  Kugellupen  von  H.  Schboedeh  und  A.  Steik- 
HEiL.  Sodann  aber  gehört  hierher  ein  im  allgemeinen  Falle  hemi- 
symmetriscbes  System,  bei  dem  die  Blendenmittc  durch  die  min- 
destens aus  je  einer  aplanatischen  Sammellinse  der  S.  238  beschrie- 
benen Art  bestehenden  Systemteile  aplanatisch  nach  der  Objekt- 
und  nach  der  Bildseite  abgebildet  wird. 

B.  Der  Ausdruck  fGr  dl«  Zerstreuungsllnle  der  VerzetchaunK 
bei  kleinen  Hauptstrahlnelgungen. 

Wenden   wir   nns    nun   zur   Behandlung   der  Verzeichnung  in 
erster  Annäherung,    so    ist   es  einleuchtend,    daß   wir   jetzt   bis    zu 
Optik.  16 
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der  dritten  Potenz  der  Koordinate  l  gehen  können,  und  ä&&  ferner, 
da  jedes  Element  des  Hauptstrahlenbüscbels  in  einer  Meridianeljene 
verläuft,  einzig  und  allein  tangentiale  Abweichungen  vorkommen 
können. 

Wenn  wir  uns  daran  erinnern,  daB  infolge  der  Giossachen 
Abbildung  galt  l'H^m^ß^  so  erhalten  wir  jetzt,  da  vor  Eintritt  in  das 
System  keine  Verzeichnung  vorhanden  ist,  wegen  V  =  l'  -\-  dt 


';-ß+^' 


i 


ß+i 


mit  anderen  Worten  heißt  das:  Fassen  wir  den  Ort  des  Objekt- 
punkts auf  als  den  Durchstoßungspunkt  des  Hauptstrahls  in  der 
Giossschen  Bildebene,  so  ist  bei  einem  Hauptstrahlneigungswinkel 
te,  dessen  fünfte  und  höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden,  eine 
tangentiale  Abweichung  möglich,  die  sich  in  einer  Änderung  des 
Maßstabes  ß  kenntlich  macht. 


<■  Objekt,    b,  1 

Wird  der  Abbildungsmaßstab  größer  (istd/!>0),  so  zeigt  sieh 
die  Verzeichnung  bei  einem  quadratischen  Objekt  in  der  Mitte  des 
Gesichtsfeldes  durch  eine  gegen  die  fiütte  konvexe  B^rUmmung  der 
Seiten ,  nach  dem  englischen  Ausdrucke  cwhion  shaped  distortion : 
kissenfSrmige  Verzeichnung  genannt.  Wird  der  Abbildungsmaß- 
stab kleiner  (dß  <  0),  so  wenden  im  Bilde  des  Quadrats  die  Seiten 
ihre  Konkavität  gegen  die  Mitte,  ein  Zustand,  der  nach  dem  eng- 
lischen Fachausdrucke  barrel  shaped  dtstorHon  als  tonttmförmige  Ver- 
zeichnung beschrieben  wird. 

Gehen  wir  nun  dazu  über,  die  Verzeichnung  an  der  einzelnen 
Fläche  zu  behandeln,  so  durchstoße  der  unter  v>  geneigte  Haupt- 
strahl die  zugehörige  Kugelfläche  in  P  und  die  Objekteben*  in  Ö,. 
Es  gilt  dann 

HB -.00^^  HP -.OP 

^HS-\-SP:OS-\-SP 
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r  sin  ^ :  (  =  —  2  r  sin'  ^  +  ar :  —  s  +  aJ; 


oder  man  erhält  unter  Vernachlässigung  der  fünften  und  höheren  Po- 
tenzen, wenn  man  noch  schreibt: 


l^l^~l^  und  x  =  x-\ j-^, 

)  e  Ittr  X  und  ^  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  a  für  s  und  </>: 


Ans  dieser  Definitionsgleichung  für  die  Werte  l  and  (  flieSen 
die  Bestimmungen: 


Vr*      x'(x  —  s)      rxJ' 
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Ersetzen  wir  die  in  der  Klammer  stehenden  Ausdrücke  durch 
ihre  S.  318  nnd  S.  133  abgeleiteten  Werte,  so  erhalten  wir 

nls'  2     \q^~q,     nx^^'r     n)' 

Wir  lassen  nun  den  Flächenindex  heraustreten  und  beachten. 

daß  /  '  =  I 

ebenso  wie  , 

r,  f,  =  v, 

gilt,  Beräek sichtigen  wir  weiter,  daQ  nach  dem  Smith-Helmhoi.tz- 
schen  Satze  und  unter  Beachtung  des  auf  S.  144  abgeleiteten 
;• -Werts  geschrieben  werden  kann 


und  daß  femer  gilt 

so    erhalten  wir   nach    der  Bildung   des  Produkts    über   alle  Aus- 

n,'1,'s, 
drücke  — =—  t  ■ 


2     ,=\tj  \<i 


^--^-«..'-^] 


und  es  ergibt  sich  für  die  tangentiale  Abweichung 

'l.-V-'.' 

auf  der  Bildseite  die  Gleichung: 

Projizieren  wir  die  Abweicliung  i|,*  durch  tangentiale  Büscliel 
in  das  Objekt  zurück,  so  erhalten  wir  nach  dem  Smith-Helji- 
HOLTZsclien  Satze 

<>.;«.-«.  ",4". 
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Die  BedinguQg  dafttr,  daß  unabhängig;  von  y^,  ^'  verschwinde, 
i^der  daB  die  Verzeichnung*  anfgehoben  sei,  ist; 
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Nehmen  wir  noch  hinzu,  daß  die  Lateralvergrößerung   gegeben  ist 

durch 

si  bekommen  wir  als  Auadruelc  für  die  in  das  Objekt  zurüekpro- 
jizierte  Verzeichnung: 

it._i?'_  v,'^(y.y[  «:.   A^-i-o  "jM 
17  ""IT — Tj,wl«::^«;;.^+*-n.J' 

r  dafür,  daß  unabhängig  von  y^,  ^'  v 
eichnung  anfgehoben  sei,  ist; 

Diese  Form  läßt  sich  noch  derart  umgestalten,   daß  wir  Tinter 

«tt-m  Summenzeichen  nicht  J  — ,  sondern  A  —  erhalten.    Der  so  um- 

nx  ns 

Kf^änderte  Ausdruck  für  die  Verzeichnung  wird  sieh  dann  später 
als  Resultat  einer  ganz  anderen  Ableitung  wiederfinden. 

Wir  gehen  auf  die  S.  145  unter  (2)  entwickelte  Beziehung  für 
Q.(  —  Q„  zurück  und  führen  diesen  Wert  in  die  Summe  ein,  so 
daß  wir  erhalten: 

f =-!''- ^ —  i  bLlyLY\QiA^+Q,jQ,,-ü„)^A^. 

Der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  wird  nach  Heraushebung 
^"on  ~ ,  Einsetzung  von  d  —  =  —  J  —  —  Q^^  A  —^  und  nach  Ad- 
dition und  Subtraktion  von  —  qJ^.  /1  -  zu 

Q„  \r    \r,  '  n      ^"  '  nV      ^^"     ^"-'  r,  »  «J 

Krsetzen  wir  nun  den  ersten  Ausdruck  nach  S,  133  durch  den  ihm 
pieichen,  so  erhalten  wir  als  Formel  für  die  auf  das  Objekt  be- 
zogene Verzeichnung: 

'?"__Bi!_i i  h(yA'\<!kAl-9i^io  -0  i'i^il 
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Hier  führen  wir  nnn  noch  die  Identitäten  ein 


nnd  finden  als  endgültige  Form: 

Man  ersieht  daraus,  daß  die  tangentiale  Abweichong  in  der 
Tat  allein  von  der  objektaeitigen  Koordinate  l^  und,  wie  es  aneh 
sein  mnfi,  von  ihrer  3.  Potenz  abhängt. 


C.  Die  Verzeichnung  In  einfachen  SonderfSIlen. 

Bei   der  Behandlang   der  Verzeichnnog  in   einfachen  Sonder- 
tällen  gehen  wir  von  dem  Ansdmcke  aus: 


er  mit  der  zuletzt  angegebenen  Form  identisch  ist. 

Die  Veraeichniing  einer  Flüche.  In  diesem  Falle  nimmt  i 
uedruck  für  den  durch  die  Verzeichnung  herrorgerofenen  Bi 
!hler  die  Form  an 


Man  sieht  ohne  weiteres  ein,  daß  dieser  Ausdruck  nur  in  zwei 
Fallen  verschwinden  kann,  wenn  nämlich  einer  der  beiden  ihn  bil- 
denden Faktoren  verschwindet. 

a)  xQ^  =  0  oder  x  =  r,  d.  h.  der  Blendenort  fällt  mit  seinem 
Bilde  im  Flächenmittelpankte  zusammen,  dann  ist  die  Lage  de:- 
Objektpunkts  gleichgültig. 

b)  x»s7=  x*s  (q,  ^  ^ + (e,  -Q.)l^l)= 0- 

Soll  diese  Beziehung  bestehen,  so  kOnnen  s  und  x  nicht  un- 
abhängig voneinander  sein.  Der  Ausdruck  läßt  sich  auf  die  (ol- 
gende Form  bringen 

^— -  =  (»'  +  «)  f»  -  2  B  fe +  »  e* -«' oß , 
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und  man  erkennt  daraus  leicht,  daß  bei  gegebenem  Blendenab- 
«tände  a;  stets  ein  und  nur  ein  Wert  fOr  s  gefanden  werden  kann, 
der  attflerdem  stete  reell  ist,  nftmlich  ans 


=i[f'+J(f^ri-]. 


für  den  V  verechwindet, 

Ifit  dagegen  der  Objektabstand  s  gegeben,  so  erhalten  wir  ais 
Beziehong 


d.  h.  es  ist  ein  doppelter,   ein   oder  kein  Blenden  abstand  mOglich, 
für  den  V  verschwindet,  je  nachdem  eben 

Sollen  wir  also  einen  reellen  Blcndenabstand  haben,  so  muB  a 

dasselbe  Zeichen  haben  wie  q,  und  — ]>    ,  sein.    Liegt  der  Ob- 

Q       n  +n 

jektpnnkt  im  aplanatischen  Punkte,  d.  h.  ist 


so  ist  die  Verzeichnung  durch  V=0  nicht  zu  heben,  da  der  dann 

erforderliche  Wert  f  ^   ,  bei  der  angenommenen  Lage  des  Ob- 

jektpunktes  keinen  Sinn  hat. 

Tritt  keiner  der  hier  aufgezählten  Fftlle  ein,  so   besteht  Ver- 
zeichnung, deren  Ausdruck  wir  in  der  folgenden  Form  schreiben: 

"f [»•«"»^(»:s-i)(«'«'  +  »(f-i.)'-»'<'e). 

Das  Vorzeichen  dieses  Ausdrucks  hängt  dann  von  den  Werten  von 
0  und  f  ab.  Betrachten  wir  hier  ebenso  wie  bei  der  sphärischen 
Aberration  den  Sonderfall  eines  unendlich  euttemten  Objekts,  so 
werden  die  Verhältnisse  wesentlich  übersichtUclier,  und  es  ergibt 
sieh  die  Regel,  daß  bei  Annahme  einer  beweglichen  Blende  die 
Verzeichnung  in  der  Hauptbrennebene  ihr  Zeichen  ändert,  sobald 
die  Blende  durch  den  Fiachenmitteipunkt  tritt. 
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Die  Veraeichnmig  einer  einfachen,  dnnaen  Unae.  Stellen  wir 
für  diesen  Fall  den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Koeffizienten  V 
der  Verzeichnung  auf,  bo  können  wir  mit  Hilfe  der  einfaclien  Be- 
ziehungen auf  S.  152  rj,  cc,',  s,'  durch  r  =  r^,  s^,  x^  ausdrucken 
und  erhalten  dann 


°    {«-1)' 


''H 


Die  hier  gewählte  Form,  die  Verzeichnung  der  einfachen, 
dünnen  Linse  als  Funktion  des  ersten  Radius  auszudrücken,  hat 
insofern  praktisches  Interesse,  als  es  sich  bei  der  Konstruktion  von 
Linsensystemen  mit  Rücksicht  auf  die  Verzeichnung  in  der  Regel 
darum  handeln  wird,  die  Durchbiegung  so  zu  wählen,  daß  die  Ver- 
zeichnung einen  bestimmten,  vorgeschriebenen  Wert  annimmt. 

Die  oben  angegebene  Form  wird  nun  in  folgender  Weise  um- 
geändert: Bestimmen  wir  nämlich  für  Vniin=F  aus 
cV       „ 


__r,  _3fB  +  l)  n+l        ,_f2n+l) 

und  weiter 

Bo  wird  allgemein  für 

e-i+e 

Benutzen  wir  jetzt  die  Abkürzungen 
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so  besteht  für  Y  die  Beziehung 

- ^11+ 1?  „ _  3«' +  4.  -1  v  - _i_  3«'+10«-l  _,  _   2»  +  3 
4.(»+2}  2»(>,  +  2)  "•"      4n(t,  +  2)      "        2{n  +  2) 


^2(»  +  2)-^4(«-l)'(»  +  2) 
und  femer  nach  dem  obigen 


Wir  brauchen  nun  nur  noch  Y  und  P  als  Funktionen  von  S 
und  ^  darznstellen,  um  eine  gute  Übersicht  über  den  Verlauf  beider 
Funktionen  zu  erhalten.  Wir  können  dann  für  Jeden  gegebenen 
Wert  P  sofort  den  zugehörigen  Wert  von  Y  berechnen.  Die  um- 
gekehrte Aufgabe,  die  Durchbiegung  P  zu  finden,  die  auf  einen 
vorgeschriebenen  Werl  Y  führt,  läßt  sich  nur  dann  durch  reelle  P 
lösen,  wenn  Y'^Y  ist. 

Die  Abhängigkeit  des  T-Wertes  von  ^  und  S  wird  leichter 
flbersiehtlieh ,  wenn  wir  durch  die  bekannten  Koordinatentraus- 
foraiationen  jene  Gleichung  auf  die  Normalform  bringen. 

Es  ergibt  sich  die  Verschiebung  des  Koordinatenanfangs  aus 
den  Beziehnngen 

1         _       ,„ 


nud  der  Drehungswinkel  a  aus 


tg2o  =  - 


Jn*  +  4n  — 1 
2«(ri-|-3'r- 
Das  ScMußresultat  der  Substitutionen  ist 

"fobei  die  Werte  Jli,j  gegeben  sind  durch 

««  +  4  »  -  1  +  V(«M^«  ^'T4^J 


4»(n  +  äJ 
und  daraus  geht  hervor,  daß  die  zu  beliebigen  Werten  von  Y  ge- 
hörigen Werte  von  X  und   5"  Hj-perbeln  mit  gemeinsamem  Uittel- 
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pnnlct  definieren,  die  für  Y=^-^ -^  in    das   gemeinsame   Asym- 

ptotenpaar  Übergehen. 

Zu  beliebigen  Beträgen  von  P  gehörige  2:,  Ä-Werte  definieren 
eine  Gerade  ans  einer  parallelen  Geradenachar. 

4.   Die  von  der  ersten  Potenz  des  Offnnngswinkels  (d,  t) 

abhängigen  Aberrationen  anßeraxialer  Paukte. 

(Die  BUdfeldkrQmmung  der  tangentialen  nnd  sagittal^i 

StraUen;  der  Ästigniatismas.) 

Aqb  der  S.  160  nnd  162  gegebenen  Ableitnng  der  Invarianten  der 
schiefen  Brechnng 

-j «cosj  _  n  cos'j  _  w  cos  j n^ 

ist  die  Vorstellung  geläufig,  daß  schief  auffallende,  tinendiich  dünne 
Büschel  astigmatisch  deformiert  werden.  Man  wird  sich  mithin  die 
Vorstellung  bilden  müssen,  daß  bei  einem  zentrierten  System  zu 
einem  ant  einer  Rotationsfläche  um  die  Systemachse  liegenden  Ob- 
jekt zwei  Rotationsflächen  als  Bilder  gehören ;  und  zwar  enthält  die 
eine  alle  durch  die  tangentialen  (nuridionaien)  Büsehel  definierten 
Bildpunkte,  die  andere  alle  die  Punkte,  die  den  sagitUüen  (äquatorea- 
len)  Büscheln  ihre  Entstehung  verdanken.  Man  nennt  daher  diese 
Rotationsflächen  auch   die  tangentialen  und  eagiltalen  Bädflächeii. 

A.  Die  Lage  der  astigmatischen  Bildpunkte  bei  endlicher 
Hauptstrahloeisung. 

Denken  wir  uns  nun,  ganz  ebenso  wie  das  bei  der  sphärischen 
Aberration  eines  Achsonpunkts  geschah,  im  Schnittpunkte  (/  der 
Achscnstrahlen  die  GAUSSsche  Bildebene  errichtet,  so  werden  wir  in 
ihr  an  Stelle  des  außeraxialen  Bildpunkts  zwei  Zerstrennngslinien, 
nämlich  die  der  tangentialen  und  der  sagittalen  BUschel  finden. 

Es  sei  in  den  bei  den  Figuren  61  und  62  der  zu  dem  außer- 
axialen  Objektpunkte  gehörige,  die  öffnungsebene  in  der  Blenden- 
mitte P*  durchsetzende  Hauptstrahl  F'O'^  mit  der  endlichen  Neigung 
w'  angegeben.  Auf  ihm  liegen  die  durch  ganz  wenig  geöffnete 
Büschel  {u'  und  v'  klein  von  der  ersten  Ordimng)  definierten  Bild- 
punkte, nämlich  5/  für  die  tangentialen  und  S/  für  die  sagittalen 
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Büficheh  Die  Elntfernungen  dieser  Punkt«  von  der  Darchstotungs- 
stelle  O*^  des  Hsuptstrahls  mögen  bezeichnet  sein  mit 

S,'  ÖJ  =  d, ;  SJ  ÖJ  =  S/ ; 

femer  mOgen  die  bei  Oj  erscheinenden  ZerBtreuungslinien  genannt 
werden  li»  für  das  tangentiale  Büschel  mit  der  Öffnung  n'  und 
/.i»   für    das  sagittale  Büschel  mit  der  Öffnung  v'. 


P'M'  =  m':    P'0'  =  i  —  3i^;    0,'a'=^i. 

Dia  in  der  GinMKhoi  BildclMD«  mtatebmde  ZefetrenimgillDls  der  UugeDUilen  BildkrUmiiiang. 

Efi  lassen  sich   dann  nach  den  Figuren  unmittelbar  die  Pro- 
portionen autstellen: 

^it  i»»'^  — 'SjCOSw':«'  — x*  — ijCOSw'; 

woraus  dann  weiter  folgt: 
rt'3,  cosw' 


IS  w' :  s'—  iP*  —  4/"C08  w' , 


/.;*==- 


M'd/Go&te' 


-Xj  —&f  cos  %d'  '  s'  —  Oj  ~b/  cos  w*  * 

Wir  heben  noch  besonders  hervor,  dafi  die  durch  den  Astig- 
matismus schiefer  Büschel  hervorgebrachten  Zerstreuungslinien  linear 
sind  in  den  Öffnungskoordinaten  W  und  W.  Durch  diese  beiden 
Glieder  sind  demnach  auch  alle  in  der  Zusammenstellung  auf 
8.  211  enthaltenen,  linear  von  der  Öffnung  abhängigen  Abweichungen 
angegeben. 

Was  die  Abhängigkeit  von  w   angeht,    so    sind   l'n,   und    /.'n 
offenbar   gerade   Fanktionen   dieser    Größe,    und  sie   beginnen   mit 
der  zweiten  Potenz,  da  sie  für  w'  =  0  jedenfalls  verschwinden. 
Führt  man  die  Ahkürznng  ein 
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SO  kann  man  aus  der  auf  S.  76  angegebenen  Formel   für  die  Ab- 
szissen der  Auffangebenen  auf  die  Eekursionsformel 

x,+i  — r,+i    _  g,+iXr  —  rr    .  g,+i  sin  (j,~jj) 

E __J ptjT  «1..    r    .  =  ^— J n. t-D-  «t.    . 1^  .  — — — ^—L 


-=r--  ctgWr-i 


-s-  ctgw,- 


kommen,  und  ihre  Anwendung  ergibt  ohne  weiteres 

i»*'  -n  ^gt  ^1  -£i  ^^    ^p  _  4   Sk  sin  (j^-j/) 
Xi  — "«*'      ?i  Xj  —  i^  '      ► = I  3'  sin  Wr  sin  W  * 

Diese  Formel  gilt  für  Systeme  mit  endlichen  Dicken  und  bei 
endlichem  Blendenabstande.  Die  Aufstellung  der  entsprechenden 
Beziehung  für  die  tangentialen  Büschel  ist  uns  nicht  gelungen. 


Fig.  «a. 
F'(y  =  g'—a^;    UJ(^  =  L\^.. 

cnl3lcli>.'ude  Zentreuungallni«  der  saglttalet 


Der  Fall  eines  Ebenensystems.  Nur  in  ganz  wenigen  beson- 
deren Fällen  gelingt  die  allgemeine  Behandlung  des  Astigmatismus 
auch  für  endliche  Neigungswinkel  w.  Wir  behandeln  hier  zunächst 
ein  System  von  k  aclisensenkrechten,  parallelen  Ebenen  und  stellen 
die  Ausdrücke  für  die  Abstände  t^ ,  /^  der  Bildpunkte  auf  den 
Tint(;r  w\  geneigten  Hauptstrahlen  fest. 

Es  gilt  für  konjugierte  Abstände  bei  der  v-ten  Brechung 


w- 


- 1, 


und  wegen 
auch 


COBJ,_ 


V,-  K- 


,y  Google 


Die  BUdfeldkrUminiing  imd  der  Astigmatiainas. 

Hüter  Berücksichtigung  der  Beziebung 

cos  J,'—  I  =  C08J,  . 

Es  fol^  leicht  weiter 

, n,'       cos'jV  w,'      con^jr'iJy—t      n,'cos*j,'d,_ 

Vr  —  t  cos*j,_«     ~        M»-a      cos'ji— I         "^-1  eos'f,— 


äy 


'  V " 

t,'  cos*  jV 


In  einer  ganz  entspreclienden  Weise  erhalten  wir  für  den 
Sagittalschnitt 

Es  macht  nunmehr  keine  Schwierigkeit,  die  oben  entwiekelten 
Ausdrücke  lür  die  durch  den  Astigmatismus  hervorgerufene  Bild- 
verschlcehterung  bei  endlicher  Hauptgtrahlneigung  zu  beslimmen. 
Dabei  ist  die  Abszisse  j»'  des  dem  Blendenorte  auf  der  Bildseite 
konjugierten  Punktes  aus  der  Formel  zu  entnehmen,  die  auf  S.  214 
für  die  sphärische  Aberration  eines  Ebenensystems  gegeben  ist. 

Zwischen  der  Größe  t^'  und  den  anderen,  in  der  für  die  Bild- 
linie des  Astigmatismus  geltenden  Fonnel  enthaltenen  Größen  be- 
steht die  Beziehung 

cos  Wj 

also 

df  cos  W^  :=  S^'  —  t^'  cos  Wj' 

und  demnach 

, ,  s^'  —  t^'  cos  w^' 

t^'  cos  w^'  —  x' 

Ganz  analog  ergibt  sich  natürlich 

'*  /fc' COB  W^' —  X* 

Für  die  Differenz  zwischen  tangentialer  und  sagittaler  Schnitt- 
weite laßt  sieh  eine  einfache  Beziehung  in  der  folgenden  Weise 
ableiten. 

Machen  nir  nämlich  die  Annahme,  daß  das  erste  und  das  letzte 
Medium  des  Ebenensystems  gleich  seien,  so  wird 
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ond  das  erste  Glied  in  den  beiden  Ausdrücken  für  t^'  nnd  y^' 
lantet  t^  nnd  /^.  Setzen  wir  nnn  weiter  vorans,  dofl  es  sich  um 
einen  aberrationsfreien  Objektpunkt  handle,  bei  dem  /i  =  *,  ist, 
so  sehen  wir,  daß  die  astigmatische  Differenz  /»'  —  (»'  unabhängig 
wird  von  dem  Objektabstande ,  denn  wir  erhalten  liir  sie  den 
Ausdruck 

/.'-'.■=»; '2' -A^r(^-i). 

■"'       "         "  ,  =  i  n,  cosj,    \cos'>  / 

Der  unter  dem  Summenzeichen  stehende  Faktor  läßt  sieb  noch 
in  folgender  "Weise  umgestalten; 

cos'jV  —  cob'jV  sin*jV  — Bin*j),' 

cos*j,'  cos*j,' 


<A^ 


also  erhalten  wir  schließlich: 

//  —  L'  =  n,'  sin'i,    5 

eine  Formel,  in  der  wir  auch  wegen  ;, +  ».  =  ^. ^0  überall  j, 
durch  w,  ersetzen  können,  da  es  sich  nur  um  gerade  Winkelfunk- 
tionen bandelt. 

Der  Fall  eines  Systems  dünner  Uaaen.  Noch  in  einem  andern 
Falle  gelingt  die  Behandlung  des  Astigmatismus  auch  bei  endlichen 
Hauptstrahlneigungen  to,  nämlich  dann,  wenn  es  sich  um  ein  dünnes 
Linsensy»tem  handelt,  bei  dem  die  Blende  in  dem  gemeinsamen 
Flachenscheitel  steht.  H.  HABTnia  (7.)  hat  diese  Aufgabe  zuerst 
behandelt,  und  ihm  schließen  wir  uns  hier  an. 

In  diesem  speziellen  Falle,  wo  überall 
^,=0  (v  =  l..k) 
gilt,  ersehen  wir  aus  der  Gleichung 

daß  der  Inzidenzwinkel  j,  an  jeder  Fläche  mit  dem  Hauptstrahl- 
neigungswinkel tPr  von  gleichem  absoluten  Betrage  ist.  In  den 
Formeln  der  schiefen  Brechung,  wo  die  Inzidenzwinkel  jV,  j,  nur 
in  der  Rosinusfunktion  vorkommen,  können  wir  also  ohne  weiteres 
«,  an  die  Stelle  von  j,  treten  lassen.  Die  verschiedenen  Werte  von 
Wr  ergeben  sich  aus  der  Beziehung 
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M,'  sin  »,'  =  n,  sin  «,(»■  =  1 ..  ft) , 


an<l  bei  eiDem  zeutrierteii  Linsen  System  auch 

W  =  w.  +  i(>'  =  l..ft— 1) 
^t,  so  ist 

n,.  + 1  sin M, -I- 1  =  H,  sin  w,  (v  =  1  ..k  —  1) . 

Für  die  Schnittweiten  der  schiefen  Büschel  ergibt  sich  aus  den 
allgemeineD  Formeln: 


Nimmt  man  nun  weiter  an,  daß  sich  das  Linsensystem  in  Loft 
belinde,  so  wird  wegen 

M»  +  1  =  Mj  =  1 
auch 

und  man  kann,  wenn  man  in  der  Summe  das  erste  und  das  letzte 
Glied  absondert,  die  übrig  bleibenden  anders  zusammenfassen: 

11,1/  /'l        1\   ,   *-»w.  +  ,cos»,  +  i      1 


Beachten  wir  nun  noch  die  Beziehung 


so  können  wir  schreiben 

1  1  1  1  1|    ostc, 

»o  unter  1 :  U  das  folgende  verstanden  ist: 
ff,  + 1  cos  tP,  +  i 
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Wir  bemerken  gleich  hier,  daß  nach  dieser  Gleichung  U  nur 
von  der  Stärke  der  Linsen  und  nicht  von  ihrer  Durchbiegung  ab- 
hängig ist.  _ 

Interessieren  uns  die  beiden  Abszissen  s^  und  it^  von  S,  SO 
und  76,  so  erhalten  wir  diese  Größen  sehr  einfach  aus  f^'  ond  y^', 
da  ja  ^^=0  ist,  zu 

*»'  =  'ic'  cos  «1, ;  8^  =^/h  '^^^  ^1 ' 

und  daraus  folgt 

1    _        1 ■  1  1    _        1  .1 

8/1         (jCOSWj  Ücos'wj  «^        /,  cosw,  ü 

Handelt  es  sich  um  ein  von  Astigmatismus  freies  Objekt,  bei 
dem  also 


Die  Reziproken  der  Abszissen  auf  der  Achse  haben  bei  einem 
in  Luft  befindliclien  dünnen  Linsensystem,  dessen  Blende  im  gemein- 
samen Flftehenscheitel  steht,  auch  bei  endlichen  Neigungswinkeln 
eine  Differenz,  die  von  der  Durchbiegung  der  Komponenten  unab- 
hängig ist. 

Im  besondeiTi  wird  für  ein  unendlich  entferntes  Objekt  wegen 

und 

3^'  =  U  cos*  w^ ;  «j'  =  17 

schließlich 

8^  —  8^^  E/sin'w^  , 
80  daß  hier  die  oben  angeführte  Kegel  für  die  Differenz  der  Schnitt- 
weiten selbst  gilt. 

B.    Der  Ausdruck  tQr  die  Zerstreuunggllnlen  bei  kleinen 
Hauptstrahlnelgungen. 

Unsere  Aufgabe  besteht  zunächst  darin,  unter  Beschränkung 
der  Neigung  w  des  Ilauptstrahlst  auf  Glieder  höchstens  der  zweiten 
Ordnung  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den  Konstanten  des 
Systems,  den  Anfangs-  und  den  Endwerten  der  Krümmung  beider 

Bildflilehen  herzuleiten. 
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Wir  gehen  dabei  ganz  ebenso  vor,  wie  es  bei  der  Behandlung 
(l<T  sphärischen  Aberration  eines  AchaenpunktM  geschah,  nnd  ent- 
wiokcln  die  in  den  Invarianten  der  schiefen  Brecbang  vorkommenden 
UrCißen  nach  Potenzen  von  ^, 

Eß  komme  vor  der  Brechnng  an  der  beliebigen  Kugelfläche  S 
mit  dem  Radius  r)  der  die  Blendenmitte  P  unter  dem  Neigungs- 
Binkel  w  durchsetzende  Hauptstrahl  YP  von  der  Bildfläche  0  (mit 
lirtu  Radius  der  BildkrUmmung  B),  so  ist  der  Abschnitt  b  auf  diesem 
llauptstrahle  nach  Potenzen  von  </S  zu  entwickeln. 


Flg.  «S. 

SC=r;    0<i  =  B:    BY^b;    SO  =  t.    SP=x. 

Zur  AbldlUDg  da  BltdbümmuiigBronaelD. 

Dies  geschieht  durch  die  Einzelentwickelung  der  Abschnitte  BP 
aud  YP  nach  Potenzen  je  von   ^  und  a> 


BP=q  =  xil ~- 

YP=q-b^(x  —  s)\l 


(x  —  s)  IB      x  —  sii 
Benutzt  man  ferner  noch  die  Beziehung 

w>  ei^bt  sich  schlieQlieh  nach  Subtraktion  beider  Gleichungen  und 
Cliergang  zum  reziproken  Werte: 
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und  OS  sei  gleichzeitig  liemerkt,  dafl 

gesetzt  werden  raufl. 

Bis  jetzt  ist  die  vor  der  Brechung  schon  vorhandene  Bildfeld- 
krUmmung  ganz  allgemein  durch  iliren  Radius  R  gekennzeichnt-t 
worden.  Erinnern  wir  uns  nun,  daß  es  zwei  verschiedene  BiUl- 
Ilächen  gibt,  je  nachdem  es  sich  um  die  taugentialen  oder  die  sagrit- 
talen  Büschel  handelt,  so  werden  wir  diese  beiden  Radien  als  J2, 
und  R/  auseinander  halten. 

Wir  gelangen  zu  den  gesuchten  Beziehungen,  indem  wir  «ieii 
Objektabstand    b    auf   dem    Hauptstrahle ,    dessen    reziproker     "Wert 

-r-  soeben  allgemein  als  Funktion  von  0,  r,  R,  x,  s  dargestellt  wordoii 

b 

ist,  in  die  oben  angefüluten  Invarianten  der  schiefen  Brechung  einmal 

als  *-  und  dann  als  /-Wert  einführen. 

Ganz  ebenso  wie  oben  können  wir  dann  hier  sclirciben: 

Zur  Hevleitung  von  q^  und  q/  ist  die  Benutzung  einiger  ein- 
facher Invariantenbeziehungen  nötig,  und  es  ergibt  sich  dann,  wenn 
wir  die  Entwiekelung  hier  nur  für  den  etwas  einfacheren  Fall  der 
Sagittal strahlen  leisten : 

J/  =  r'(«,-«.l'(,^--  „'J-F-^«.'+«.-2«. 

«/'->■'(«, -«/(-.i-.-.U-H  4^  «.'-H«.- 2«, 


.»■B, 


0  =  1«,-«,)' 


'•l47-i^-T(v4)}+«'fe-;;.) 


oder  in  unsci-cr  gewohnten  Schreibweise 

Ganz  analog  erhallen  wir  für  die  Krümmung  im   Tangx>ntial- 
schnitte  nach  der  entsprechenden  Entwiekelung  von  q^  —  {/: 
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^^r 


Sa'- 


.-A«.!^^. 
(«,-«.)' 


Summieren  wir  diese  Änderungen  der  BildkrUmmung  Über  alle 
Jc-PlSchen,  bo  crtialten  wir,  da  auf  der  linken  Seite  nur  das  letzte 
und  das  erste  Glied  übrig  bleibt: 

Q% 


32 


Setzt  man,  wie  das  in  der  Regel  der  Fall  sein  wird,  ein  von 
Af^tigmatismus  freies,  ebenes  Objekt  voraus,  so  verBchwindet  wogen 

auf  beiden  linken  Seiten  je  das  zweite  Glied. 

<iehen  wir  nun  dazu  über,  im  Anschlüsse  an  das  Vorhergehende 
einen  Ausdruck  für  die  mit  der  Bildkrümmung  verbundeue  Bild- 
verselilechterung  in  dcrGAUSSschen  Bildebene  zu  gewinnen,  so  führen 
wir  die  Öffnungswinkel  u^',  Vj^'  des  schiofen  Büsehcla  ein.  Wir 
»■rliftlten  dann  die  beiden  zueinander  senkreehten,  im  allgemeinen 
v<T'chieden  langen  Geradenstückc  l^^  und  L^^,  und  zwar  ergibt 
sieh,  wenn  a(,/der  senkrechte  Abstand  von  der  GADSSschen  Ebene  ist, 
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Berücksichtigen  wir  nun  nur  Hauptstrahlueigungea  zweiten 
Grades,  so  können  wir  setzen 

=  _  Jl  ^  3=     V* 

wobei    i„'    den   Achsenabstand    des   Dnrchstoßnngspunkts    in    der 
GAUBSschen  Ebene  bedeutet. 

Da  also  a,,  aj  bereits  eine  Größe  von  der  zweiten  Ordnung  ist, 
so  brauchen  wir  zur  Einhaitang  unserer  Genauigkeitsgrenze  von 
dem  in  \y^  und  L,^'  als  Nenner  auftretenden  cos^tOil  nur  das  kon- 
stante Glied  zu  berticksichtigen  und  erhalten  schließlich 

Ganz  ebenso  wie  die  Bildverschlechterang  durch  die  sphärische 
Aberration  eines  Acbsenpunkts  können  wir  auch  die  durch  die 
Bildkrümmung  hervorgebrachte  Zerstreuungslinie  in  das  Objekt  pro- 
jizieren, indem  wir  die  nach  dem  Smith -HsLiCHOLTZschen  Gesetze 
auf  das  Objekt  bezogenen  Größen  Z^'*'  und  i^'*'  einführen: 


«.«i'."'-«'..'! 

n.v,v»=<v;i;.; 

mithin 

„„!(»--«'-'"i^ 

•       «A-^kS¥ 

Es  ist  femer  einleuchtend,  daß  innerhalb  des  hier  betrachteten 
Bereiches  sich  dieses  Gesetz  auch  auf  die  konjugierten  Achsen- 
abstände  l^'  nnd  l^  anwenden  lassen  wird: 


"'"■''      2«.'i,; ' 

"'-■^."'        L'B^' 

und  scIUicfllicli: 

,^,,      ».«,'.'U    1,1  1. 

,4           «•'          4  1 1 

■^              2       l,r,r,  '    . 

Diesen  Formeln  kann  dadurch  noch  eine  andere  Gestalt  gegeben 
werden,  daß  die  Beziehung  von  8.  146  benutzt  wird: 
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2(«„-«,.)' "  "  *■'.;.•■.' " 

Beachtet  man  imn  noch,  daß 

(«■.-«,/"«.K-«,)* 

und  setzt  man 

U    => L_-  .  V,  = '   -  , 

Sj  —  Xj  *l  —  ^l 

»^i  ergibt  eich  nach   einer   einfachen   Umstellung   als  eine  zweite, 
spftter  za  identifizierende  Form: 

C.   Der  AstlKmatlsmus. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  die  Auffangebeue  zwar  achsen&enk- 
recht,  aber  von  der  GAUSBschen  Bildebene  verschieden  sei  und  zwar 
den  Abstand  e  von  ihr  habe,  so  erhalten  wir  nach  Fig.  64  in  der 
ncnen  Anffangebene  die  Zeretreuungslinien 

Es  gibt  daher  eine  ausgezeichnete  Lage  der  Auffaagebene,  für 
rtif  ij'  und  Oj'  für  gleiche  öffnungswinicel  u^'  =  v^'  entgegengesetzt 
gleich  werden,  und  zwar  ist  sie  bestimmt  durch  den  Wert 

2     U,r,.«      \^,{q..^q..f  „i- 
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und  wir  erhalten  durch  Einsetzung 

Der  Ausdnick  für  diese  Zerstreu ungsl in ie  enthält  also  nur  «iie 
DiHercnz  der  beiden  BildkrümmungHtormeln ,  und  man  kann  ihn 
daher  auch  auffassen  als  einen  Ausdruck  für  den  Astigmatismus. 
Projiziert  man  diese  Zerstreuungslinie  in  das  Objekt  zurück,  so 
erscheint  sie  der  vorhergehenden  Entwiekelung  geniäll  unter  den 
beiden  Formen: 

_  ,«_  ,»_'Vi,A'  4 "■•    .^1- 

und 

>  '  2»,  (x,  -  s,)'  ,ii  U,  /  \s,  /  ^"  -  «. 

Benutzt  man  schliefllich  noch  die  beiden  Beziehungen: 

a;,  —  «,        a;, 

BO  geht  die  letzte  Form  über  in 

'  '  2«iU,  ,-:,\/(i/    \yj  ^"'   ns' 

Das  Verschwinden  der  Summe  liefert  die  Bedingung  tvlr  die 
Aufhebung  des  Astigmatismus  in  einem  beliebigen  System.  Auch 
diese  Form  bietet  dieselbe  Annehmlichkeit  ftlr  die  Übersichtlichkeit 
der  Rechnung,  die  oben  hei  der  Fonnel  für  die  sphärische  Aberration 
eines  Achsenpunkts  hervorgehoben  wurde;  auch  hier  sind  wieder 
die  Anteile  getrennt,  mit  denen  die  einzelnen  Fläclien  an  der  Tie- 
Samtaberration  beteiligt  sind. 

D.   Die  BlldfeldkrQmmuns  in  anastlKmatischen  Systemen. 

Der  noch  übrigbleibende,  beiden  Bildkrümraangstfonueln  ge- 
meinsame Teil  ist  der  folgende 


Er  gibt  die  Krümmung  der  beiden  bei  gehobenem  Astigmatismus 
zusammenfallenden  Bildfläclien  an  und  ist  unter  dem  Namen  der 
pBTZVAischen  Gleichung  für  die  Bildkrünimung  bekannt.     Er  hat, 
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Hie  namentlich  von  L.  Seidki.  (•?.)  hei-vorgehobcn  wurde,  nur  dann 
i-iiLpn  Sinn,  wenn  vorher  der  Astigmatismus  für  geringe  Hanpt- 
,-traiiliieigungcn  gehoben  worden  ist.  Solche  Systeme  nennt  man 
mit  einem  nicht  gerade  glücklich  gebildeten  Ausdrucke  anastig- 
malisch,  wahrend  in  England  der  besser  gebildete  Ausdruck  stig- 
matic  üblicli  geworden  ist. 

Der  Ausdruck  läßt  sich  leicht  auf  die   folgende  Form  bringen 

i  i,i_  i  {1(1      _i)_  ■(!_:)}=  i  (1(1^^) 


wobei  dann  fr  als  die  Brennweite  der  mit  den  Radien  r,  und  »".-j-i 
viTsehencn,  dünnen  Linse  aus  dem  Glasmaterial  n,  ^.  1  definiert  ist. 
Befindet  sich  das  System  in  Luft,  so  ist  also  «(,4,,  =  «^=^  1, 
uud  es  fallen  die  äuSem  Glieder  der  rechten  Seite  fort,  so  daß 
man  erhalt 

-=-  2—, 

«fnii  nunmehr  n^  und  /^  als  Brechuiigsindex  und  Brennweite  der 
/ften  Linse  angesehen  werden,  und  l  die  Anzahl  der  Linsen  angibt. 

E.  Der  AstlKmatismus  in  «infachen  Sonderfellen. 

Bei  der  Behandlung  des  Astigmatismus  gehen  wir  von  der  für 
"i'*'  angegebenen  Formel  aus. '   Es  Ist  zunächst  zu  behandeln 

Der  Astigmatigmiis  eioer  Fläche.  Hier  wird  o,<"  unter  BcrUek- 
i^ichtigung  der  S.  226  für  J  -     abgeleiteten  Beziehung,   wenn   man 

auch  noch 


Der  Astigmatismus  kann  mithin,  wenn  wir  den  Fall  s  =  0  =  k 
uicht  weiter  behandeln,  nur  in  einem  der  beiden  FRlle  verschwin- 
den, daß 
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a)  ftlr  x=^r  die  Blende  in  den  ErÜmmungsniittelpTiDkt  der 
Fläche  rückt,  oder  dafl 

b)  für  s^=— — r  Objekt  und  Bild  mit  dem  aplanatischen 
Punktepaare  zusammenfallen. 

In  dem  Falle  von  s  =  co  ist  das  Zeichen  von für  den 

r 
Charakter  des  dann  auftretenden  Astigmatismus  entscheidend,  wäh- 
rend der  Blendenort  darauf  keinen  Einfluß  hat. 

Der  Aatigmatisiniie  einer  einfachen,  dnnnei  Linse.  Berechnen 
wir  für  diesen  Fall  die  im  Fehlerausdrucke  des  Astigmatismus  auf- 
tretende Summe,  so  ist  sie,  wenn  wir  wiederum  alle  Unbekannten 
durch  i,a,Q  ausdrücken,  gegeben  durch 

L-L,~L,s  +  L,s'. 
wobei 

bedeuten.     Gehen  wir  ganz  wie  bei  der  Verzeichnung  vor,  so  er- 
halten wir  für  den  Minimalwcrt  A  =  A^^,  der  für 

erreicht  wird,  nach  einigen  Zusammenfassungen  die  Gleichung 

2=4(„"^iy-M«+-2)('"+"^— '+i)'- 

Es  ist  das  eine  die  Koordinaten  2"  und  S  sowie  den  Para- 
meter A  enthaltende  Gleichung  eines  parallelen  Geradenpaars,  das 
für  A  =  --. — — -s   zu    einer   doppelt   zu   zählenden   Geraden  wird- 


Jedem  Werte  von  P  entspricht  in  der  i'S-Ebene,  wie  im  Falle 
der  Verzeichnung,  eine  Gerade  einer  parallelen  Gcradenschar. 
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Der  za  einer  beliebigen  ErUmmnng  P  gehörig©  Astigmatismus  A 
t  sich  mit  den  Minimalwerten  sehr  einfach  ausdrücken  durch 


5.  Die  von  der  zweiten  Potenz  des  öffnnngswiakels  abhängigen 

Aberrationen  außeraxialer  Punkte. 

(Die  drei  Fehler  der  Koma  im  weiteren  Sinne.) 

Bei  der  Behandlung  des  Astigmatismus  hatten  wir  gesehen, 
daß  die  bei  endJicher  Hauptstrahlneigung  auftretenden  Zerstreuungs- 
linien von  der  ersten  Potenz  der  Öffnungskoordinaten  tn  und  M 
abhingen.  Jetzt  handelt  es  sich  um  die  Frage,  welche  Bedingungen 
sind  dafür  aufzustellen,  daä  zunächst  bei  endlicher  Hauptstraht- 
neigung  weiter  geöffnete  Büschel,  wie  sie  durch  die  zweite  Potenz 
der  Öffnungskoordinaten  charakterisiert  werden ,  beim  Zustande- 
kommen eines  scharfen  Bildes  mitwirken? 

Um  nun  ganz  sicher  zu  sein,  keine  der  möglichen  Abweichungen 
zu  übergehen,  wollen  wir  alle  Glieder  zweiten  Grades,  die  aus  den 
beiden    Öffnungskoordinaten   gebildet    werden   können,    für    beide 
ebene  Büschel  autstellen.     Wir  erhalten  dann 
fftr  die  tangentialen  Abweichungen  Glieder  mit   m*    mM    M* 
„     „    sagittalen  „  n         n     ■^*  ^^    "** 

Diese  Zahl  von  sechs  schwindet  aber  erheblich  zusammen  infolge 
der  allgemein  gültigen  Überlegung,  daß  die  In  der  GAUSSschen 
Ebene  erscheinende  Zerstreuungsfigur  auf  jeden  Fall  symmetrisch 
Bein  muß  zu  der  durch  den  Objektpunkt  gelegten  Meridianebene, 
wenn  die  Öffnung  ebenfalls  symmetrisch  zu  ihr  begrenzt  ist. 

Der  Durchstoßungapunkt  zweier  symmetrisch  verlaufender,  d.  h. 
za  zwei  if -Werten  von  absolut  gleichem  Betrage,  aber  verschiedenem 
Zeichen  gehörender,  windschiefer  Stralüen  mit  dieser  Meridianebene 
kann  nicht  von  dem  Zeichen  von  M  abhängen,  da  sich  beide 
Strahlen  ja  in  der  Meridianebene  schneiden  mflssen.  Eine  un- 
mittelbare Folge  davon  ist,  daß  die  gemeinsame  tangentiale  Koor- 
dinate der  beiden  DurchstoQungsp unkte  der  GAUSBSchen  Bildebene 
nicht  von  dem  Zeichen  von  M  abhängen  kann.  Mithin  sind  auch 
in  den  Ausdrücken  für  die  tangentialen  Abweichungen  nur  Glieder 
mit  geraden  Potenzen  von  M  möglich,  und  das  sind  innerhalb  der 
hier  festgehaltenen  Beschränkung  nur  solche  von    der  nullten  und 
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der  zweiten  Potenz:  Für  die  tangentialen  Abweichungen  kommen 
also  nur  Glieder  mit  m*  und  M*  in  Betracht. 

Hinsichtlich  der  »agittalen  Abweichungen  gilt  gerade  umgeltehrt 
die  Bemerkung,  daß  sie  hei  einem  Zeichen  Wechsel  von  M  ebenfalls 
ihr  Zeichen  ändern  müssen.  In  den  sie  darstellenden  Ausdrücken 
können  also  nur  ungerade  Potenzen  von  3f  vorkommen,  in  unserem 
beschränkten  Bereiche  ist  das  allolu  die  erste  Potenz:  Für  die 
sagittalen  Abweichungen  kommt  also  nur  das  Glied  mit  Mm  in 
Betracht. 

Wenden  wir  uns  nun  dazu,  die  Ausdrücke  für  diese  drei 
Glietier  aufzustellen,  die  in  den  Öffnungskoordinaten  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  so  behandeln  wir  zunächst  das  Glied  mit  m*. 

A.   Die  Koma  Im  enteren  Sinne. 

Die  UnBymmetrie  Id  taDgentialen  Bfischeln  erweiterter  öff- 
niug.  Stellen  wir  uns  nach  der  nebenstehenden  Figur  6ö  ein  auf 
eine  sphärische  Fläche  fallendes  Bündel  achsenparallelcr  Strahlen 
vor,  und  sei  dieses  Büschel  durch  die  konzentrisclie  Blende  P,P, 
(in  der  Zeichnung  der  Einfachheit  wegen  im  Flächenscheitc!  S  an- 


gennnnnen)  begrenzt,  so  wird  es  nach  der  Brechung,  die  hivr 
sammelnd  vorausgesetzt  sei,  die  vorher  untersuchte  Erscheinung 
der  Hiihärisehen  Aberration  zeigen.  Dabei  wird,  wenn  wir  uns 
hier  auf  das  Gebiet  beschränken,  in  dem  die  mit  den  ersten  beiden 
Gliedern  abgebrochene  Entwicklung  noch  gültig  ist,  die  Länga- 
aherration  den  (Quadraten  der  Kugelwinkel  entsprechend  zunehmen. 
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iüne  Darstellung  dicstr  VerhältnisBe  mit  Hilfo  Hechs  ftquidistanter 
Punkte  S,  bis  S,jj  der  Kreisperipherie  finden  wir  in  der  Nähe  von  (f. 
Eine  ganz  andere  Erscheinung  tritt  ein,  wenn  wir  durch  die 
Biendenmitte  S  einen  unter  dem  endlichen  Winkel  w  geneigten 
Ilauptstraht  einfallen  lassen  und  ihn  als  Mittelstrahl  eines  zylin- 
drischen, durch  den  Blendenrand  begrenzten  Bündeis  annehmen. 
Schließen  wir  den  nicht  zur  schiefen  Brechung  gehörigen  Fall  aus, 
daß  die  Blende  im  Krümm ungsmittelpunktc  der  FlÄche  stehe,  so 
läSt  sieh  doch  eine  zu  den  Bündelclementen  parallele  Gerade  finden, 
die  durch  C  hindurchgeht,  und  die  hier  als  die  Hüfsachse  bezeichnet 


Die  UagMliemlioD  tiiKi  mdllch  Krüffiieim  uiifKnllalfn  Bilwh«!!!  ron  endlicher  Haoplttnhl- 


sei.  Sie  kann  ebensowohl  innerhalb  als  außerhalb  der  Blenden- 
begrenzung liegen;  in  unserem  Falle  ist  die  erste  Möglichkeit  ver- 
wirklicht, und  zwar  ist  der  Einfachheit  wegen  angenommen,  daß 
sie  gerade  durch  S^  gehe.  Diese  Hilfsachse  dient  nun  für  das 
geneigte  Büschel  in  gleicher  Weise  als  Achse,  wie  die  Hauptachse 
für  das  achsenparallele,  und  wir  führen  für  sie  die  entsprechende 
Konstruktion  der  sphärischen  I-ängsaberration  an  den  sechs  reprä- 
sentierenden Strahlen  durch. 

Es  fallt  nun  auf,  daß  wir  von  der  Hilfsachse  aus  auf  der  oberen 
Seite  bedeutend  weiter  zu  gehen  haben,  als  auf  der  unteren.  Diese 
Unsj-minetrie  Iftßt  sich  auch  in  der  nach  demselben  Prinzip  wie  in 
der  Hauptachse  entworfenen  Strahlen  Zeichnung  bei  Ol,  mit  großer 
Deutlichkeit  erkennen.  Diese  für  die  Lftngsaberratton  auf  der  Hiits- 
achse  dann  notwendig  eintretende  Unsymmetrie,  wenn  der  Haupt- 
stralil  nicht  durch  die  besondere  Lage    der  Blende   mit   der  Ililfs- 
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achse   zusammeiif ällt ,   ist  aber  nicht  der  einzige  Unterschied,    der 
zwischen  der  geraden  und  der  schiefen  Brechung  beeteht. 

Wiederholen  wir  in  Fig.  66  den  oberen  Teil  der  vorhergehen- 
den Zeichnung,  heben  aber  jetzt  den  S  passierenden  Hanptetrahl 
in  seiner  Wichtigkeit  als  optische  Schwerlinie  des  Büechels  hervor 
and  suchen  die  Schnittpunkte  der  vier  nächstliegenden  Repräsen- 
tanten auf  ihm  auf,  so  finden  wir,  wenn  mit  0  der  Schnittpaiilct 
der  benachbarten  Tangentialstrahlcn  bezeichnet  ist,  die  Pnnktreiiie 
2,  1,0, 1,  7J;  oder  mit  anderen  Worten,  die  Schnittpunkte  folgen 
in  derselben  Richtung  aufeinander,  wenn  man,  vom  Hauptatrahle 
aus  gerechnet,  von  positiven  Einfallshßhen  durch  Null  zu  negativen 
übergeht.  Dieser  Fall  muß  stets  eintreten,  sobald  man  als  Repräsen- 
tanten dem  Hauptstrahle  genügend  benachbarte  Strahlen  w&hlt, 
weil,  wie  wir  oben  hervorgehoben  haben,  der  Hauptstrahl  unter 
keinen  Umständen  mit  der  Hilfsachse  zusammenfällt,  wenn  wir  von 
schiefer  Brechung  sprechen. 

Die  Längsaberration  schiefer  Büschel  läßt  sich  graphisch  Ähn- 
lich darstellen,  wie  es  bei  dem  primären  Zonengliede  der  sphtoischen 
Längsaberration  vorgeschlagen  wurde.  Nach  dem  Vorhergegangenen 
darf  man  sich  hier  allerdings  nicht  auf  positive  Winkel  beschrÜJiken. 

Derartige  Kurven  scheinen  indessen  noch  nicht  veröffentlicht 
worden  zu  sein. 

Der  hier  zur  Erzieltmg  größerer  Anschaulichkeit  geometrisch 
behandelte  Fall  der  Unsymmetrie  des  Strahlenverlaufs  in  einem 
tangentialen  Büschel  nicht  verschwindender  Öffnung  läßt  sich  auch 
analytisch  darstellen. 

Wir  wissen  aus  der  Behandlung  der  sphärischen  Aberration 
von  Achsenpunkten,  daß  die  Darstellung  gilt 

»'  =  ä'-|-o'«''. 

Wählen  wir  nun  zwei  unter  Wj'  und  u^'  geneigte  Strahlen  ans, 
so  erhalten  wir  ohne  weiteres 

*,'  —  «,'  ^  o'  (%'*  —  ",'*) 
und  für  den  Abschnitt  d^  auf  demunter  «^'  geneigten  Strahle  unter 
Berücksichtigung  des  Zeichens  nach  Fig.  67 

«i'  — »,'  ~      sin{M,'— Mj')' 
Diese  Größe  St'  ist  nun   für    unseren  Zweck  ausreichend,  da 
wir  an  ihr  die  Variation   der  Schnittweiten  auf  dem  unter  v^'  ge- 
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neigten    Hauptstrahle   in    ihrer   Abhängigkeit   von    dem    örfnnnge- 
vinkel  a'  ^  u^'  —  u^'  des  schiefen  Büschels  untersuchen  können. 
Setzen   wir  also  für  «,'  —  «,'  seinen  Wert,    führen  für  «,'  ein 

und  entwickeln  die  trigonometrischen  Funktionen    bte   zor  zweiten 
Potenz,  so  erhalten  wir  schließlich 

ai'  =  a'[2«,'*-3u,'u'  +  u"l. 


Zur  uitljtiachcii  B«h>ddluag  der  Ungnbemtian  ein«  >cbler  uitfallenden  TiDgentUlbÜHl 


Aus  dieser  Form  ersehen  wir,  daß  dl^  für  genügend  kleine  öff- 
nnngswlnkel  u'  von  der  ersten  Potenz  von  u'  abhängt.  Die  Länge- 
aberration erweist  sich  also  auch  nach  dieser  Behandlung  als  ab- 
hängig von  dem  Zeichen  des  Öffnungswinkels. 

Der  Angdrack  für  die  Zerstreaongslinie.  Die  oben  charakte- 
risierte, für  symmetrisch  einfallende  Strahlen  einseitig  fortschreitende 
Piuiktreihe,  wie  sie  der  Longitudinalaberration  auf  dem  Haaptstrahle 
entspricht,  erhält  nun  ihre  Darstellung  durch  eine  Funktion,  in  der 
jedenfalls  für  die  Nachbarschaft  des  Hauptstralils  die  ungeraden 
Glieder  Oberwiegen,  Beschränken  wir  uns,  wozu  wir  auch  durch 
die  analytische  Entwicklung  berechtigt  sind,  auf  das  Glied  ersten 
Grades,  so  erhalten  wir  für  die  Schnittweite  eines  tangentialen 
Büschels  von  einer  Öffnung  u,  die  klein  ist  von  der  ersten  Ordnung, 
die  Form  ' 

*=(4-tu. 

Der  gesamte  Strahlenkomplex  zieht  sieh  auf  einer  Seite  des 
Hanptstrahls  (in  unserem  Falle  der  unteren)  am  engsten  zusammen, 
nnd  ea  entsteht  dort  eine  in  die  Meridianebene  fallende  Abweichung, 
<iie  auf  die  Unsymmetrie  des  Strahlenverlaufs  zurückzuführen  ist 
und  mit  der   Bezeichnung  der  Ktmia  im   engeren   Sinne   belegt   sei. 
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Ursprünglich  ist  die  Bezeichnung  Koma  für  die  gesamte»,  auch  in 
sagittaler  Riclitung  sich  erstreckenden  Schärfenabweichungen  eines 
schiefen  BUechels  angewandt  worden,  weil  die  Gesaniterscheinniifr 
einem  Kometenschweife  ähnelt.  Wir  haben  von  der  Gesamtheit 
dieser  Abweichungen  als  von  der  Koma  im  weiteren  Sinne  gesprochen. 
Behufs  der  mathematischen  Behandlung  vereinfachen  wir  die 
Dai-stellung.  Wir  nehmen  in  der  nebenstehenden  Figur  68  zwei 
Elemente  des  ebenen  Büschels  an,   den  Hauptstrabi  BD   und  den 


Zur  Abirilung  Aet  Anadrucks  für  di«  erste  lanfgenliBle  Zfntn uui«sU[ile. 

mit  ihm  den  Winkel  du  einschließenden  Nachbarstrahl  RE.  Das 
Symbol  du  bezeichnet,  ebenso  wie  vorher  u,  eine  kleine  Größe  erster 
Ordnung  und  ist  überhaupt  nur  darum  gewählt,  weil  wir  bei  der 
Ableitung  mit  Differentiationen  zu  tun  haben  werden.  Es  sei  A 
der  tangentiale  Bildpunkt,  definiert  durch  unmittelbar  benachbarte 
Bttschelelemente ,  wie  er  nach  Seite  49  und  162  zu  berechnen  ist. 
In  ihm  sei  senkrecht  zum  Hauptstrahle  die  Einstellehene  errichtet; 
auf  ihr  schneidet  der  um  iu  abwtcheude  Strahl  RE  den  Punkt  G 
aus,  und  wir  haben  alsdann  die  Abweichung  AQ  zu  bestimmen- 
Der  Nachbarstrahl  RE  habe  seinen  tangentialen  Bildpunkt  in  i", 
atsdann  wird  man  bezeichnen  müssen 

BA^t;     RE^t-{-dt. 

Die  Variation  dt  der  tangentialen  Schnittweite  t  mit  da  kann  man 
in  zwei  Teile  zerlegen,  von  denen  einer  von  der  Änderung  der 
Koordinaten  des  Auffallspunkts   B  abhängt,    während   der  andere 
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der  uns  namentlich  interessiert,  die  von  da  abhängige  Verschiebung 
des  taitgenüalen  Bildpunkts  B  angibt,  die  wir  fortan  mit  dt  bezeichnen 
wollen.  Projizieren  wir  noch  die  Punkte  R  und  E  dnrch  Kreis- 
bogen um  H  aut  BA,  so  erhalten  wir  die  Punkte  F  und  D,  und 
es  ist,  wenn  wir  d-t  =  AD  setzen, 

DA  =  BA  —  BF~FD 

—  dT  =  t  —  rd^Binj  —  t  —  dt 
oder 

dt^dr  —  rd^  sin  j. 

Den  Wert  von  dt  erhalten  wir  durch  Variation  der  Invariante 
der  Tangentialstrahlen 


nach  <^.     Erinnern  wir  uns  dabei  daran,  daS 
dj  dn         du       rcosj 

dy  ay        d^  t 

und  beachten  wir,  daß 

d(  _  ^     'L" 
d^       du     d^ 
80  ergibt  sich  nach  einer  einfachen  Zusammenziehung : 

r  d^~     r*~'~    nt    '^      (^       du 
und  ebenso: 

}_dQ,^_  ■',   3^Q«,^co6V  dl' 

rd^  r« "*" "  n? '  "*"      '('*"  'du' 

r      du  '     n( 

Es  wird  ohne  weiteres  möglich  sein,  in  diese  Fonuel  die  Verhältnisse 

du'       (    cos/ 

du        t*    cosj 
einzuführen,  obwohl  es  sich  hier  nm  eine  größere  Öffnung  handelt, 
weil  die  Korrektionsglieder  Abweichungen  von  einer  höheren  Ord- 
nungszahl ergeben  würden.     Es  gilt  natürlich 

dty+i__dtj_ 

dur+i       dar 
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und   daher  liefert  ans  die  eben  entwickelte  Rekursionsformel   beim 
Vorhandensein  von  k  Flachen  die  folgende  Bezfehtuig: 

wobei  ähnlich  wie  auf  S.  174  die  Beziehung  gilt: 

h,(  t,        tr-\  ti    C08jt_i    C08j'_»  cosj,' 

h,,  K  —  l     t'y—i  tj^        COSJr       C08J,_i  '      '  COSJj 

Nimmt  man  femer  an,  daS  das  einfallende  Büschel  noch  nicht 
mit  Aberration  behaftet  war,  so  fällt  das  erste  Glied  fort,  ond  ■wir 
schreiben 

Gehen  wir  nun  dazu  über,  die  Zcrstreuungsllnle  zu  bestimmen, 
so  müssen  wir  AB.  in  bekannten  GröBen  ausdrtlcken. 


Erinnern  wir  uns  der  Gleichung 

«=t  +  tu 
hei  der  man  sich  auf  kleine  Größen  u  zu  beschi*nken  hatte,  die 
vom  Haaplstrahle  BA  aus  zu  zählen  waren,  so  ergibt  sich  für  die 
Schnittweile  des  unter  u  geneigten  Strahls 
BH=*=(  +  ru, 
und  wir  können  in  Fig.  69  setzen 

-lif=ru, 
Auf   dem   unter   u   geneigten   Nebenstrahle  B,H  nehmen  wir  nun 
ein  ganz  wenig  (auf  du)  geöffnetes  tangentiales  Büschel  an,  wie  es 
auf   diesem  Strahle  B^M  den   tangentialen   Bildpunkt  E  definiert. 
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^>^lä^ge^t  möge  dieser  Strahl  den  Hauptatrahl  BA  in  L  schneiden, 
dann  ist  ortenhar 

und  wir  erhalten  ans  dem  Dreiecke  EHL  nach  Anwendung  des 
Sinussatzes  die  Gleichung 

HL rdu du 

'EE~^E~VL-\-dM' 
Hierans  leitet   sieb,  wenn  man  du  gegen  n  vernachlässigt,  ab 
HE  =  xu 
and    man   erhält   nun   als   Variation   dv   des   tangentialen   Schnitt- 
punktes mit  u 

dT=AS-\-HE=2va, 

d.  h,  wenn  wir  nnn  wieder  für  M  die  Bezeichnung  du  eintreten  lassen: 

dT=2AH=  2  HE=^  2  xdu. 

dt 
Es   hat   also    der    Koeffizient    der  Reihenentwicklung  t  =  ö7~  ^^'^ 

geometrische  Bedeutung  des  Krümmungsradius  der  kaustischen  Kurve. 
Die  auf  einer  in  A  zu  BA  senkrechten  Einstellungsebene  er- 
seheinende tangentiale  Zerstreuungslinie  AQ  =  l^  ist,  wenn  wir  nun 
wieder  den  kleinen  Winkel  statt  mit  du  mit  u  bezeichnen,  durch 
den  Ausdruck  gegeben: 

l^^=AH-\x  =  (ru) ■  u  =  -    ■  u. 

Projizieren  wir  nun  wie  schon  Otter  diese  Zerstreuungslinie  durch 
tangentiale  Basehel  wieder  in  das  Objekt  zurUck,  so  ist  nach  dem 
SuTH-HEiiHHOLTZBcfaen  Satzc,  wenn  wir  den  Flächenindex  hervor- 
treten lassen: 

n;üku/  =  n,(i'"ui. 

Mit  Bezug  auf  die  letzte  Form  des  Ausdrucks  für  dx^   ersieht 
man  leicht,  dafi 


mithin  wird  schließlich 


Vh,^  \cosj,/     * 


"  a»"!"!'  \„,c<>tjj  ,Si\\J     '*'.nl 
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Liegt  im  speziellen  Falle  ein  Ebenensyatem  vor,  so  I&ßt  sk'h 
die  Summe  wesentlich  einfacher  schreiben. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  daß  die  Invariante  J",  in  diesem 
Falle  zu  einer  Konstanten  in  bezug  auf  den  Snmmationsindex  win). 
Femer  erhalten  wir 

1  1    1    /'n,*cos*j,  —  nr'*cos*jV\ 


in  unserem  Falle  wird  ferner 
11, '  eos'j,' 


Q^,j-L^:ir-— •"  jA^ 


womit  die  Vereinfachung  geleistet  ist. 

Gehen  wir  nun  endlich  zu  Neigungen  w  des  Hauptstrahls 
über,  die  klein  von  erster  Ordnung  sind,  so  treten  folgende  Ver- 
einfachungen ein: 

Für  die  im  tangentialen  Bildpunkte  senkrecht  zum  Hauptstrahtc 
angebrachte  Einstellungsebene  erhalten  wir  also  den  folgenden  die 
tangentiale  Zerstreuungslinie  darstellenden  Ausdruck: 

4«=-|(».u,r(i)"-  iC'-y 

Bei  der  Ableitung  des  Ausdrucks  für  die  Zerstreuungslinie  JG 
hatten  wir  angenommen,  daß  die  Einstellungsebene  sich  in  Ä  be- 
finde und  senkrecht  zu  BÄ  sei.  Erteilen  wir  dieser  Ebene  eim; 
Parallelverschicbung  ÄA,  so  wird  die  neue  Zerstreuungslinie  fsiebi' 
Fig.  70) 

A  A 

AG  =  AG-{-AG^. 

Ist  nun  AA  klein  von  einer  liölieren  Ordnung  als  MA,  so  ändert  sicli 
die  Größe  der  Zerstreuungslinie  überhaupt  nicht,  da  ji(?=^  Äff  winl- 
Dieser  Fall  tritt  ein,  sobald  es  sich  um  die  GAusssche  Bild- 
ebene bei  kleinen  ilauptstrahlneigungen  w  handelt.  Die  Komaeiii- 
wicklung  gilt  für  die  ci-ste  Potenz  der  Objektkoordinate  /^ ,  wahrend 
die  Entfernung  der  tangentialen  Bildfläche  (die  Pteilhöhe  A'Ä.  äer 
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tangentialen  Bildfläche)  der  zweiten  Potenz  von  (,  proportional 
ist.  Mithin  ist  HA  als  Größe  erster  Ordnung  AÄ  gegenüber  von 
niedrigerer  Ordnungszahl. 

Um  schlieSlich  noch  die  Zerstreuungslinie  in  der  zur  Haupt- 
achse senkrechten  GrATJSSschen  Bildebene  zu  erhalten,  mußAÖcosw 
gebildet  werden;  in  unserem  Falle  unterscheidet  sich  aber  cos  w  nur 
uiu  eine  Größe  zweiter  Ordnung  von  der  Einheit  und  kann  des- 
wegen  unbeachtet  bleiben. 


Da  wir  uns  auf  Abbildungsfehler  dritter  Ordnung  beschränken, 
so  ist  die  für  li  gegebene  Form  auch  der  Ausdruck  für  die  tan- 
gentiale, die  zweite  Potenz  von  j»  enthaltende  Abweichung  in  der 
GADsaschen  Bildebene,  und  das  Verschwinden  des  Summenausdrucks 
ist  die  Bedingung  für  die  Aufhebung  dieses  Schärfenfehlers  oder 
für  die  Korrektion  der  Koma  im  engeren  Sinne. 

Unter  Berücksichtigung  der  S.  210  angegebenen  ErsatzgrOßen, 
mittels  derer  die  Winkelgrößen  durch  die  Linienkoordinaten  des 
Strahls  ersetzt  werden,  erhalten  wir  auch 


■,'i*' 


mi/. 


Q..A: 


B.  Der  Rinnenfehler. 

Die  tangentiale  Abweichung  in  aaglttalen  Büscheln  erweiterter 
Öffnnng.  Bei  der  Ableitung  der  Schnittweite  /  wenig  geöffneter 
Kagittaler  Büschel  waren  diese  als  ebene  Büschel  aufgefaßt  worden ; 
das  war  für  die  nächste  Nachbarschaft  des  Hauptstrahls  auch  in- 
sofern gUltig,   als  die   den  Hauptstrahl  von  der  Neigung  «  enthal- 

18* 
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tende,-  auf  der  Hauptebene  (Papierebene)  senkrechte  Ebene  den 
voUstftndigen  Kegel  aller  unter  w  geneigter  Strahlen  wirklich  be- 
rührte. Erweitern  wir  nun  die  Öftnung  der  sagittalen  BUschel,  so 
können  wir  nicht  mehr  erwarten,  daß  der  durch  die  benachbarten 
Strahlen  auf  dem  Hauptstrahle  definierte  Schnittpunkt  auch  noch 
der  Vereinigungspunkt  dieser  weiter  geöffneten  BUschel  bleibe.  Wir 
werden  im  allgemeinen  sogar  gar  nicht  mehr  annehmen  können, 
daß  diese  weiter  geöffneten  Strahlen  nach  der  Brechung  den  Haupt- 
strahl überhaupt  noch  schneiden,  Bie  werden  ihn  vielmehr  im  all- 
gemeinen nur  kreuzen;  indessen  kfinnen  wir  mit  Bestimmtheit  sagen, 
daß  zwei  symmetrische  sagittale  Strahlen  sich  in  einem  in  der 
Meridianebene  gelegenen  Punkte  schneiden  werden. 


Die  obenstehende  Abbildung  (Fig.  71)  läfiC  erkennen,  welchen 
Einfluß  diese  Annahme  einer  solclien  tangentialen  Abweichung  weiter 
geöffneter  sagittaler  Büschel  auf  die  Gestaltung  der  Zerstreuungs- 
figur haben  muß.  In  der  Figur  ist  der  Fall  angenommen,  der 
Hauptstrahl  verlasse  die  Mitte  der  öftnnngsebene  mit  einer  endlichen 
Neigung  m'  gegen  die  Achse;  man  erkennt  dann,  daß  eine  Ein- 
stellung der  Auffangebene  auf  einen  jenseits  von  S*«.,  dem  Schnitt- 
punkte der  benachbarten  Strahlen,  gelegenen  Punkt  eine  in  den 
firenzen  der  von  uns  erstrebten  Genauigkeit  parabeltönnige  Aus- 
buchtung erkennen  lassen  muß,  deren  einzelne  Punkte  sukzessive  den 
Elementen  der  Geraden  E^P'E'  entsprechen.  Das  ganze  Büschel  ist 
rinnenförmig  deformiert,  und  diese  Eigenschaft  ist  für  die  Bezeich- 
nung dieser  Abweichung  als  Rinnenfehler  maßgebend  gewesen. 
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Bei  dieser  Lage  der  Einstellungsebene  würde  die  Rinnentiete 
O'tti^tt  die  tangentiale  Abweicliung  des  weiter  geöffneten  sagittalen 
Büscliels  sein.  Bei  Annäherung  der  Einstellutigsebene  an  die  öffnunga- 
ebene  würde  sich  diese  Dimension  der  Abweichung  zunächst  wenig 
ändern,  während  schon  bei  Einstellung  auf  8'  die  E^E'  entspr seilende 
Breit enei-Ht reckung  vollständig  verschwunden  wäre,  ohne  daß  der 
Xatur  der  Sache  nach  das  o'o^  entsprechende  Stück  eine  irgendwie 
beträchtliche  Breite  hätte  erhalten  können.  In  diesem  Falle  würde 
sich  die  Abweichung  allein  in  einer  durch  S'  gehenden,  tangential 
verlaufenden  Linie  kenntlich  machen. 


Fig.  7S. 
W  =  r;     S.8  =  lu:     DV  =  D;     BT=t;     a  = 

rlsltung  der  tangeDlUlen  Zenlreuungslinla  in  Si^ltUlbOi 


^r  ötfunng. 


Der  Angdmok  für  die  Zerstrenangslluie.  Stellen  wir  nun  zur 
mathematischen  Bestimmung  der  soeben  beschriebenen  Abweichung 
diese  Verhältnisse  an  einer  einzelnen  Fläche  dar,  so  sei  zunächst 
der  Hauptstrahl  des  sagittalen  Büschels  mit  dem  durch  die  unmittel- 
bar benachbarten  Sagittai strahlen  definierten  Punkte  S  gegeben, 
dessen  Verbindungslinie  CS  mit  dem  Flächenmittelp unkte  G  die 
Nebenachse  der  Fläche  bildet.  Ein  unter  dem  Winkel  dv  gegen 
die  Hauptebene  (Papierebene)  geneigter  windschiefer  Strahl  durch- 
stoße diese  Ebene  im  Punkte  S,  durch  den  natürlich  auch  seine 
Projektion  oder  Spur  geht,  die  mit  dem  Hauptstrahle  den  Winkel 
dip  cinschliefien  möge.    Die  Verbindungslinie  von  S  mit  dem  Krüm- 
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inungsmittelp unkte  C  liefert  die  Hilfsachse  des  Systems.  Läßt  man 
nun  den  windschiefen  Strahl  um  die  Hilfsachse  rotieren,  so  schneidet 
der  so  entstehende  Kegel  die  Papierebene  im  Hüfsstrahle,  der  natür- 
lich auch  durch  S  geht  und  den  Hauptstrahl  in  T  unter  dem  Winkel 
du  schneiden  mOge. 

Bei  einem  unendlich  wenig  geöffneten  Büschel  bezeiclmeii  S 
und  S  benachbarte  Punkte,  und  das  Stück  SS  ist  der  Enitemung 
ST  gegenüber  eine  kleine  Größe,  denn  ST,  die  astigmatische  Dif- 
ferenz eines  Büschels  endlicher  Neigung,  hat  eine  endliche  Lauge. 
Wir  können  also  ohne  weiteres  setzen,  wenn  BT=t  eingeführt  wird, 


lii  =  (t-/)äü  =  t/[j-^)d 


t/du  Vt      //  nt 

Für  die  Berechnung  der  neu  eingeführten  Größe  t  beim  Cber- 
gange  Ton  einem  Medium  in  das  andere  gilt  eine  Formel,  die  der 
für  die  Berechnung  der  tangentialen  Schnittweiten  verwandten 
analog  ist: 

»  cos*i  _ 

t    " 


=  — Jneosj, 


während  weiter  unten  eine  Formel  angegeben  werden  wird,  die 
den  Übergang  für  diese  Größen  von  einer  Flache  zur  anderea 
vermittelt. 

Für  die  Winkel  du,  du'  gilt  nach  Analogie  der  Tangentialsirahleii 

,  ,       tcoa/ 
du  — -ri  — -.da, 
t  cosj 

und  benutzen  wir  diese  Beziehung,  so  geht  jene  Differenz  über  in 

/COSJ  COBJ       Wt 

Wir  müssen  jetzt  du  durch  dv  ausdrücken.  Der  von  dem 
windschiefen  Strahle  um  die  Hilfsachse  beschriebene  Kegel  schneidet 
aus  der  Kugelfläche  einen  Kreis  aus,  dessen  Ebene  zur  Hilfsachse 
und  zur  Papierebeno  senkrecht  steht,  und  dessen  Peripherie  den 
P^infallspunkt  des  windschiefen  Strahls  enthalt.  Die  Pfeilhöhe  J) 
in  der  Pni)ierebene  gehört  zu  der  Höhe  S  des  Einfall spuiikts  über 
der  Papierebene,    unter    der   dieser  Kreis  durchstoßen    wird,   und 
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«"ir  erhalten,  wenn  wir  den  Radius  dieses  Kreises  vorläufig  mit  31 
bezeichnen : 

nian  kann  nun  ohne  weiteres  E=/-d\  setzen,  da,  wie  wir  oben 
sahen,  die  kleine  Größe  SS  der  endlichen  Strecke  DSapp  =  SiS 
pogenüber  verschwindet,  und  dt  ist  offenbar  gegeben  durch: 

SR  =  r  sin  (^  +  (f  ^  -[-  d<o)  =  r  sin  ^; 
mithin  erhalten  wir 

2  r  sin  g> 

Unter  weiterer  Vemachiassigung  kleiner  Größen  endlichen  gegen- 
über ergiebt  sich: 

,         ,         D    .    ,_-o  ,         ,    .       I>co8a 

du  —  av  =  —  sin  (90"  —  a  —  dM  —  difi}  ^  — - — ; 

da  nun  femer  gilt 

CS  =  /~  *•  '^""J  ==  /^^"J 
cos  a  sin  ^  ' 

so  ist 

,         ,         D(/— rcosj)   .      ,       (fv*/— rcosj" 
du  —  dy>=     ^  ..,   ■    .    '^^siny  =  —    - — r— -— 
y   Binj  '         2r       sinj 

und 

Führen  wir  nun  den  Flächenindex  v  ein,  so  erhalten  wir  nach  dem 
Durchgänge  durch  die  vte  und  vor  der  Brechung  an  der  v-j-lten 
Räche: 

d    '~d     '_  dv,'*/,'  ~r,  Qoajy 
'2         r,  sinj,'      ' 

du.  + , -äv,  + ,  =  ^^ -^'-il-^^ii^^^ti 

^  2  r,4.ismj,  +  i 

und,  da 

<?yiv'^=dv,  +  i;  dvy'=ndv,^i, 

so  ergibt  die  Subtraktion  beider  Gleichungen  die  folgende  wichtige 
Beziehung  zwischen  den  beiden  aufeinander  folgenden  du-Werten: 

r,  Kinj,       J 
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Ferner  ist  ohne  weiteres 

hi.y  +  i^i  IIr< 
und  wir  erhalten  aus 

lii..  +  i=it,  +  i-A  +  i)dn,  +  i 

Da  die  Formeln  zu  unübersichtlich  werden  würden,  eo  empfielilt 
es  sich  nicht,  die  ganze  Formelfolge  durch  Einführung  der  Defi- 
nitionswerte  für/ und  t  in  einen  Ausdruck  zusammenzuziehen,  solange 
man  an  der  Voraussetzung  eines  Büschels  mit  endlicher  Hauptstrahl- 
neigung  festhält. 

In  dem  besonderen  Falle  eines  Ebenensystems  kann  indessen 
ein  Endausdruck  gefunden  werden. 

Da  hier  alle  Radien  =  oo  werden,  so  erhalten  wir  für  die  du 
die  Gleichungen 

düy+,  =  —-^  [ctgi/  —  ctgj,  + 1]  +  du,' 

und 

,    ,       n,eosjV 

du,  ^  -, — -4t  dür . 

n,  coaj. 

Beachtet  man,  daß  hier  wegen 

Jv  +  I=>' 

die  erste  Gleichung  übergeht  in 

du,  +  i^du,', 

80  folgt  unter  Benutzung  dieser  Beziehungen  aus  der  zweiten  Gleichung 

«,'  cos  jV'  du,'  =  fl,  cos  j,  du. 


schließlich 


Jb-'^'^h ^„  ^'h^.hA 


dH,  =  ^,-:i-~-'.3 — dii.= 

llr-l  COSJ  y 


Weiter  ergibt  sieh  für 
,  1 


so  daß  wir  endlich  erhalten: 


r  fcoaj  COSJ,  (n,  cosj,  n,  co3j,J    •■  ' 
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Bildet  man  nun  unter  Voraussetzung  eines  aberrationsfreien 
Objekts  mittels  dieser  Rekursionslormel  das  letzte  Glied,  so  er- 
hält man: 


t  COS  jjt  111  ^^j ,  _  1  Äj  /■  (^H,  cos j, «,  cosj,  Y 


wobei  gesetzt  ist 

Schreibt  man  jetzt,   da  bei  einem  einfallenden  ebenen  Büschel 
rfv,  verschwindet, 

'*Ui= 2    ctgj, 

und   beachtet  die  Beziehung 

A,/ 
so  erhält  man,  wenn  man  auch  für  dv^  wieder  v^  schreibt. 


i/ii/(n,  COSJ,  B,' COSJ,')*' 

Wenn  wir  die  Zerstreuungslinie  in  das  Objekt  zurückprojiziereu 
und  in  dem  Koeffizienten  der  Summe  die  j  durch  die  w  ersetzen, 

so  ei^bt  sich: 

*     Ä,                     ^"* 
I//'*'  =  «,*v,*sinw,  coswt'coB-w,    2   ■"  /■  ~ —  ^ — ; r-,,-5. 

,  — 1  Al/ (».COSJ,«,  COSJ,)' 

Im  allgemeinen  Falle  endlicher  Bad ien  kommen  wir  erst  dann 
zu  einem  geschlossenen  Endausdrucke,  wenn  wir  zu  verschwindenden 
Hauptstrahlneigungen  übergehen,  denn  dann  wird; 

/=£E=t;  cosj=l;  J=M3inj^yQ,; 

h,/_Ä. 

hl/      K" 

und  wir  schreiben  gleichzeitig  u,   für  iu,  und  v,  für  dv,    mithin 


Aus  dieser  Formel  muß  zunächst  lu'  entfernt  werden. 


ti,  s,         '   "    r 
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,    ,  s,vl\s,~r,      sl-i  — r,_i"|  , 

2    Irr  sin  j,     ry—i  6mj,_i  J 


Beachtet  man  nan,  daß  ^t 


'  '-^  ' 

ri_i          »;_,  — '  — " 

80  geht  ans  der  letzten 

Gleichung  hervor 

».'v,'   «,. 

in:  L'— "—      2     v.-TvT-T.i ' 

S»U, 7 ^77—  = 

2      »,«., 

mithin  BehlleBlieh 

»,'v,'    «,. 

_  ,.    ,,-,     ,,r        s,'v,'«,.i 

5,11, : -,,— 

2      ».«.. 

ri_,  »;_,  ■  ■  VL'  ■     21,,«,.  1" 

Da   nun   bei  einem  einfallenden  ebenen  Büschel  wegen  Vi  =  0  die 

allgemeine  Beziehung 

■',v,'«,. 

"l  ~  Vi  ^  -  '       ,.     - 

'           -'«,«„ 

übergeht  in 

ä,v,'«,. 

'       '2».«,;' 

so  erhalten  wir 

■-^■■^- 

Führen  wir  diesen   Ausdi-uck   in  die   ftir  l'ur  entwickelte  Be- 
ziehung ein,  so  lautet  sie-. 


^'i,„+-;^-''^'i,.«„Q,.j-',. 


Dieser  Ausdruck  liefert  uns  wiedemm  eine  Rekursionsformel ,  die 
nir  k  Flächen  zu  dem  Ergebnis  Tührt: 

dabei  mußte,  da  das  Büschel  vor  der  ersten  Fläche  als  eben  an- 
(fcni>mmen  war,  das  bei  der  Entwicklung  auftretende  Im  als  Null 
angesetzt  werden. 
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Projizieren  wir  nun  wieder  mittels  sagittaler  Büschel  die  Zer- 
ctreuangslinie  fuk  in  das  Objekt  zurück,  so  ist  nach  dem  oft  be- 
natzten SMiTH-HELHHOLTZschen  Satze: 

mithin  ^ 

f     _  "i   ^1  ji«__  "i   '*   *i  (1*1 

und  nach  erfolgter  Einsetzung: 

Die  Einstellung  war  zunächst  auf  den  Schnittpunkt  der  benach- 
barten sagittalen  Strahlen  erlolgt;  denkt  man  sich  die  Einstcllungs- 
ebene  vorerst  parallel  verschoben  und  zwar  aus  dem  sagittalen 
Schnittpunkte  in  den  Achsenort  der  GAUSSschen  Bildebene,  so  handelt 
es  sich  dabei  analog  Fig.  64  um  die  Entfernung  S/i  =  r-^ ,  wo  { 
klein  von  erster  Ordnung  ist.  Es  wird  mithin  die  Änderung,  die 
im  und  entsprechend  tn  erfährt,  von  einer  höheren  Ordnung  als 
der  dritter  sein,  auf  die  wir  uns  hier  beschränken. 

In  derselben  Weise  wie  auf  S.  276  stellt  es  sich  heraus,  daS 
wir  auch  die  um  den  kleinen  Winkel  w  erfolgende  Drehung  der 
{■arallel  verschobenen  Einstellungsebene  im  Achsenbildpunkte  hier 
nicht  weiter  zu  berücksichtigen  brauchen.  Unsere  für  4/  gegebene 
Entwicklung  stellt  also  auch  die  tangentiale  Zerstreuungslinie  in 
der  GAUSSscheu  Bildebene  in  das  Objekt  projiziert  dar. 

Fassen  wir  nun  die  beiden,  und  wie  wir  oben  sahen,  einzigen 
tangentialen  Abweichungen  in  einen  Ausdruck  zusammen  und  er- 
setzen gleichzeitig  die  öftnungswinkel  durch  die  entsprechenden 
Ausdrücke  in  den  Strahlenkoordinaten,  so  erhalten  wir: 

Es  ergibt  sich  also  die  bemerkenswerte  Tatsache,  daß  die  beiden 
tangentialen  Abweichungen  etwas  weiter  geöffneter  tangentialer 
und  sagittaler  Büschel  für  Hauptstrahlnelgungen ,  die  klein  von 
erster  Ordnung  sind,  denselben  Koeffizienten  haben  und  dem- 
entsprechend beide  verschwinden,  wenn  einer  von  ihnen  vernichtet 
wird.     Die  Bedingung  dafür  ist  durch  die  Gleichung  gegeben: 

2.frT!^e..e....^.=o. 
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C.  0er  Drelecksfehler. 

Die  tangentiale  Differenz  der  sagittalen  Schnfttweiten.  Wenden 
wir  uns  nun  zu  der  letzten  Abweichung,  so  wissen  wir,  daß  sie  in 
die  sagittale  Richtung  fallt  und  von  dem  Produkt  M'm'  abhängt. 
Erteilen  wir  zunächst  dem  Faktor  m  verschiedene  Werte:  m'  nnd  m, 
so  liegen  auf  den  verschiedenen  in  der  Meridianebene  verlaufenden 
Mittelstrahlen,  wie  sie  zu  verschiedenen  u-Werten  gehören,  je  ver- 
schiedene sagittale  Schnittweiten,  deren  Endpunkte  mit  ^  and  S' 
bezeichnet  sein  mögen. 


in  M'  S"  mit  der  Im  O'  erTlcht«t«ii  Senkrechten  ist  mltO^',  der  ton  M' S"  a 
Ihr  int  mit  O^'  beieichnet  lu   denken. 
Zur  Entstellung  des  Dreiecksfehlen. 


Die  Zerstreuungslinien  L^'  und  i,',  die  den  Bildpnnkten  5* 
und  S'  in  der  in  (/  auf  der  Achse  errichteten  Ebene  entsprechen, 
sind  nun  nach  Fig.  73,  wenn  die  DurchstoBungspunkte  in  dieser 
Ebene  mit  Oj  und  Oj  bezeichnet  werden  für  ein  Büschel  von  der 
Öffnung  V 

Die  Länge  der  Zerstreuungslinie  ist  also  proportional  dem  Ab- 
stände des  Bildpunkts  von  der  Zerstreuungslinie,  der  in  der  ersten 
Anniiherung,  die  für  uns  hier  allein  in  Betracht  kommt,  linear  von 
der  öffnungskoordinatc  m'  abhängt. 

Dieser  Überlegung  zufolge  können  wir  für  eine  rechteckige 
Begrenzung   der  öffnungsebene   die  Zerstreuungsfigur   mittels   der 
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panktiertcn  Umführuiigalinie  charakterisieren,  und  man  erkennt  sofort, 
daB  die  Umgrenzung  der  Abweichungsfigur  die  Gestalt  eines  Drei- 
ecks liat.  Seine  Spitze  wird  durch  den  Schnitt  mit  dem  sagittalen 
Büschel  geliefert,  auf  das  die  GAUSSsche  Bildebene  zufällig  ein- 
(restellt  ist,  seine  der  Spitze  gegenüberliegende  Seite  zeigt  die  uns 
hier  nicht  interessierende  Rinnendeformation ;  die  beiden  andern 
Seiten  endlich  sind  Geraden  (sie  sind  in  der  Figur  versehentlich 
»chwach  gekrümmt  gezeichnet  worden).  Die  Dreiecksbegrenzung 
ist  für  die  Bezeichnung  dieses  Fehlers  als  des  Dreieckifehlers  be- 
stimmend gewesen. 

Der  Ansdrack  für  die  ZerstrenanggUnie.  Gehen  wir  nun  dazu 
über,  diese  Abweichnng  an  der  einzelnen  Flftche  zu  studieren,  so 
haben  wir  der  obigen  Betrachtung  entsprechend  zunächst  die 
Variation  der  sagittalen  Schnittweite  mit  u  (aas  bekannten  Gründen 
auch  du  genannt)  zu  bestimmen. 


Fig,  7*. 

81=/;    BE=J+dj. 

Zar  Abldiung  dM  AunlruckB  [Ur  die  »glltale  ZerstreunnggKnie, 

In  der  obenstehenden  Fig.  74  heben  wir  zwei  Elemente  des 
tangentialen  Büschels  heraus,  den  Hauptstrahl  PA  und  den  mit 
ihm  den  Winkel  du  einschließenden  Nachbarstrabi  ME.  Es  sei  A 
der  sagittale  Bildpunkt  definiert  durch  unmittelbar  benachbarte 
Sa^ttalstrahlen.  Der  Nachbarstrahl  RE  habe  seinen  sagittalen  Bild- 
punkt  in  E.    Wir  führen  analog  dem  frülieren  die  Bezeichnung  ein: 

BA=/;  RE=/-\-d/. 
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Die  Variation  d/  der  sagittalen  Schnittweite  /  mit  du  setzt  sich 
aber  aus  zwei  Teilen  zusammen,  von  denen  der  erste,  aus  dem 
früheren  bekannte  von  der  Änderung  der  Koordinaten  des  Außalb- 
panktg  JE  abhängt,  während  der  andere  die  von  du  abhängige 
Terschiebung  des  sagittalen  Bildpunkta  E  angibt,  die  wir  mit  de  be- 
zeichnen wollen.  Projizieren  wir  noch  die  Punkte  B  und  E  duri'li 
Kreisbogen  um  H  auf  BA,  so  erhalten  wir  die  Punkte  F  und  D, 
und  es  ist,  wenn  wir  d';  =  AD  setzen: 

DÄ=  BA  —  BF  — FD 

—  di  ^/ —  rd  ^  sin  j  —/—  d/ 
oder 

d/=ds  —  rd^Bmj. 

Den  Wert  von  d/  erhalten  wir  durch  Variation  der  Invariante  der 

Sagittal  strahlen : 

*  r  / 

nach  ^.     Wie  vorher  ist  auch  jetzt 

äj  du  du       r  cos  )■ 

d^  d^'         d^  t      '  ■" 

und  beachten  wir,  daß  ferner  gilt 

d/        de     du  .     .       rcosjdg 

ay       du    dg>  t      du 

so  ergibt  eich  nach  einer  einfachen  Zusammenziehnng: 
1  rfQ/- /    .    Jccisj        ''^  _i_  "  C08J    dg 

V ä>~ ~ V*  "*     7t  "/» +7*  ~( "d^ 


und  ebenso 


1  dQ/ J        Jcos/        J         n    coBj"  de' 

Vd^~~r*"^      rt'         /'^~^/''*~{~~d~ä' 


ncosjd;  r  1        cosjl 

"^    /H    -du--^-'^[/^-    Vf}- 

In  diese  Ausdrücke  können  wir  offenbar  die  Verhältnisse 

du'       t  cos/ 

rfu       ('  cosj 
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mit  derselben  Berechtigrting  wie  früher  in  ftlinliclien  Fällen  einfahren 
und  erhalten  mithin,  wenn  wir  gleich  annehmen,  daB  das  Büschel 
vor  Eintritt  in  das  Lineensystem  aberrationsirei  war,  d.  h.  daß 

galt,   die  folgenden  Schlußausdruck: 

w,'cosjVrfs/^h^,  /h,/y  ^  h^,  fKÄ'         (1      cobA 
/t'*V'^V  kW//  .^iii,,Vhiy     ',\/^        rt  )' 

Die  hier  auftretenden  Größen  ■— -  und  t-^  sind    schon   früher 
Kl  K/ 

auf  S.  272  und  S.  281  definiert  worden. 
Beachten  wir  noch  die  Beziehungen 

h|/       '  '  cosjj        li^,  cosjj 

so  können  wir  nach  Erweiterung  der  linken  Seite  des  Schlufiausdrucke 
mit  v^*  schreiben 

A'*'*'Vt"<iUfc'  ("M'ys^  t  ht,  t,(iu,  ' 

Vhi//     *     '   hl,  cosj, 

eine  Umgestaltung,  mittels  derer  wir  leicht  zu  dem  Ausdrucke  für  die 

auf  die  Objektseite  projizierte  sagittale  Abweichung  kommen  werden. 

■Wir  schreiben  jetzt,  wie  auch  früher,    u  für  du,    halten  aber 

daran  fest,  daß  diese  Winkel  klein  sind  von  der  ersten  Ordnung. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  daß  bei  der  Ableitung  gesetzt  war, 

Äf  =  ÄD, 

so  erhalten  wir  offenbar  für  eine  in  Ä  zu  BÄ  senkrechte  Einstellunga- 
ebene  und  unter  Berücksichtigung  der  einleitenden  Bemerkungen 
als  Ausdruck  für  die  sagittale  Zerstreuungslinie  14»: 

Diese  Länge  projizieren  wir  nach  dem  SuiTH-HELMEoi/izschen 
Satze  durch  sagittale  Büschel  in  das  Objekt  zurück  und  sehreiben: 

n  'v  'L'n  =  n  V  rf' 
Unter  Berücksichtigung  von 

erhalten  wir  für  unsere  sagittale  Abweichung  den  Ausdruck: 


,y  Google 


288      König  uod  voa  Bohr,  Die  Theorie  der  aphärischen  Aberrationen. 

4»  =  -/'''v{«.v.)(,.„J2^(5r/yj,4a-551>). 

In  ganz  ahnlicher  Weise  wie  bei  der  Koma  im  Tangential- 
schnitte  läßt  sich  im  Falle  eines  Ebenensystems  anch  die  für  den 
Dreiecksfehler  angegebene  Formel  vereinfachen,  nnd  zwar  wird  in 
dem  allgemeinen  Gliede 

Es  ergibt  sich  also  eine  Form,  die  der  für  den  Komafehler  im 
Tangentialschnitte  sehr  ahnlich  ist. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  kleinen  Hauptstrahlneignogen  w,  so 
wird  von  selbst 

'=/=  s;     cosj,  =  1 ;     j;  =  y^Qrx, 
sowie 

Aus  dem  früheren  {Seite  276)  wissen  wir,  daß  wir  jetzt  unbe- 
schadet der  von  uns  innegehaltenen  Genauigkeit  annehmen  können, 
daß  die  GAUSSsche  Ebene  durch  Ä  selbst  geht  und  auf  dem  wenig 
geneigten  Hauptstrahle  senkrecht  steht.  Es  gibt  uns  also  unser 
Ausdruck 

die  Größe  der  sagittalen  Zerstreuungslinie  in  der  GAUSBschen  Bild- 
ebene. 

Führen  wir  auch  hier  an  Stelle  der  Öffnungswinkel  u  und  v 
die  entsprechenden  Ausdrücke  in  den  Strahlen koordiuaten  ein,  so 
erhalten  wir  die  obige  Beziehung  in  der  nachstehenden  Form: 

Wir  gelangen  also  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse,  daß  die  drei 
Schärf enfehler,  die  für  endliche  Hauptstrahlneigungen  durch  ganz 
verschiedene  Funktionen,  seien  sie  nun  explizite  oder  implizite  ge- 
geben, dargestellt  waren,  für  Neigungen  w,  die  von  erster  Ordnung 
unendlich  klein  sind,  einen  gemeinsamen  Koeffizienten  erhalten,  der 
ihre  Abhängigkeit  von  den  Bestimmungsstücken  des  Systems  aus- 
drückt. 


,y  Google 


Die  drei  Fehler  der  Eoma  i 

Sie  lassen  sich  mithiD  nicht  einzeln  zum  Verschwinden  bringen, 
sradeni  sind  gleichzeitig  Null  oder  von  Null  verschieden,  je  nach- 
de[ii  dorcb  die  Systemkonstanten  die  Gleichung 


prfüllt  ist  oder  nicht.  Mit  anderen  Worten  heiflt  das:  Der  Wert 
dieser  Somme  ist  dafür  maßgebend,  ob  die  Koma  im  weiteren  Sinne 
für  ein  von  der  ersten  Ordnung  kleines  Bildfeld  aufgehoben  ist 
oder  nicht. 

Handelt  es  sich  hier  um  ein  Ebenensystem,  so  lautet  das  allge- 
meine Glied  in  der  den  drei  Komaausdrücken  gemeinsamen  Summe 
nach  Vornahme  der  hier  eintretenden  Vereinfachungen 


Wir  können  diesen  Ausdruck  leicht  so  transformieren ,  daß  er  bis 
auf  eine  Eonstante  zum  allgemeinen  Gliede  der  sphärischen  Aberration 
iut  der  Achse  wird. 

Benutzt  man  nämlich  die  Konstanz  der  Invarianten  i,  und  Jr 
au  allen  Flächen  des  Ebenensystems,  so  lassen  sich  durch  Division 
die  folgenden  beiden  Beziehungen  ableiten: 

y.Sy'h^Xi _     yySyk,x,  __ 

h,x,'y^s^  '     KXrV^St 

Unter  Benutzung  dieser  Gleichungen  nimmt  das  allgemeine 
(■licd  die  Form  an 


«■>  daß  wir  nun  den  bei  der  sphärischen  Aberration  auf  S.  220 
entwickelten  Endansdruk  nur  mit  —  zu  multiplizieren  haben,  um 
die  Schlußform  der  Komasumme  zu  erhalten: 

»i^iVA,/  !/(  \Sr   a:v       s,x,/        s^^'x^Xn^^      n,"/ 
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D.  Dl«  Koma  in  einfachen  Sonderfällen. 

Die  Koma  einer  einfachen  FlS«lie.  Bei  kleinen  Hauptstrahl- 
iieigungen  hatte  der  Komakoeffizient  abgeselien  von  einem  iu  den 
drei  verschiedenen  Fällen  abweichenden  Zahlenfaktor  für  eine  ein- 
zelne Fläche  die  folgende  Form: 

ssQ^xQ^sJ  — . 

Anfler  dem  nicht  weiter  interessierenden  Falle  s^Osind  drei  Fälle 
mfig'lich,  für  die  diese  Größe  verschwinden  kann: 

a)  s  =  r;  d.  h.  der  Objektpunkt  lieg:t  mit  seinem  Bilde  im  Flfiehcn- 
zentrum. 

b)  x^r;  d.  h.  der  Blendenpunkt  liegt  mit  seinem  Bilde  im  Flächen- 
zentrum. 

c)  »'s'  =  ns;  d.  h.  Objekt-  und  Bildpunkt  fallen  mit  dem  aplana- 
ti sehen  Punktepaare  zusammen. 

In  allen  anderen  Fällen  ist  der  Komakoeffizient  von  Kuli  ver- 
schieden. Eine  besondere  einfache  Behandlung  gestattet  auch  hier 
wieder  der  Fall,  daß  der  Objektpunkt  in  unendlicher  Entfemuiig 
liegt;  stellen  wir  uns  die  Blende  beweglich  vor,  so  wechselt  im 
Falle  einer  einzelnen  Fläche  der  Komakoeffizient  sein  Zeichen,  so- 
bald die  Blende  durch  den  Fläclienmittelpunkt  tritt. 

Die  Koma  einer  einfachen  dfinnen  Linse.  Stellen  wir  fQr 
diesen  Fall   den  allgemeinen   Ausdruck   für   den  Koeffizienten   der 


r  _2"-tl„=^L"+l.,_,_"-t2, 


c,e  +  c,s>, 

!  + 


ist.     Ganz  wie    bei    der  Behandlung   der  Verzeichnung   einer  ein- 
fachen Linse  erhalten  wir  für  den  Minimalwert  /^=/^niiii.   "ler  fttr 
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p    -  3"  +  3    V   I      »  +  1     -■  I        »(2»  +  l) 
2(«  +  2)      T"2(„_|_2)-+2(n-l)(.  +  2) 

erreicht  wird,  die  Gleichung 

S.'+6»+l  .'+4n  +  l  (»+!)';.,  I     2n  +  l    V 

4.(.  +  2)  2«(.  +  2)       -T"4«(«  +  2)-   T"2(n  +  2) 

1        ^  («»-!)»         ,   j.      „ 

2(«  +  2)         4(. -!)'(.  + 2)  + 

Aus  den  Werten  Z'  und  P-  läßt   sich   für  jeden   beliebigen  Wert  P 
das  zugehörige  F  finden  durcli 


al>er  man  kommt  bei  einem  gegebenen  Komawerte /"auf  imaginäre 
Durchbiegungen  P,  wenn  r<Cr  ist. 

Die  Abhängigkeit  des  /"-Wertes  von  S  und  S  wird  leichter 
übersichtlich,  wenn  wir  durch  die  bekannten  Koordinatentrans- 
formationen  jene  Gleichung  auf  die  Normalform  bringen. 

Es  ergibt  sich  die  Verschiebung  des  Koordinatenanfangs  nach 
den  Beziehungen 

als  identisch  mit  der  bei  der  Verzeichnung  vorhandenen,  aber  der 
Drehungswinkel  a  folgt  hier  aus 

„2_|_4„_j_l 

«^«■  =  -24+-^- 

Das  SchluSresultat  der  Substitution  ist 


4(.-l)' 

«Ob«!  die  Werte  ii. s  gegeben  sind  durch 


(.+i)(3«+i)+y(.+  ir(3.+i)'-4«'(«+2f 

4»(«  +  2)  ^       ' 

und  daraus  geht  hervor,  daß  es  sich  bei  Werten  ^'C.,t~^T'^  ^^ 
Ellipsen  handelt,   da   sowohl  l^  als  l^  stets  reelle,   positive  Größen 
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sind.     Für  r= 

anfangspunkte  zusammen  and  für/'>— 7 rs  wird    sie   imaffinär. 

4(n  — 1) 

Zu  beliebigen  Betrögen  von  P  gehörige  2S-Wene  definieren 
auf  der  ^^-Ebene  eine  Gerade  aus  einer  paraUelen  Geradenschar. 

6.  Die  Bedingung  für  die  Äberrationstreiheit  eines  Bfischels 

Ton  endlicher  OHnong  und  kleiner  Hauptstrahlneigun^. 

(Die  Sinuabedingung.) 

A.  Der  Beweis  IQr  die  Slnosbedincung. 

Es  handele  sich  bei  einem  sphärisch  für  die  Achsenpnnkte  0 
und  0'  korrigierten,  zentrierten  System  5  um  die  deutliche  Ab- 
bildung eines  Ebenen  Clements  dq  senkrecht  zur  Achse;  dabei  sollen 
Büschel  in  betraeht  kommen  von  einer  endlichen  Öffnung,  die 
durch  eine  kreisförmige  Blende  so  beschränkt  ist,  daß  die  ein- 
tretenden Strahlen  Winkel  w  <  17,   die  anstretenden  m'  <  ü*  mit  der 


Dl«  srhirfe  Abbildung  von  Khaenacnknchtsn  Fiach«n«l(!menten  durch  BOtchcl  eDdllchet  Ötlnuug. 

Achse  bilden  (Fig.  76).  Dann  ist  die  Forderung  deutlicher  Abbildung 
gleichbedeutend  mit  der  Forderung,  daß  jedes  vom  Achsenpunkte  0 
ausgehende  radiale  Linienelement  ciq  in  dq  bis  auf  Abweichungen, 
die  von  höherer  Ordnung  klein  sind  als  dif',  durch  die  ebenen 
Partialb üschel  von  beliebiger,  innerhalb  der  Winkelgrenzen  liegen- 
der Neigung  in  derselben  Größe 

dxf  =  ßd\) 

abgebildet  werde ,  in  der  es  durch  die  Paraxialstrahlen  ent- 
worfen wird. 
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Für  jeden  Öffnungswinkel  u  gelten  nun,  wie  wir  aus  dem 
früheren  wissen,  die  Pomieln  der  kollinearen  Abbildung  in  zwei 
ebenen,  unendlich  wenig  ausgedehnten  Eaumgebieten,  die  wir  als 
langentiales  und  sagittales  Gebiet  unterschieden  haben.  Namentlich 
muß  also  für  jeden  der  beiden  RSume  die  Beziehung 


gehen. 

Die    Abbildung    radialer    Linien elemente    dnrch    tengentiale 

BnscheL  Zeichnen  wir  im  tangentialen  Gebiete  eines  unter  u^V 
geneigten  Eauptstrabls  OB  einen  benachbarten  Strahl  0^B^,  der 
jrtgen  ihn  unendlich  wenig  geneigt  ist,  so  tritt  dieser  aus  dem 
System  als   ein   Strahl  S^'O^'  aus,   der  wiederum  gegen   B'ff  un- 


Auf  der  »cht 
Die  AbblldoiiB  ndltler  Lliüenel« 


endlieh  wenig  geneigt  ist.  Für  beide  Strahlen  gelten  die  Entwick- 
iDiigen  des  Kapitels  UI,  Errichten  wir  also  in  0  und  0"  Senkrechte 
aul  OB  und  B*©*,  die  den  benachbarten  Strahl  in  0,  und  0^' 
«ihneiden,  so  mufi,  wenn  du  und  du  die  unendlich  kleinen  Oftnungs- 
«rinkel  bei  0  und  0'  sind  (s,  Fig.  76),  das  Verhältnis  dieser  Senk- 
rechten df],  drf  sich  darstellen  lassen  durch 


ldj[\   ^  ««if* 
\dti)~n'du" 


'■"'      Ur,. 

Errichten  wir  weiter  in  0  und  O"  achsensenkrechte  Ebenen,  so 
werden  diese  von  den  benachbarten  Strahlen  O^Bj^  und  B^'O^'  in 
den  Punkten  0  und  0'  durchstoßen,  die  eine  Achsenentfemung  dt) 
ond  dtf'  haben;  dt}  ist  alsdann  ein  radiales  Linienelement  von  dq. 
Es  können  femer  die  Dreiecke  00^0  und  (/O^O'  als  rechtwinklige 
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mit  den  rechten  Winkeln  in  Oj  und  0^'  angesehen  werden,  da  die 

benachbarten  Strahlen  nur  geringe,  gegen  —  zu  vernachlässigende 

Richtungsunter schiede  gegen  die  Neigung  der  Hauptstrahlen  haben. 
Wir  erhalten  also  die  geometrischen  Beziehungen 


^-©, 


isudu  ndsinu 

di)/^       fi'cosw'dw'       n'dginu' 


Das  bedeutet,  daß  die  Vergrößerung  zweier  achsensenkrechter 
Linienelemente  an  den  Punkten  0  und  0',  an  denen  ein  das  System 
durchsetzender  Strahl  die  Achse  schneidet,  von  tt  abhängig  ist, 
wie  der  Quotient  der  Variationen  der  Sinns  der  Öffnungswinkel. 

Soll  ßiu  für  alle  Neigungen  m  denselben  Wert  haben,  in 
unserem  Falle  also  dtf  ein  zum  deutlich  abgebildeten,  konjugierten 
Ebenenelement  dq'  gehöriges  radiales  Linienelement  sein,  so  muß 
gelten 

-  -        ndsinu 


wo  ß  der  Wert  der  LateralvergröQerung  für  die  Paraxialstrahlen  s 
ist.     Aus  der  Integration  von 

n'ßd  sin  u'  ^  nd  sin  w 
folgt  aber 

ji'/JsinM'  =  nsinw, 
denn   die  Integrationskonstante  ist  ^0,  weil  u'  gleichzeitig  mit  w 
verschwindet. 

Wir  erhalten  also  als  Bedingung  dafür,  daß  die  Vergrößerung 
;9(u  durch  alle  tangentialen  Partialbüschel,  welche  Neigung  u  auch 
die  zugehörigen,  von  0  ausgelienden  und  in  0'  vereinigten  Haupt- 
strahlen haben  mögen,  konstant  sei,  in  der  Form 


Die  Abbildnng  radialer  Linienelemente  durch  sagittale  Büschel. 
Denken  wir  uns,  daß  Fig.  75  um  einen  verschwindenden  Winkel 
um  die  Achse  des  Systeme  gedreht  sei,  so  besehreiben  die  Strecken  p 
und  p'  Ideine  Teile  von  Kegelmänteln,  und  es  mögen  die  beiden 
Endrichtungen  miteinander  die  kleinen  Winkel  dv  und  dv'  bilden. 
Dies   sind   dann   die  Öffnungswinkel   der  sagittalen  Parlialbüi^che), 


,y  Google 


Die  SiDUabedingong.  295 

die  ein  im  Sa^ttalschnitte  liegendes,    also   zur  Papierebene  senlt- 
rechtes  Linienelement  von  dq  abbilden. 

Auf  Grand   der  Formeln,  die  für  das  Konvergenzverhältnis  in 
Sagittalbttscheln  abgeleitet  worden  sind,  können  wir  Bchreiben 

Dieses  letzte  Verhältnis  läßt  eich  aber  nach  S.  40  ausdrilcken  durch 


Bildet   man    nun  dieses  Verhältnis  sukzessive  für  die  andern 
Flächen,  so  erhält  man,  da  für  ein  zentriertes  System  gilt 

durch  Mnltiplikation  aller  Partialverhältnisse 
dv'      sin«' 

mithin 

dl)' nsinu 

■'^"         dt)        n'sin  w'* 
Man  sieht  hier  ohne  weiteres,  daß  auch  jetzt  wieder  gelten  muß 

wenn  von  deutlicher  Abbildung  eines  radialen  Linienelements  durch 
:>agittalbüschet  beliebiger  endlicher  Neigung  die  Rede  sein  soll.  Es 
eipbt  sich  also 


als  Bedingung  dafür,  daß  auch  die  durch  die  sagittalen  Partial- 
hüi^chel  beliebiger  Haupt  Strahlneigung  herbeigeführte  Vergrößerung 
eines  achsensenkrechten  Linien elements  übereinstimme  mit  der  durch 
'iie  Paraxialstrahlen  herbeigeführten  Vergrößerung. 

Durch  die  beiden  hier  mitgeteilten  Beweise  werden  bei  einem 
ftclisennahen  Objektpunkte  alle  Strahlen  eines  Büschels  betroffen, 
das  wohl  in  der  Meridianebene  den  Öffnungswinkel  V,  in  sagittaler 
Richtung  aber  nur  die   verschwindende  Öffnung  dv  hat.     Um  den 
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Beweis  der  scharfen  Abbildung  eines  solchen  achsennahen  Punkts 
auch  für  ein  endliches  Büschel  zu  führen,  das  in  jeder  Richtung 
die  Öffnung  ü  hat,  gehen  wir  in   folgender  Weise  vor: 

Von  einem  in  der  Objektebene  durch  0  gelegenen,  der  Achse 
benachbarten  Punkte  0  gehe  ein  windschiefer  Strahl  beliebiger 
Richtung  aus.  Alsdann  verbinden  wir  den  Auffallspunkt  auf  der 
ersten  Linsenfläche  mit  dem  Objekt achsenpunkte  0  und  fassen  diesen 
Strahl  als  Hauptstrahl  auf.  Der  oben  betrachtete  windschiefe  Strahl 
ist  dann  diesem  Hauptstrahle  benachbart,  und  wir  können  für  seine 
Projektionen  auf  die  Hauptebenen  des  Hauptstrahls  die  ErgebniiN**' 
von  S.  185  benutzen.  Die  Bedingung  dafür,  daß  der  konjugierte 
windschiefe  Strahl  durch  den  Bildpunkt  0'  gehe,  wird  durch  dif 
beiden  Bedingungen  ersetzt,  daß  seine  bildscitigen  Projektionen 
durch  die  Projektionen  des  Bildpunkts  gehen,  was  im  Vorher- 
gehenden bewiesen  worden  ist. 

Hiermit  ist  der  Beweis  für  die  scharfe  Abbildung  durch  ein 
endlich  geöffnetes  räumliches  Büschel  vervollständigt. 

Dieses  soeben  bewiesene  Gesetz  ist  als  AbbescAc  Sinusbedingung 
bekannt;  es  sagt  aus,  daß  das  Verhältnis  der  Sinus  konjugierter 
Öffnungs Winkel  konstant  und  zwar  gleich  der  mit  dem  Quotienten 
der  Grenzexponenten  multiplizierten  Lateral  Vergrößerung  par- 
axialer  Büschel  sein  muß  innerhalb  der  ganzen  Öffnung,  für  die 
sphärische  Aberration  erreicht  ist,  wenn  von  deutlicher  Abbildung 
eines  achsensenki'cchten  Fläcbenelenients  die  Rede  sein  soll. 

Liegt  der  Objektpunkt  in  unendlicher  Entfernung,  so  ist  sein 
Abstand  j  vom  zugewandten  Brennpunkte  gleich  der  Entfernung  s 
von  der  ersten  Fläche  des  Systems  zu  setzen,  wenn  man  fürs=30 
zur  Grenze  übergeht.  Somit  erhalten  wir,  wenn  wir  für  ß  nach 
(20)  auf  S.  103  seinen  Wert  setzen 

r^in«  1        =  [^  ^  1 

Lsinw'JBz^i»       L«  s  J,=  oo  ' 
und   beachten   wir,   daß  sich   die  Einfallshöhe  h  für  den  weit  ent- 
teniten  Objektpunkt  ausdrückt  durch 

Ä  =  [5sinM],„co. 
so  können  wir  die  Sinusbedingung  in  der  Form  schreiben 

sin  u'         n  ' 

wo  f  und  f  die  Brennweiten  der  Paraxial strahlen  im  Bildraume  sind. 
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Ganz  analog   ergibt   sich   natürlich   auch   für  einen  unendlich 
weit  entfernten  BUdpunkt 


Man  kann  hiernach  leicht  die  Werte  bestimmen,  die  die  Brenn- 
weiten in  den  schiefen  PartialbUscheln  annehmen,  indem  man  von 
der  Fundamentalformei  (18)  auf  S.  103 

tgw" 
sowohl  für  den  Tangential-  als  den  Sagittalschnitt  Gebrauch  macht. 
Fttr  Tangentialstrablen  ist  nämlich 


nu= 


"du'  Ldu'J,„ 


L  den  für  Tangentialstrahlen  allgemein  gültigen  Wert 


und  beachtet ,  dafl  im  Falle  der  Erfüllung  der  Sinusbedingung 
ßiu=ß  2a  setzen  ist,  und  daß  nach  Voraussetzung  n=^0  gilt,  so 
erhält  man,  da  entsprechend  in  unserem  Falle  zu  setzen  ist 

(  =  00=^5 

und  wie  oben 


scblieBlich 
f't 


In  ganz  analoger  Weise  ergibt  sich  für  die  Sagittalstrahlen 


was  wegen 
übergebt  in 


^-^"'        dV  L  dV  J/=oo 


dv 
dv'' 


-f^=f. 
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Analoge  Beziehungen  gelten  für  die  Brennweiten  im  Objektranme, 
wenn  der  aplanatische  Bildpunkt  in  das  Unendliche  rückt. 

E.  Abbe  (2.430.)  hat  1873  den  Sinussatz  als  Bedingung  für  die 
Identität  der  Vergrößerung  durch  verschiedene  Teile  der  Öffnung 
aufgestellt,  und  er  hat  sich  später  dahin  ausgesprochen,  daß  man 
passend  den  Begriff  konjugierter  aplanatischer  Punktepaare  nicht,  wie 
es  sonst  wohl  üblich  war,  auf  Punkte  bezöge,  in  denen  allein  die 
sphärische  Aberration  aufgehoben  sei,  sondern  auf  solche  beschränke, 
in  denen  außerdem  noch  die  Sinusbcdingung  erfüllt  wäre;  denn 
dann  und  nur  dann  habe  ein  Linsensystem  die  Fähigkeit,  von  einem 
zweidimensionalen,  wenn  auch  nur  wenig  ausgedehnten  Flächen- 
element durch  Strahlenkegel  von  endlichem  Divergenz winkel  ein 
deutliches  Bild  zu  entwerfen. 


5;    0'0'  =  dB';    00i  =  df;    0'0,'  =  df. 

e  LäDgMbpmtion  fn  d*r  NBchlanchaJl  eines  Bplan«li»cheo  Ponktepun. 


In  diesem  Sinne  tragen  die  aplanatischen  Punktepaare  der 
Kugel  (der  sich  selbst  konjugierte  Mittelpunkt  und  die  in  der  Ent- 
fernung von  —  r  und  -r  von  ihm  liegenden   konjugierten  Punkte) 

diesen  Namen  zu  Recht,  während  beispielsweise  im  Falle  der 
Reflexion  die  Brennpunkte  des  Ellipsoids  sowie  der  unendlich  tenie 
Punkt  und  der  Brennpunkt  des  Paraboloids  nicht  als  aplanatische 
Punktepaare  zu  bezeichnen  sind. 

Die  große  praktische  Bedeutung  der  Ei'füUung  dieser  Bedingunj^ 
hob  E.  Abbe  später  durch  den  Nachweis  hervor,  daß  sämtliclie 
brauchbaren  Mikroskopobjektive,  die  er  hatte  prüfen  können,  empirisch 
auf  Erfüllung  der  Sinusbedingung  korrigiert  waren.  Die  nähere 
Beschreibung  des  dabei  benutzten  Verfahrens  wird  bei  der  Behand- 
lung des  Mikroskops  zu  bringen  sein. 
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B.  Die  Unvereinbarkeit  der  HERSCHBLSCtien  mit  der 
SiniubedlngUDK. 

Zum  Beweise  ziehen  wir  durch  den  Endpunkt  0  des  radialen 
Linienelements  dp  einen  benachbarten  Strahl  unendlich  wenig  von 
K  verschiedener  Neigung,  der  die  Achse  in  Oj  schneiden  möge. 
Wir  wissen  dann  nach  Analogie  des  früheren,  daß  der  zugehörige 
Strahl  im  Bildraume  die  Achse  in  dem  benachbarten  Punkte  O^' 
schneiden  and  sich  von  der  Neigung  m'  des  ersten  nur  um  einen 
unendlich  kleinen  Betrag  unterscheiden  wird  {Fig.  77). 

Es  gelten  also  rein  formal  die  Beziehungen 

dti  =  dngu;  dti'  =  dj^tgu' 
daher  also 

d)i         dl   tgw' 
In  unserem  Falle,  in  dem  wir  annehmen,   daß  0  und  (/  kon- 
jugierte  aplanatische  Punkte   seien,    und   wo   wir   also   von    einer 
deutlichen  Abbildung  von  dx)  in  dif'  sprechen  können,  ist 


mithin  geht  unsere  Beziehung  Ober  i 

B  =  ^^-  =  ^' 
''dt,        dj  « 
woraus  weiter  folgt 


dt'  ^n'ß*  co%u' 
dj  M      cosm' 

Beachten  wir,  daß  für  die  Tiefenvergrößening  a  der  paraxialen 
Strahlen  nach  S.  105  und  S.  147  die  Beziehung  galt 

dl 
so  erhalten  wir 

,_>       .  .cosm' 

In  Worte  gefaßt,  heißt  das:  Bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung 
eines  von  zwei  aplanatischen  Punkten  tritt  bei  dem  konjugierten 
s^pbärische  Aberration  ein,  weil  die  Verschiebung  d j'  des  Bildpunkts 
im  paraxiaten  Büschel  verschieden  ist  von  der  Verlagerung  d%'  des 
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Achsenschnittpunkts  endlich  geöffneter  Strahlen,   sobald    «  und  u 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  voneinander  verschieden  sind. 
Nur  wenn 

d.  h.  wenn  es  sich  nm  Objekte  in  den  Knotenebenen  selbst  oder  in 
den  negativen  Knotenebenen  bandelt,  oder  wenn 

d.  h.  sobald  ein  unendlich  feraes  Objekt  in  ein  unendlich  fernes 
Bild  abgebildet  wird,  kann  auch  in  Nachbarpunkten  eines  aplana- 
tischen  Punktepaars  die  sphärische  Aberration  aufgehoben  sein. 

In  allen   andern  Fallen  tritt  sphärische  Aberration  ein,    deren 
Ausdruck  wir  in  folgender  Weise  ableiten; 

a  =  d J' -  rff' ^  d£' (^^^  -  l) ; 

\C08M  / 

aus  dieser  Zusammensetzung  geht  hervor,  daß  für  9(  eine  Entwicklung 
von  der  Form  bestehen  muß 

«  =  di  (,,,■' +  €,«"  +  ...). 
Der  Koeffizient  c,   läßt  sich  wohl  am  einfachsten  in  folgender 
Weise  bestimmen 

cobm'      ,  cos'«'  — cos' K  sin*«  — sin' m' 


cos  u  (cos  m'  -j-  cos  m)       cos  u  (cos  «'  4"  cos  «) 


cos  « (cos  «'  -|-  cos  u) 
demnach 

-       2  \  «• 
und  schließlich 


Aus  dieser  Form  sieht  man  zunächst  ganz  allgemein,  wie  unter 
gleichen  Umständen  {«■',  n,  ß)  die  sphärische  Aberration  mit  dem 
Quadrat  des  Öffnungswinkels  u'  auf  der  Bildseite  wächst.  Im  folgen- 
den wollen  wir  uns  auf  den  praktisch  wichtigeren  Fall  beschränken, 
daß  es  sich  um  reelle  Objekte  handele,  daß  also  s  negativ  voraus- 
zusetzen sei.     Alsdann  entspricht,  je  nachdem  der  Ausdruck 

_sin'tt_n'V^>^ 

sin* «'         w'    *C 
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anzanehmen    ist,    d.  h.   je    nachdem   der   öffnongBwinkel   auf   der 

Objekt- 1   ggjjg  größer  sind  als  die  auf  der  5|'?",     ]    Seite,    einer 
BJd-      J  "  ObJek^/ 

\  ot^ßemng    ^^  Objektabstandes  JJ"*^'"'  l  Korrektion  im  benacli- 
\  erkleinerang  Über-  j 

hanen  Bildpunkte. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  an,  daß  das  System  ephäriscb  kor- 
rigiert sei  für  zwei  benachbarte  Punktepaare,  so  gilt  für  beliebige 
endliche  Neigungswinkel  u,  m'  dasselbe  d^',  das  für  die  Paraxial- 
strahlen  giltig  ist,  und  für  das  die  Beziehung  besteht 

dt         n   ■ 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  ein,  die  oben  ganz 
tormat  abgeleitet  den  Zusammenhang  zwischen  dl),  dVj  und  d%,  d^' 
vermittelte,  so  erhalten  wir 

dlj'  ^n'ß'tgu' 
d9  M     tg«' 

Beachten  wir  weiter,  daß  ganz  allgemein  für  die  Vergrößerung  ßtu 
im  Tangentialschnitte  die  Beziehung  bewiesen  war 

dtf'       »cosuiu 

dl)       n'  co»u'  du" 

so  erhalten  wir  aus  der  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke 

n'  sin  udu^  n'*  ß*  sin  w'  du', 
und  es  ergibt  sich  durch  Integration 

—  n'  cos  tt^c-^n'*  ^  cos  «'. 
Bestimmt  man  den  Wert  der  Konstanten  c  aus  dem  Paare  kon- 
jugierter Werte 

60  erhält  man,   wenn  man  1— cosw  durch   den  Sinus  des  halben 
Winkels  ausdrückt 


Sind  also  zwei  benachbarte  Punkte  frei  von  sphärischer  Aber- 
ration, so  ist  die  Sinusbedingung  für  die  halben  Öffnungswinkel 
ertttllt,   eine  Bedingung,   die  sich   mit  der  Erfüllung  der  Sinusbe- 
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din^ng  für  die  ganzen  Winkel  w,  «'  nur  in  den  drei,  schon  oben 
erwäiinten  Fällen  vereinigen  läßt. 
Durch  Benutzung  der  Beziehung 


zur  Vereinfachung  der  allgemein  abgeleiteten  Ausdrücke  erhalt-en  wir 
für  ein  Paar  HsBSCHELscher  Punkte 


cos  —  cos  u 


Fassen  wir  nun  das  Ergebnis  der  soeben  angestellten  Unter- 
suchung zusammen,  so  kommen  wir  zu  dem  Schlüsse,  „daß  gänzlich 
, .unabhängig  von  der  Zusammensetzung  eines  optischen  Systems  und 
,, kraft  der  allgemeinen  Gesetze,  denen  Jede  mit  den  Mitteln  der 
„Dioptrik  her\'orgeb rächte  Strahlenändomng  und  somit  auch  Strahlen- 
, .Vereinigung  unterworfen  ist,  mit  beliebig  weit  geöffneten  Büscheln, 
, .entweder  nur  ein  zur  Achse  senkrechtes  Flächenelement  oder  ein 
„unendlich  kleines  Stüek  der  Achse  selbst  in  ein  entsprechendes 
„scharf  abgebildet  werden  kann.  Die  eine  Anforderung  steht  im 
..Widerspruch  mit  der  anderen,  und  beide  stehen  im  Widerspruch 
.,mit  den  Bedingungen  collinearcr  Abbildung  endlicher  Räume  bei 
,, endlichen  Divergenzwinkeln."    S.  Czapsei  {3.  105.). 


C.   Die  Beziehung  zwischen  dem  Sinussatze  und  der  Aufhebung 
der  Koma. 

Da  der  Beweis  dieses  Satzes  für  endliche  Winkel  geführt  worden 
ist,  so  bleibt  uns  noch  übrig,  ihn  für  kleine  Öffnungswinkel  w  zu 
spezialisieren,  indem  wir  ihn  in  eine  mit  der  dritten  Potenz  von  tt 
abbrechende  Reihe  entwickeln. 
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Für  eine  einzelne  Fläche  gilt  offenbar  nach  S.  40 

n'sin«' n'p 

M  Bin  w       np' 

unter  Benutzung  unserer  für  p',  p  bereite  auf  S.  217  und  218  ent- 
wickelten Atisdrücke 

^  ~ '('  +  °»^' '"')('  ~  ^  ,7,  *■ ''") 

erhalten  wir 

n'.n.j*'_«;.{  /l  1_^^\} 

«sinw       M«' t    ~     ^  \2*'     ns         WJ 

wobei  wir  natürlich  im  zweiten  Gliede  auchA  =  r9J  setzen  können. 
Bilden  wir  nun  das  Produkt  über  alle  k  Flächen  und  berücksichtigen 
nur  die  Glieder  mit  q!>*,  so  bleibt  links  nur  der  erste  und  der  letzte 
Sinus  übrig,  und  wir  erhalten 

Soll  nun  dieses  Produkt  konstant  sein  für  alle  Öffnungen  u^, 
so  ist  die  Bedingung  dafür  offenbar  gegeben  durch 

2,:?i\A,/  ^"'ns      r^MJ    'S* 

Bildet  man  nun  zur  Überführung  dieser  Summe  in  eine  Form, 
die  dem  für  die  sphärische  Aberration  entwickelten  Ausdrucke  ähn- 
licher ist. 
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SO  erhält  man  wegen  Qx—Q,^ — -|a;— sj  =  -j— , ^a:'  — s'| 

s'x      s    sx      s* sx  s  (x^s) 

mithin 

Diese   letzte  Summe  ist  aber  so  beschaffen,    daß   sich  iu  Uu*   alle 
Glieder  bis  auf  das  erste  und  das  letzte  fortheben,  also 

Die  Sinusbedingung  ist  aber  für  Systeme  aufgestellt,  die  wirk- 
liche Objektpunkte  aherrationsfrei  abbilden,  mithin  gilt  afc'  =  0=n,, 
und  wir  erhalten  für  diesen  allein  in  Betracht  kommenden  Fall  den 
Ausdruck  für  die  Erfüllung  der  Sinusbedingung  in  der  Gleichung 

die  sich  nacll  Fortlagsong  des  konstanten  Falltora  --  aucll  schreiben 


2   (h]'j^'',^A±. 


Beachten  wir  nun  noch  die  auf  S.  145  angegebene  Beziehung 


so    geht    wiederum    nach  Fortlassang    eines    konstanten    Faktors, 
„  ■  _ö~  nämlich,  die  Gleichung  über  in  ihre  endgiltlge  Form: 

»~i  VA,y  Vi  'WS 

Wir  sehen  also,  daß  die  Erfüllung  der  für  kleine  Öffnungs- 
winkel spezialisierten  Sinusbedingung  gleichbedeutend  ist  mit  der 
gleichzeitigen  Annullierung  aller  drei  für  kleine  Hauptstrahlneigungen 

spezialisierten  Koraaausd rücke. 
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D.  Die  KERBBRschen  Sumnienforineln  für  die  Abweichungen  von 
dem  Sinusverhältnis  bei  endlichen  öffnungswinkeln. 

Bei  den  meisten  optischen  Systemen  muß  die  Vergrößerung 
mer  beliebigen  Zone  gleich  sein  der  Tür  die  paraxialen  Strahlen 
peilenden,  nnd  da  die  Vei^rrö^'^'T^iig  ausgedrückt  wird  durch  das 
ViThältuis  der  Sinus  der  Öffnungswinkel,  so  soll  sein 

Bei  sphärisch  korrigierten  Systemen  gilt 


(ilsLi  sollte  unter  Benutzung  der  S.  78  eingefülirten  Größen  €,  e'  die 
Beziehung  bestehen 

hf. Ä^'  sin  Mj' e^' 

k^        8,  sin  w,         6^  " 

Betrachten  wir  zunächst  einmal  das  Verhältnis  e^' :  t„  so  wird 
'lies  in  sphärisch  korrigierten  Systemen  in  der  Regel  von  dem  vor- 
{Tpschriebenen  Werte  abweichen,  und  es  wird  tatsilchlich  die  Be- 
ziehung bestehen 

Drücken  wir  nun  in  der  auf  S.  78  eingeführten  Identität 

sin  u'  +  sin  i'  =  sin  w  +  sin  t  +  Z> 
'^int'  durch  sin  «'  und  sini  durch  sinw  aus  und  führen  die  e,   e'- 
Werte  ein,  so  ergibt  sich 

e'  =  e-\-rD. 
Femer  wird  die  Definitionsgleichung  für  8,^i 

«,  + 1  ^  «,'  —  d, 
nach  Multiplikation  mit  sin  uj  in  die  Form  übergeführt 


Rein  tormal  besteht 
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also  ist  , /,       d,\   ,    bs'drßmur' 

'■+■-"■  l'-?i+ — ? — • 

Nun  besteht  aber,  wie  wir  aus  dem  früheren  wissen,  die  BeziehniiK 
h±l  =  ^''  —  ^  =  \  —  ^ 

hy  Sy  S''    ' 

also  auch 

und  wir  erhalten  die  Rekursionsformel 

e',  + 1      ej r»  4  1 D,  + 1       bs^'d,  sin  u,' 

Y,''+x~Ty~'  ''K+'i         ■"  (s/  —  dy)K' 
Summiert  man  alle  diese  auf  die  einzelnen  der  k  Flächen  eine.- 

zentrierten   Systems    sich    beziehenden   Ausdrücke   von   v^l    bis 

»■  =  ft  — 1  nnd  fügt  noch  die  Identität  hinzu 


so 

ergibt 

sich 

h 

h 

K    ' 

mithin 

i 

- 

= 

i 

t<i 

s/  Sin  Hy 
-d,}K 

i>«*'= 

K 

1. 

2 

ryD 

+:i:^ 

b.._ 

sin«,'! 

-i,  }■ 

Damit  ist  aber  auch  die  sphärische  Differenz  der  Vei^rößening 
bestimmt,  denn  wenn  wir  in  Anpassung  an  die  tatsächlichen  Ver- 
hältnisse setzen 

sin  «,,'  -)-  b  sin  u^' A^    s^ 

win«i  A,    Sj" 

so  können  wir  die  identische  Beziehung 

sin  «„' Ä,  e„' »,  e^' 

sin  Mj       «jj'  ßj        s^'  «,  ' 
zu  Hilfe  nehmen  und  schreiben 

Aj  «j  _  b  sin  Wj'  _  s,  rt^      b  et'\  f        bsA 
Ä^ «;     "sliT^" '~i^'\k,       ejy  ~ 's;) 
Nach  Auflösung  der  Klammer  ergibt  sich  dann 

bsin  Uj' Si  /'bCfc'   i^Aj  b»j'      bCj'bsi^ 

sin  Wj        s^  \  Cj        Aj  «j'        c,     s^'  / " 


,y  Google 


Die  vier  Fehler  der  sphllriachen  Aberration  im  engeren  Sinne.       307 
Ist  das  Objekt  unendlich  entfernt,  so  erhalten  wir 
1^ b  sin  u^'       i_  /bejt'  ,  h^  bs^'  _  be^'  bs^\ 

Handelt  es  sich  Bchließlich  um  Systeme  ohne  sphärische  Aber- 
ration, so  verschwindet  bs^,   und  wir  gelangen  zu  der  SchluBfomi 

bsin«.'       s,be/  \s.W   *    A,       ^    ,  *~'ft,  ,  bs/sin«,'l 

-. ■  =  — = ir-     2,   7-r,Dr-\-    2ä  r""» — ; — 3 —  • 

smi(^        Sj    e,  ej«jÄjL»=iÄ,  *  =  iAv        s» — o»   J 

Dabei  ist  bs,'  aus  S.  80  zu  entnehmen. 


7.  Die  Ton  der  dritten  Potenz  des  Offnungswinkela  abhängigen 

Aberrationen  auDeraxialer  Funkte. 
(Die  Tier  Felder  der  sphärischen  Aberration  im  engeren  Sinne.) 

Berücksichtigen  wir  nun  auch  die  nächste,  dritte  Potenz  der 
ÖHnungskoordinaten  in  der  Absicht,  die  Bedingungen  darUr  autzu- 
stelleu,  daQ  auch  so  weit  geöffnete  Büschel  an  dem  Zustandekommen 
eines  scharfen  Bildes  beteiligt  sind,  so  kommen  die  folgenden  vier 
Glieder  der  Entwicklung  in  Betracht: 

und  auf  Grund  einer  Überlegung,  die  der  bei  der  Koma  angestellten 
analog  ist,  erhalten  wir  das  Ergebnis,  daß  von  diesen  Gliedern  zur 
tangentialen  Abweichung,  beitragen 

m'  und  mif" 
DDd  zur  sagittalen 

m'M  und  Jf». 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Aufstellung  der  Ausdrücke  für  diese 
drei  Glieder   im   einzelnen,   so   behandeln   wir   zunächst  das  Glied 


A.  Die  sphärische  Aberration  des  tangentialen  Büschels. 

Setzen  wir  ftlr  die  Schnittweiten  BD,  BD^  benachbarter  (unter 
kleinen  Winkeln  n,  2u  gegen  den  Eauptstrahl  BA  geneigter)  Strahlen 
den  folgenden  Ausdruck  an,  der  ein  Glied  mehr  berücksichtigt,  als 
es  bei  der  Koma  nötig  war. 


(^(  +  tu-t-  qu'. 
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so  ist  die  darch  den  hier  betrachteten  Fehler  verursachte  Zunahme 
der  Zerstreuungslinie  lg  gegeben  durch 

^  =  qu-.u, 

.  und  ee  ist  jetzt  unsere  Autgabe,  (j  durch  bekannte  Größen   auiizu- 
d rücken. 

Es  ergibt  sich  als  Verschiebung  des    Schnittpunkts   des    onler 
u  geneigten  Nebenstrahls  auf  dem  Hauptstrahle  BÄ 

und  als  Zuwachs  dieser  Verschiebung,  wenn   man   auf  dein  ersten 
Nebenstrahle  ein  ganz  wenig  (auf  da)  geöffnetes  Büschel  annimmt, 
wie  es  den  tangentialen  Bildpankt  Ä,  definiert, 
DF=^dt'=xdu  +  2qu  liu. 


Ganz  wie  bei  der  Komaentwicklung  erhalten  wir  durch  Anwendung: 
des  Sinussatzes  auf  das  Dreieck  Ä^DF 

UJi=ru4-2qu', 
mithin 

dTo,„  =  .i  D  +  i).i,  =  2tu  +  3  q  u*. 
Unter  Berücksichtigung,  daQ  3qu*  von  höherer  Ordnung  klein 
ist  als  2 tu,  ergibt  sich  dTo,u,  nämlich  die  Entfernung  zweier  auf- 
einander  folgender    tangentialer   Bildpunkte    gleich    dem   bei    der 
Koma  eingeführten  dt. 

Für   den    zweiten,    unter   2u   geneigten   Kebenstrahl  B,I?j  er- 
gibt sich 

AA^  =  ((To,a„^  4ru  +  12qu* 

ÄÄ^  =  dTo,u  =2tu-i-    3qu' 
J,J,  =  dTi,„  =2i:u+    9qu'. 
Wir   haben    hiermit    die   Verschiebung   des   tangentialen  Bild- 
punkts  zweier   um   u   gegeneinander  geneigter   Strahlen    auf  dem 
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ersten  Nebenstrahle  abgeleitet.    Wollen  wir  jetzt  die  Variation  dieser 
Vernehiebung  finden,  so  haben  wir  zu  bilden 
(i»t^dTi,„  — ÄTo^a  =  6qu', 
also  scblieölich  ,    ,_ 

1  <rx 

Bilden  wir  jetzt  den  dritten  Dlfferentialquotienten  der  Invariante 
/mich  d^  und  multiplizieren    ihn  mit  r~',    so    erhalten  wir  nach 

finigren  Vereinfachungen,  die  prinzipiell  keine  größeren  Schwierig- 
keiten bieten, 
1W_       Q,    I    ,'■■«,'-/■  J'g,  C03JY.CO.V  \d. 


3ncr>a*j/dx'^ncos*j  d^t 
l"       \d^  "^^(*~d"u«* 


Bildete   man   jetzt   die  Differenz   für  die  Werte   nach   und  vor 

d'r 
der  Brechung,   so  wtlrde   man   zu   einer  Eeltursiousformel   für  ^— ^ 

kommen,  die  für  endliche  Hauptstrahlneigungcn  gültig  wäre. 

Beschranken  wir  uns  indessen  gleich  auf  Hauptstrahlueigungen, 
die  von  erster  Ordnung  unendlich  klein  sind,  so  haben  wir  zu  be- 
achten, daß  /  und  -j—  ebenfalls  von  der  ereten  Ordnung  unendlich 
klein  werden,  so  daß  ihre  Produkte  als  Größen  zweiter  Ordnung 
zu  vernachlässigen  sind. 

Erinnern  wir  uns  daran,    daß  unter  dieser  Voraussetzung  gilt 
t  =  s^/;     coBj=l, 
sn  sehen  wir,  daß  der  Ausdruck  zusammenschrumpft  in 


-3Q,»z)- 


Hieraus  läßt  sich,  wenn  man   den  Objektpunkt  ah  errat  ionsfrei 
annimmt,  der  Ausdruck  ableiten 

Für   die  Zerstreuun^linie   im   Bilde    erhalten    wir   also    unter 
Benutzung  der  oben  abgeleiteten  Beziehungen: 
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Wenden  wir  ntin  in  bekannter  Weise  den  Shith-Uelhboltz- 
sehen  Satz  an,  80  erhalten  wir,  wenn  wir  wie  früher  da^  dnrch  Uj' 
ersetzen,  infolge  von 

für  die  in  das  Objekt  projizierte  ZerGtreunngslinie 

tzung  von 

»ij 

'         Sj  —  Xj 

Bezeichnnng 


und  nach  Einsetzung  von 

u 
in  der  anderen  Bezeichnnng 


B.  Die  tang:entlale  Differenz  des  Rlnnenfehlers. 

Die  in  tangentialer  RiehWng  sich  erstreckende  Rinnentief e  6i  t 
eines  eagittalen  Büschels  ändert  sich  bei  einer  Variation  von  ^u. 
und  zwar  nimmt  eie  um  dl'ui,  zu. 

Differenzieren  wir  zur  Ableitung  von  dlj/»  die  Invariante 

j,_   nlii        JHdü   1 

/cosj  cosj    »t 

□ach  ^,  mnltiplizieren  das  Resultat  mit  r~^  und  bilden  die  Differenz 
der  Werte  vor  und  nach  der  Brechung,  so  erhalten  wir,  wenn  »ir 
beachten,  daß 

J*t<fu 

COSJ 

an  und  für  sich  bei  der  Brechung  invariant  ist, 

,»_^' ^'^fjjJ jCOSJdTl 

ß  rfu  COSJ   L       n*t*  nt'<  tiuJ 


COSJ  \ 

i/eoB*j  /'cosj   '      /*idu 
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Dabei  entspricht  das  Symbol  -r—  bei  den  t- Werten   genau  der 


dT  , 


■  da" 


Größe  —  bei  den  Strecken  (. 

E'ühren  wir  zur  Abkürzung  das  leicht  verständliche  Symbol  ein 

D  //—  >•  cosj'^  ^/r  — r,coaj;     /._i— r,_icoe/,-i 
y  \    rsinj    /  i-,sinj,  r,_isinjt-i        ' 

so  läßt  eich  die  aus  der  Ableitung  des  Rinnenfehlers  bekannte  Ober- 

^angsformel  s.  S.  279  schreiben 

2     •■  \    mm)    I 
und  Ihre  Differentiation  führt  auf 

^  =  _ ^ i) /(/-^PosJ)(t-*-cosj)\  _ ^  ^ _p (     1     \ 
Am,  2     -  \  r*sin*j  /         2     du,  r  VrsinjV 

an,_i  r  \    rsinj    /       flu,_i 
Differenziert  man  nun  die  beiden  Invarianten 
tiu 


sfi   ei^bl   sich,    wenn    man    die   Differenzen    vor   und   hinter   der 
brechenden  Fläche  bildet, 

'— it«u  coBJ,— 1   L         r— mt  ',_iircosj     >■— i  tt   ouj 


Dnrch   ein  Verfahren,    das  dem    bei   der  Koma   im  engeren  Sinne 

dr 
eingeschlagenen  ganz  und  gar  analog  ist,  erhält  man  für  -i  -  die 
Differenz 

.  «cofl'j  dT         r     eos-j 

Aus  der  Differentiation  der  Übergangsformeln   geht  schließlich 
noch  hervor 

<iu,^i       <iu,+  i       ^  ^    ou,+i       «u,^-i       ^  dur+t 
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und  d  hir+i dl'iiy 

d\i,^i         daj  ' 

Hiermit  ist  ein  Gleichung:s8ystem  geliefert,  das  gestattet,  die 
bei  der  Variation  von  l'ut  nach  du  vorkommenden  Größen  snkzepsive 
zu  berechnen. 

Gehen  wir  jetzt  zu  kleinen  Hauptstrahlneigungen  aber,  so  lassen 
sich  auch  jetzt  bei  dieser  Abweichung  die  Fonneln  explizit  darstellen. 

Unter  Vemachlässigung  kleiner  Größen  von  höherer  Ordnung 
finden  wir 

r    S*  d\l  "    T      ^  r  tiS  du,    '  flS 

sowie  ferner 

du,  2    r\ylQl^/^  da',-1 

and 

(I'uk-i  ^  d-a,-i 

du'r  —  i  du,  —  i 

Setzt  man  diese  letzte  Beziehung  in  die  vorige  ein,  so  erhält 
man,  wenn  man  die  durch  D  angedeutete  Operation  ausführt,  die 
sehr  einfache  Rekiirsionsfonnel 

d^M,       dy,^  '''^Ql,  ^  d'-u..^.  dvLi    st-iQl-x,, 

dä;~^~2'y',Q^^^      "du.-,  +       2      j,i_,Qi_,^; 

Vor  der  ei-sten  FlHche  verschwindet  dieser  Ausdruck,  weil  er 
die  Variation  der  Konstanten  Vi  "^ch  u  bedeutet,  und  so  wird 
sehlicBlich 

d'u,_      dv,*  s^Q^ 
du,  ~        2     yfql^  ■ 

Und  wenn  man  diese  GrÖ0e  ebenso  wie  den  Wen  von  s,du,  aus 
der  Entwicklung  des  Rinnen felüers  in  den  ersten  Ausdruck  einsetzt, 
so  kommt  man  zu 


rV-du" 


^'"     .,«dv-e;,j-^  +  |.,=dv.'(2;.j-^ 
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Unter  Annahme  von  k  Flächen  erhalten  wir  für  die  Zerstreuungs- 
iinie  nach  der  ftten  Brechung; 

und  wenn  wir  dies  mittels  der  Gleichung 

in  bekannter  Weise  in  das  Objekt  projizieren,  so  erhalten  wir  den 
Ausdruck 

ft  =-|^K".)(«.'.):l(l:)«:.^i 


in  der  einen,  und 


in  der  andern  Schreibweise. 


C.  Die  zweite  tangentiale  Differenz  der  safflttalen  Schnittweite. 

Heuen   wir   zur  Darstellung   der  Abhängigkeit   der   sagittalen 
Sc iiiiitt weiten  von  u  die  Reihe  an- 

so  ist  der  Zuwachs  der  sagittalen  Zerstreuungslinie,  der  sich  auf 
die  zweite  tangentiale  Differenz  der  sagittalen  Schnittweiten  zurück- 
führen läßt,  gegeben  durch 

uud  wir  erhalten  ohne  weiteres  für  I  die  Beziehung 
^'"2rfu*- 


wir  die  /-Invariante  zum  zweiten  Male  und  multiplizieren  das  Er- 
gebnis mit  r~*;  sodann  erhalten  wir  nach  einigen  Zusaninienziehungen 
den  Ausdruck 
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.    Jicosj  .   cosj  Q,       Idg       2h*cos'j f  ds\'        Q,     dg  di_ 

■*■    ('/»    rfu" 
aus  dem  sich  eine  Kekursionsformel  für  endliche  Haaptstrahlneignn gen 
ableiten  ließe. 

Der  Übergang  zu  kleinen  Neigungen  liefert  anmittelbar,  wenn 
nnendlich  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  Teruachlässigt  werden: 

5'  au  BS 

woraus  sich  unter  Voraussetzung  eines  aberrationsfreien  Objekts  die 
Beziehung  ableiten  Iftflt 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  der  Zuwachs  der  Zerstieuüngs- 
linie  im  Bilde  gegeben  dnrch 

und  wenn   man   ihn   in    bekannter   Weise   durch  Anwendung  der 
Gleichung 

r      'r'  rW 

auf  das  Objekt  zurUckbezieht,  so  ei^ibt  sich 

ri«=-|^(..u.).(,.v.)J_(^)V.^i. 

and  in  der  anderen  Schreibweise 

D.  Die  sphärisch«  Aberration  des  sagittalen  Büschels. 

Ist  die  Longitudinalaberration  O/'v'*  des  sagittalen  Büschels  l>c- 
stimmt,  so  erhält  man  die  dazu  gehörige  Zerstreuungslinie  i},,  durch 
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Die  gesuchte  LSugsabweichung  des  Schnittpunkts  zweier  sagit- 
isler  Strahlen,  die  gegen  den  Hauptstrahl  die  Neigung  dv  haben, 
gegenüber  dem  Vereinigungspunkte  benachbarter  Sa^ttalatrahlen  ist 
aber,  wenn  man  Größen  dritter  Ordnung  berücksichtigt,  gleich  der 
tangentialen  Variation  ds  der  SagittalBchnittweiten  für  eine  Änderung 
da  der  Hanptstrahlneigung. 

Wir  haben  also  die  Formeln  des  Dreiecksfehlers  anzuwenden 
anf  das  bei  der  Behandlung  des  Binnenfehlers  durch  du,  t  ge- 
kennzeichnete BQschel  und  erhalten 

^»       wt      ri_coyi 

'_P  cos;,       '  L/*        rt  } 

dabei  sind  für  endliche  Hauptstrahlueigungen  die  Werte  für  t,  und 
du,  sukzessive  der  zum  Rinnenfehier  gemachten  Rechnung  zu  ent- 
nehmen, und  es  ist  nur  zu  beachten,  dafi 

dsy'  =  dg,+t 
gilt. 

Für  unendlich  kleine  Hauptstrahlneigungen  ergibt  sich 

A-^dg=  —  s,düyy,Qy^Q,,J  — 


und  wegen 

--^-•^ 

»,'dy,'  — !,dv. 

schüeßlich 

<-:^.-w..^.i. 

ivorans  wir  nach  AnwenduBg  der  Rekursionsformel  erhalten 

Unter  Benutzung  der  Gleichung  «j'Tj'iir/*'=MiVi-I'j/r  ergibt  sich 
nun  je  nach  Wahl  der  Bezeichnung  entweder 
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«1  2  (a;^  —  sJ'.^A  Aj  /         '  ns 

Für  kleine  Hauptstrahlneigungen  w  zeigen  also  diese  vier  ganz 

Terechiedeneii ,  auf  die  sphärische  Aberration  im  engeren  Sinne 
zurückzuführenden  Fehl eraus drücke  die  Eigentümlichkeit  eines  ge- 
meinsamen Koeffizienten.  Er  ist  mit  dem  identisch,  den  wir  beim 
Kadius  des  Zerstreuangskreises  eines  Ächsenpunkts  gefunden  hatten. 
Alle  vier  Ausdrücke  der  sphärischen  Aberration  verschwinden  also 
gleichzeitig. 

Die  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  entwickelten  Methoden, 
bei  endlichen  Uauptstrahlnelgnngen  die  Zerstreuungslinien  für 
Öffnungswinkel  bis  zur  dritten  Ordnung  zu  bestimmen,  gestatten 
uns,  über  die  Korrektion  außeraxialer  Punkte  die  folgenden  Be- 
merkungen zu  machen. 

Während  bei  einem  zentrierten  sphärischen  System  die  Lage 
des  Objektpunkts  auf  der  Achse  eine  bildseitige  Strahlen  Vereinigung 
bis  zu  den  Gliedern  dritter  Ordnung  gewahrleistet,  müssen  vier 
Bedingungen  erfüllt  sein,  um  für  die  Abbildung  eines  außerasialen 
Punktes  von  endlichem  Achsenabstande  dieselbe  Schärfe  zu  sichern. 
Unter  diesen  vier  Bedingungen  ist  eine  eine  astigmatische,  und  die 
drei  übrigen  sind  Komabediugungen. 

Für  einen  sphärisch  korrigierten  Achsenpunkt,  d.  h.  nach  der 
Erfüllung  einer  einzigen  Bedingungsgleichung,  geht  die  Schärfe  bis 
zu  den  üliedern  fünfter  Ordnung,  um  dieselbe  Schärfe  für  das 
Bild  eines  aufieraxialen  Punkts  \'on  endlichem  Achsenabstande  zu 
sichern,  muß  man  außer  jenen  vorgenannten  vier  Bedingungen 
noch  weitere  vier  Bedingungen  für  die  sphärische  Aberration  im 
engeren  Sinne  und  fünf  erweiterte  Komabcdingungeii  erfüllen.  Diese 
letzterwähnten  entsprechen  den  fünf  Öffnungsgliedern 

m*;  m''M;  m'Jf^  m3f ;  M\ 

die  mit  der  ersten  Potenz  von  l  Produkte  fünften  Grades  bilden. 
Für  Punkte  in  nächster  Nähe  der  Achse  ist  der  Astigniatisinos 
von  selbst  gehoben,  die  Beseitigung  der  sphärischen  Aberration 
fällt  mit  der  Hebung  der  spliftrischen  Aberration  in  der  Achse  zu- 
sammen, und  die  Erfüllung  der  acht  Komabedingungen  wird  durch 
die  Herbeiführung  der  Konstanz  des  Sinusverhältnisses  geleislei: 
es  bleiben  also  niu-  zwei  Bedingungsgleichungen  übrig. 
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S.  Die  SEiDELsche  Theorie  der  Aberrationen  dritter  Ordnung. 

A.  Die  KERBBRsche  Ableltunsr  der  l&al  SElDCLschen  Bild- 
fehler. 


i  wir  in  den  für  den  allp:emein8ten  Fall  der  Brechung, 
den  eines  windschiefen  Strahls,  im  II.  Kapitel  S.  62 — 64  entwickelten 
KEBBEBgchen  Formeln  die  trigonometrischen  Funktionen  durch  ihre 
Reihenentwicklungen  und  berücksichtigen  dabei  nur  Glieder  dritten 
Grades,  »o  erhalten  wir  schliefilich  die  allgemeinsten  Ausdrücke  für 
die  Abweichungen  von  den  ßAüSsschen  Werten,  die  bei  Berück- 
sichtigung der  sphärischen  Aberrationen  in  dem  definierten  Sinne 
möglich  sind. 


ng.  79. 
l;    EQ  =  m:    00^  =  l  =  g;    OS.  =  g;    R0„  = 

Zur  KERBB»rheD  AtlelluDg  der  SBiDBUCben  BUdfch 


■■O;      OO^Bs. 


Soleher  Ausdrücke  sind  drei  vorhanden,  und  zwar  wie  man 
sich  an  der  Flg.  79  versinniichen  kann,  einmal  der  für  die  langt- 
tudinale  Abweichung  ds,  wie  wir  sie  z.  B.  im  Falle  der  sphärischen 
L&ngsaberration  für  Achsenpunkte  bcliandelt  haben,  sodann  der  für 
ilif  tangentiale  6g  und  der  für  die  sagittale  ÖG,  wie  sie  in  den  ein- 
zelnen, vorher  untersuchten  Fällen  bestimmt  worden  sind.  Diese 
drei  Abweichungen  sollen  hier  der  Reihe  nach  behandelt  werden, 
und  zwar  wird  es  sich  zeigen,  daß  die  beiden  uns  namentlich 
interessierenden  letzten  Abweichungen  durch  sehr  einfache  Rela- 
lionen  mit  der  longitudinalen  verbunden  sind. 

Die  longitudinale  Abweichung.  Erinnern  wir  uns,  daß  wir 
ini  allgemeinen  Falle  die  Balinbeatimmung  eines  windschiefen  Strahls 
durch  Einführung  der  Einfallsebene  reduziert  hattcTi  auf  die  Bahn- 
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bestimmung   eines   in    dieser   Hilfsebene   verlaufenden,   von   einem 
Achsenpunkte  ausgehenden  Strahles,  so  wird  es  offenbar  angängig 
sein,   hier  von  unserer  Entwicklung  der  Longitudinalaberration  ö 
für  Achsenpunkte  Gebrauch  zu  machen. 
Unter  Benutzung  der  Beziehung 

•  s         »**    * 

läßt  sich  die  S.  218  behandelte  Invariante  auch  schreiben 

Dem  Winkel  w  in  diesem  einfachen  Falle  entspricht  in  der 
Einfalisebene  des  windschiefen  Strahles  der  Winkel  v,  der  auf  S.  64 
durch  (He  Beziehung  definiert  ist 

cos  V  =co8  (e—y)  cos  d, 
die   bei  unserer  Beschränkung  auf  dritte  und  niedrigere  Potenzen 
übergeht  in 

dv*  =  (d€  —  dyy-^dd\ 

Wie  im  Vorhergehenden  wollen  wir  jetzt,  wo  wir  wissen,  daß 
es  sich  nur  um  kleine  Winkel  handelt,  diese  wieder  mit  v,  e,  y,  ^ 
bezeichnen.  Da  nun  die  Winkel  v,  c,  y,  6  nnr  im  Quadrat  vor- 
kommen, so  können  wir  bei  ihren  ersten  Potenzen  uns  auf  die 
GAüssschen  Werte  beschränken,  d.  h.  in  den  spezialisierten  Werteii 
der  S.  63 

l_ l_^  L 

^~  8-s'   ^~  r-s'    ^~8-S 
die  fetten  durch  die  mageren  Größen  ersetzen,  da  eine  höhere  Ge- 
nauigkeit durch  das  Quadrieren  doch  verloren  gehen  würde.    Also 
ergibt  sich  leicht 

mithin 


Wir  eliminieren  nun  die  auf  fd  bezüglichen  Größen  durch  das 
Gleichungssystem 

ac  —  S m     L s  —  S       l     s  —  S 

s  —  S       l  '  M      s-x'l  —  m'^s-ae' 
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hri  dem  i^'ir  ebenfalls  uns  auf  die  Berticksichtiguug  der  paraxialen 
(IrcSen  beschrftnken  können.     Unter  Benutzung  der  Identität 

r~S  =  r~-x-\-X'-S 
erhalten  wir 


-  i:c-sr 

Da  bei  der  Brechung  die  paraxialen  Werte  l,  L,  l',  L'  zum 
Kugelmittelpunkte  perspektivisch  bleiben,  so  gelten,  wie  man  aich 
an  der  Figur  79  Terdeutlichen  kann,   die  folgenden  Proportionen 

l     _     l'  m m^       M  M' 

s—r       a'—r'x—r       x'  —  r'  x  —  r       x'  —r' 
und  aus  ihnen  folgt,   wie  gleich  hier  bemerkt  sein  möge,    daß  die 
Größen 

Ix         ms       Ms 

x  —  s'x  —  s'x  —  s 

für  die  Brechung  an  der  Fläche  invariant  sind.     Unter  Benutzung 

dieser  Beziehung  ergibt  aich,  daß  v^s^^—v"»'',  und  wir  können  Jetzt 

ohne  weiteres  für  die  auf  S.  63  eingeführte  Schnittwoite 

§  =  s-\-di=s-^di 

unsere  Entwicklung  benutzen  und  erhalten: 


0. 

=«.+1^ 

0. 

=«.+^¥ 

ä- 

f=-l^.' 

WS 

Im' 
"      2    (a 

^■•r^. 

1 

iL-x'OMi 

2(x 

-»)•'  '''  "« 

Die  80  auf  der  Nebenachse  bestimmte  Longitudinalaberration 
nioß  nun  noch  auf  die  Hauptachse  bezogen  werden,  und  das  ge- 
schieht durch  die  auf  S.  64  abgeleitete  Gleichung 
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,-r  =  (8-r)co.r-(S-r)(:-0 
Wie  wir  oben  sahen,  ist 

t 
7  —  J-' 
und  es  ergibt  sich: 

s-\-ds  —  r^s-\-d%~r  —  {%  —  r) 


oder 

s*  s*        2  ix  —  «)*  rs        Q, 

nnd  analog 

n'6a'  _  n'^'  _  1^      l*       x^  (Q^  —  Q,)' 


1  m*  +  Jf »  .     ,      1  wt 

Die  tangentiale  Abweicfaang.  Die  tangentiale  Abweichung 
g  —  g  ist  nach  der  Figur  79  OB  —  00^^  und  da  jf^i  ist,  gegeben 
durch : 

dg^g-l. 
Bezeichnen  wir  femer 

61^1  — 1  =  1  — g-\-dg, 
so    haben    wir   die  Differenz   l  —  g   durch    die   vorher   entwickelte 
Longitudinalab weichung   auszudrücken.     Das   geschieht   durch  die 
Proportionen: 

in:g:l  =  3r—S:S~S:8  —  S, 
also  ist 

X—S 
Für  dl  erhalten  wir  aber  noch  einen  anderen  Ausdruck  i 
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i  =  (r-H)tg7;     l  =  ir-s)tgy, 

wo  y  dem  Werte  von  8  entspricht  nnd  daraus 

8l^(r  —  s}dtgy  —  dstgY, 
mithiii 

tmd  eine  entsprechende  Beziehung  gilt  auch  für  die  gestrichenen 
Größen.  In  den  Koeffizienten  von  ds  können  wir  unbeschadet  der 
von  uns  festgehaltenen  Genauigkeit  y  durch  y  ind  die  fetten  Größen 
durch  die  mageren  ersetzen  und  erhalten  dann: 


tg 


'^  X  —  S  S  U"S       x—sQJ 


wiederzufinden,  ,  so  ergibt  sich,  daß  sich  j',j'bei  der  Brechung 

nicht  ändern,         * 


*  r      ^^        s-    \x-s      x-sQJ 


»  r       *"         *'*    \x—s      x  —  sQj 

j  N^ I  ms  _    Ix    Q^\  .nds 

s  Vx  — s     x~sQ,/       s* 

2       (x-s)'  ^'       ns      2       (x-s)"      '■"'■''"     , 


2(1-»)«''  L«.      ,s      «/''-      ''■^  r     nj- 

Die  Bagittfüe  Abweichnjig.    Die  saglttale  Abweichung  ist  nacli 
der  Fignr  79  gegeben  durcli  RO^ 

OS; 

aus  demselben  Grunde  wie  verlier  CFKelzen  wir  in  dem  Koeffizienten 
OnUk.  21 
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von  ds  die   fetten  Größen  durch   die  mageren  und  wählen  wieder 
eine  Form,  bei  der  aul  der  rechten  Seite  — 5-  erscheint: 


^l(m^  +  M^)M^^  1   __ 

2       (x  —  s)'  '      tis      (x  — *)*' 

Diese  Differenzenausdrücke  liefern  uns  wieder  Rekursionsformeln 
in  folgender  Weise.  "Wir  lassen  den  Flächen  index  heraustreten 
und  erhalten 

r        S  y  S 

wobei  Ar  aus  vier,  B,  aus  drei  Summanden  gebildet  ist.  Nehmen 
wir  nun  an,  daS  vor  einem  System  von  k  Flächen  das  Objekt 
aberrationsfrei  war,  daß  also 

galt,  so  erhalten  wir  aus 


'  ^?*!  ==n   —''  4-A  •     1'  —"-  = 


schließlich 


Projizieren  wir  nun  die  tangentiale  (sagittale)  Abweichung  igt 
(dG^')  durch  tangentiale  (sagittale)  BQschel  in  bekannter  Weise  in 
das  Objekt  zurück,  so  erhalten  wir  schließlich  ffir  die  tangentiale 
Abwelchungsliiiic 
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und  für  die  sagittale 


Stellt  man  eine  Vergleichung  mit  dem  Vorhergehenden  an,  so 
zeigt  sich,  daß  die  Gleichungen  bestehen 

ig'«  =  (»1  +  !»  +  I«  +  !»1  +  lf>  +  S' 
und 

iGr=ii'+i?;,+ü"+LP. 

Durch  die  Übereinstimmnng  der  Resultate  dieser  beiden  ganz 
verschiedenen  Entwicklungen  erhalten  wir  eine  weitere  Bestätigung 
ihrer  Vollständigkeit. 

B.  Die  SEiDELschen  Bildfehler  deformierter  Flächen. 

Führen  wir  eine  Deformation  der  Kugelliäche  durch  die  Be- 
stimmung ein,  daß  wir  an  jedem  Punkte  B  des  Tangen tialschnittes 
mit  dem  Bogen  b  den  Radius  um  eine  bestimmte  Größe  ^verlängern, 
wie  das  auf  S.  26  und  26  im  allgemeinen  angegeben  wurde,  und 
ist  der  Ausdruck  für  diese  radiale  Verlängerung  von  der  Form 

so  sieht  man  leicht  ein,  wenn  man  in  Fig.  80  durch  B  zu  der 
neuen  Meridiankurvo  eine  Parallele  zieht,  daß  für  kleine  Neigungs- 
winkel die  Neigung  &  der  neuen  Nonnalen  gegen  den  Kreisradiu» 
gegeben  ißt  durch 

db 
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Wie  man  ohne  weiteres  aus  Figur  81  sielit,  entspricht  dieser 
Neigungsanderung  &  der  Normalen  eine  Eichtungsänderung  t)'  des 
gebrochenen  Strahls  vom  Betrage 


«r"y' 


Zu  den  Sbidbli 


und    dalier  eine  Verschiebung   des   Bildpunkts  in   der  GAUesschen 
Bildebene  von  der  Größe 


die   sich   in    tangentiale   und    sagittale  Komponenten   öq'  und  i 
zerlegen  läßt,  so  daß  wir  erhalten 


Ganz  entsprechend  kann  man  mit  dem  Bogen  6  vorgehen,  deüseii 
Komponenten  h  und  H  sein  mögen; 
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Mithin  erhalten  wir 

!l^  =  („_MXh«  +  H*)h 

^®:_(„_„>(h*+H»)H. 

XuD  ist  offenbar  nach  Figur  79 

h^  50^    s_ 
l       00       's  —  s' 

und  eiiminieren  wir  hieraus  unter  Benutzung  der  Beziehung 

S  —  x      m 


l 


die  Größe  S,  so  ergibt  sich 


wahrend  ohne  weiteres  gilt 


Daraus  folgt  denn  zunächst 
h'  +  H' 


und  dann 

«J^      (i«'+Jf*)ing'xJn-(3m'-}-lf*)ia:5'xJ«+3mi'fg'xJ«— iVxJn 

{x~sf 


ni9[       (m'-\-M^Ms''xAn-2mMls'*xxJn-\-Ml*sx^>iJn 

s'  {x  ~  s)" 

Es  bleibt  nun  nur  noch  übrig,  unter  Benutzung  dieser  Be- 
ziehungen als  Reknrsionsformeln  einen  Summen  au  sdruck  dafür  her- 
zuleiten ,  dalt  Deformationen  an  allen  Flächen  angebracht  sind. 
Benutzen  wir  die  im  Anfang  dieses  Abschnitts  angegebenen  Be- 
ziehungen zwischen  den  gestrichenen  und  den  ungestrichenen  Größen, 
so  kommt  man  zu  folgenden  Ausdrücken  für  die  tangentiale  und 
die  sagittale  Abweichung,  wie  gewöhnlich,  in  das  Objekt  projiziert; 
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(»i-»i)  ..1*1  ^»1'  . 


Hs?^-\lie;)*©« 


Sie  sind  den  ähnlich  gebauten  Formeln  hinzuzufügen,  die  wir 
für  die  Abweichung  an  Kugelfläehen  erhalten  hatten,  so  daH  bei- 
spielsweise die  ganze  tangentiale  Abweichung  durch 


^[rf'  +  äsi"] 


dargestellt  wird. 

Man  sieht  aus  den  Ausdrücken  ohne  weiteres,  daß  die  Defi>r- 
mation  der  Kugelflachen  auf  die  Bildfehler  der  sphärischen  AberratioD. 
der  Koma,  des  Astigmatismus  und  der  Verzeichnung  wirkt,  allein 
der  die  Bildfeldkrünimung  nach  der  Hebung  des  Astigmatismus 
darstellende  Ausdruck  bleibt  vollständig  ungeändert. 

Sind,  wie  es  in  der  Regel  der  Fall  sein  wird,  nicht  alle  Fläelieii 
deformiert,  so  hat  man,  wenn  die  i-te  Fläche  sphärisch  ist,  x.^O 
zu  setzen. 

C.  Die  SeiDBLschen  Ellmliutionsfornieln. 

Die  oben  angegebenen  Seidel -KEBBEBSChcn  Ausdrücke  für 
die  sagittale  und  die  tangentiale  Zerstreuungslinie  enthahen  znei 
Systeme  von  Größen,  die  voneinander  nicht  unabhängig  sind.  F> 
sind  das  die  Größen  s„  h,  auf  der  einen,  a:„  y,  auf  der  andern 
Seite,  wie  sie  eben  zu  den  beiden  Objektpunkten  «,  und  x^  fT? 
hören.  Sicht  notwendigerweise  aber  in  der  Kegel  werden  wir  Aw 
Entfernung  der  vor  der  ;*-ten  Fläche  des  Systems  stehenden  Blende 
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von  dieser  Fläche  mit  x^  bezeichnen,  so  daß,  da  wir  unter  Sj  stets 
die  Entfernung  eines  Objektpunkts  im  eigentlichen  Sinne  verstehen, 
fieh  die  in  der  Formel  vorkommenden  Größen  auf  die  Orte  des 
Objekts  and  der  Systemblende  sowie  ihrer  Bilder  beziehen. 

L.  Seidel  (S.)  hat  das  Verdienst,  gezeigt  zu  haben,  daß  man 
in  den  allgemeinen  Formeln  die  Elimination  des  einen  Systeraa 
dieser  Größen  durchführen  kann.  Die  dazu  nötigen  Beziehungen 
sind  weiter  oben  auf  S.  146  und   146  angegeben  worden. 

Die  Febleransdrncke  als  Fnoktiooen  der  s,  A-Werte.  Be- 
-chäftigen  wir  uns  zunächst  mit  der  Elimination  der  x,  y-Werte, 
M^  bemerken  wir,  daß  der  AuKdruck  für  die  sphärische  Aberration 
von  ihnen  gänzlich  frei  ist.  Sie  treten  zuerst  in  der  für  die  Koma 
geltenden  Formel  auf.     Führen  wir  die  Abkürzung  ein 

so  wissen  wir,  daß  S,  durch  U,,  teilbar  ist,  wo 


nur  noch  von  den  Konstanten  vor  der  ersten  Brechung  abhängig 
ist,  und  es  läßt  sich  der  Komakoeffizient  schreiben 

Es  ist  das  eine  Form,  aus  der  man  erkennt,  daß  das  erste  Glied 
anC  der  rechten  Seite  die  sphärische  Aberration  für  den  Objekt- 
l'unkt  s,  ist. 

Für  den  Fall  eines  sphärisch  korrigierten  Systems  geht,  wie 
wir  oben  gesehen  haben,  der  Ausdruck  für  die  Koma  über  in  den 
für  die  Sinusbedingung 


Sinb. 


=  rKoni,-Sph.]=  ift'yQj.J  —  'S 


Ganz  ähnlich  wie  Kom^  lassen  sich  auch  die  Koeffizienten  der 
anderen  Bildfehler  umgestalten,  und  so  ergibt  sich  für  die  Bild- 
feldkrümmung  der  sagittalen  Büschel 
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und  für  die  Verzeichnung 

Man  ist  mittels  dieser  Ausdrücke  in  den  Stand  gesetzt,  den 
Einfluß  zu  übersehen,  den  die  Verschiebung  der  Blende  aof  den 
Korrektionszustand  der  Bildfehler  außer  der  Achse  ausübt,  und 
zwar  steht  man  unmittelbar,  daß  die  Koma  eine  Funktion  ersten, 
der  Astigmatismus  eine  solche  zweiten  und  schließlich  die  Ver- 
zeichnung eine  Funktion  dritten  Grades  von  D^^  ist. 

Bei  eingehender  Betrachtung  findet  man,  daß  die  nach  x,  ge- 
nommenen Differentialquotienten  der  tangentialen  Bildfehler  Ver- 
zeichnung, BOdkrümmung  im  Meridianschnitte  und  Koma,   die   in 

dem  Ausdrucke  für —  als  4.,  3.  und  2.  Glied  auftreten,  je  den 

Ausdruck   für  den   Fehler   nftchst   niedrigerer   Ordnung    in    l   ent- 
halten. 

Der  hier  angedeutete  Zusammenhang  Iftßt  sich  in  folgendem 
Algorithmus  zum  Ausdrucke  bringen,  wo 
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Die   Fehleransdrficke  als  FDoktionen   der  x,  y-Wert».    Wir 

können  Jedoch  auch  die  Größen  s,  und  A,  aus  den  Fehlerausdrücken 
eliminieren  und  führen  zu  diesem  Zwecke  die  Größe  ein 
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^Msdann  ei^bt  sieh  für  die  Verzeiclinung  in  der  in  der  Enttemnng 
$1  errichteten  Objektebene 

Die  beiden  letzten  Summanden  lassen  sich  unter  Benutzung 
der  S.  133  aufgeführten  Formeln  zusammenziehen,  und  wir  erhalten 
dadurch 

Diese  letzte  Summe  ist  so  beschaffen,  daß  in  zwei  aufeinander 
folgenden  Binomen  sich  die  benachbarten  Glieder  gegenseitig  auf- 
heben, so  daß  nur  das  erste  und  das  letzte  Glied  dieser  ganzen 
äamme  übrig  bleiben.     Es  ergibt  sich  also  schließlich 

Verz.=  2   (~]*QU^--[i.-XA-D,.%.  , 
wo 

Vi  «*         ^t 
bedeutet. 

Jlittels  ganz  ähnlicher  Zusammenfassungen  erhalten  wir 

/-Krüm.=  2  WV,,^  — [1-Jfj»-Bx.  2  (^Y^^-in-^r] 
Koin.=  i(^]'(i'.J  ~ll-X,]'-D„  i  {'-)''; \[l-2l,f 

spi..-  2  (i)'«;.i'-',[t-*]'-A.  2  &)'f|[i-^.]' 

,  —  i\y^^  13-  i-  =  i^ffi'     * 

+  -i^.  2  — ^-[i-X]'. 

FaBt  man  i,  als  den  Abstand  des  Blcndenorts  auf,  so  ist  man 
durch  diese  Ausdrücke  in  den  Stand  gesetzt,  zu  übersehen,  wie  die 
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Korrektiou  des  Systems  durch  die  Änderung  des  Objektabstandes 
Sj  beeinflußt  wird,  da  dieser  nur  in  der  Größe  JJ^,  vorkommt. 
Man  sielit  ein,  daß  die  Ausdrücke  lür  Verzeichnung,  Bildfeldkrüm- 
mung der  Sagittalstrahlcn,  Koma  und  sphärische  Aberration  Funk- 
tionen sind,  die,  vom  ersten  anfangend,  immer  einen  um  eins 
höheren  (Jrad  in  D^,  besitzen.  Faßt  man  aber  a:,  auf  als  den  Ab- 
stand eines  zweiten  Objektpunkts,  so  sind  hier  die  verschiedenen 
Bildfehler  für  eine  bestimmte  Objektentternung  s^  ausgedrückt  durch 
die  zu  einer  zweiten  Objektentfemung  gehörenden  Elemente  x,. 
j/„  und  D^j,  die  Differenz  der  Reziproken  der  beiden  Objekt- 
abstände. 

Der  SEIDELsche  Beweis  fnr  die  Unvereinbarkeit  konstasten 
SinnsverbältnisBeB  mit  der  Erfollnng  der  HERSCHELscfaen  B«- 
dingnng.  Fassen  wir  in  der  zuletzt  abgeleiteten  Formelreihe  ar,  aU 
einen  zweiten  Objektabstand  auf,  nehmen  beide  Objektpunkte  sehr 
nahe  aneinander  an  und  entwickeln  den  Ausdruck  für  die  sphä- 
rische Korrektion  für  «,  nach  Potenzen  von  I>„,  wobei  wir  unter 
Festhaltung  an  unserer  Voraussetzung  bei  der  ersten  Potenz  ab- 
brechen können,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  beachten,  daß  «ir 
schreiben  künnen, 

leicht  den  Ausdruck 

Benutzen  wir  jetzt  die  erste  Formelfolge,  so  ergibt  sich 

Sph.=  Sph,  +  4[Kom,— PphJ  — P^.Sn  . 
Besteht  nun  für  den  Punkt  x,  sphärische  Korrektion,  so  wirrt 
der  zweite   Tenn   der   rechten   Seite   zur   Sinusbedingung  und  wir 
erhalten,  wenn  wir  annehmen,  daß  für  den  Punkt  x,  auch  aplan«- 
tische  Korrektion  bestehe, 

Sph, I*x.%i- 

Soll  nun  Sph,  verschwinden,  so  muß 


^*i  =  ^ 


Vk 
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Dieser  Ansdmck  verschwindet  aber  nor  dann,   wenn  wie  bei 
einem  für  Sterne  benutzten  und  auf  unendlicti  eingestellten  Femrolire 


gilt,  d.  h.  sobald 

Das  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn  der  Objektpunkt  im 
vorderen  Knotenpunkte  oder  im  Abstände  der  Brennweite  vom 
Brennpunkte  gelegen  ist,  d.  h.  bei  virtueller  oder  reeller  Abbildung 
in  natürlicher  Größe. 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  können  wir  sagen,  im  all- 
gemeinen, d.  h.  abgesehen  von  den  eben  aufgeführten  drei  Fällen, 
ist  der  einem  aplauatischen  Punkte  x^  benachbarte  Objektpunkt  s, 
mit  sphärischer  Aberration  behaftet,  die  Erfüllung  der  Sinusbedingung 
mit  der  der  HEBSCSELSchen  also  nicht  vereinbar.  Dieses  Resultat 
stimmt  vollständig  mit  dem  auf  S.  300  ausgesprochenen  überein. 

Ein  ganz  entsprechender  Beweis  läßt  sich  für  die  Variationen 
der  Übrigen  Bildfehler  mit  dem  Objektabstande  führen. 

Soll  demnach  für  die  Nachbarschaft  eines  s])härisch  korri- 
gierten Punkts  die  Variation  der  Koma,  der  Bildfeldkrümmung 
und  der  Verzeichnung  fortfallen,  so  darf  dafür  kein  aplanatischer 
l*ankt  gewählt  werden. 


D.   Die  Bildfehler  von  hemi-  und  holosymmetrtschen  Systemen. 

Versteht  man  unter  einem  hemisymmetrischen  System  eine  aus 
zwei  Teilen  zusammengesetzte  Kombination,  bei  der  alle  Konstanten 
(Itadien,  Dicken,  Blcndenabstände)  des  einen  den  m-fachen  Betrag 
der  ihnen  im  andern  entsprechenden  haben,  so  lassen  sich  gleich 
im  Anfange  verschiedene  Folgerungen  für  die  Nuilinvarianten  ziehen. 
Wir  bemerken  gleich  hier,  daß  das  h emisymmetrische  zu  einem  holo- 
symmctrischen  System  wird,  wenn  man  m^l  setzt. 

Betrachten  wir  zunächst  jede  Hälfte  für  sich  genommen  bei 
parallelem  Strahlengange  (dabei  muß  das  erste  System  herum- 
gedreht werden),  so  erhalten  wir  für  jedes  der  beiden  Teilsysteme 
I  und  U 
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I  II  (in  m-fachem  Maßstabe) 


and  natürlich  auch 


Q.. 


^^"- 


Drehen  wir  jetzt  das  erste  Halbsystem  herum  and  setzen  es 
vor  das  zweite,  so  daß  nunmehr  in  dem  Blendenraume  paralleler 
Strahlengang  herrscht,  so  erhalten  alle  mit  einem  Zeichen  versehenen 
Elemente,  also  auch  die  Schnittweiten,  das  entgegengesetzte  Zeichen; 
femer  werden  die  gestrichenen  Größen  des  ersten  Teilsystems  zo 
ungestrichenen  und  umgekehrt.  An  die  Stelle  des  alten  Index  , 
tritt  nun  i+i_. ,  im  ersten  und  i-f-,  im  zweiten  Teilsystem,  und  wir 
erhalten  Tür  die  beiden  Systemteile,  wenn  nach  unserer  Voraus- 
setzung im  Blendenraume  paralleler  Strahlengang  herrscht, 

I  II 


Genau  dieselbe  Überlegung  läßt  sich  (ilr  die  Schnittweiten  des 
Blendenorts  anstellen,  und  es  ergibt  sich  ebenso: 


Ferner  erhalten  wir  für 
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+  : 


_i    J    A 

Für  die  s-Werte  gilt,  -wenn  im  Blendenranrae  paralleler  Strahlen- 
gang herrscht,  die  entsprechende  Beziehung 

Wenden  wir  uns  zu  den  Höhen  Ä,,  y,,  unter  denen  die  Flächen 
duTchstoflen  werden,  so  ist  im  ersten  Falle  infolge  des  parallelen 
Sirithlenganges  im  Blenden  räume 

A,  =  fci+i, 
und  wir  finden 


A,-i  =  Ä,  - 

,     ' 

sowie 

oder  Allgemein 

Sl  +  l 

h,- 

ms't 

f-h-u 

»,  +  ,      h,+ 

-r 

»,             J 

Nebenbei  sei  hier 

bemerkt, 

daS 

aus 

dieser  Gleichung  folgt 

A»  =  A.  , 

woraus  sich  ergibt 

•'■=^ 

1  h, 

=  - 

1 

"enn  man  setzt 

mithin  erhalten  wir 


und  nach  S.  148 
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Statt  für  die  hemisymmetrischen  Systeme  parallelen  Strahlen- 
gang  im  Blendenraume  zu  fordern,  können  wir  daher  auch  sagen, 
sie  sollen  das  Objekt  im  Ähnlichkeitsmafistabe  m  abhildoii. 

Was  die  Höhen  y,  angeht,  so  stehen  sie  ganz  augenscheinlich 
im  Verhältnisse  des  Maßstabes  m,  haben  aber  in  beiden  System- 
teilen das  entgegengesetzte  Vorzeichen: 

l(l+j;  ^  _      tfi  +  i-- 

yi  Vi 

Auf  diese  Weise  haben  wir  ftlr  hemisjinmetrische  Systeme  die 
Vereinfachungen  an  den  Elementen  vorgenommen ,  die  in  den 
Aberrat ionsfonueln  vorkommen,  und  können  nunmehr  zu  diesen 
selbst  übergehen. 

Für  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  können  wir  nach  dem 
voraufgegangenen  selireiben,  wenn  wir  zum  Schlüsse  noch  die 
Reihenfolge  der  Suniniaiion  umkehren : 

also  ergibt  sich 

Die  sphärische  Korrektion  eines  symmetrischen  Systems  bei  der 
Wiedergabe  des  Objekts  im  ÄhnticlilceitsmaSstabe  hängt  also  von 
dem  Betrage  ab,  bis  zu  dem  die  sphärische  Aberration  im  Ein^el- 
gliede  für  ein  unendlich  enlferntcs  Objekt  erreicht  ist. 

Kom,-  2  ('')■*'«..«,.•?' 

ganz  wie  vorher  ist  aneli  hier  das  letzte  Glied  zu  sclir^iben 
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and  wir  erhalten 

'       \         m'/,  =  t  VA,/    yj.  «* 

Ist  m  ^  + 1 ,  handelt  es  sich  also  um  ein  holosymmetrisches 
.System  znr  Reproduktion  in  gleicher  Größe,  so  verschwindet 
Koni,,  ganz  gleichglltig ,  ob  sie  im  Einzetgliede  für  parallelen 
Strahlengang  gehoben  ist  oder  nicht,  sogar  in  dem  Falle,  wenn  die 
E^phäriäche  Aberration  nicht  gehoben  ist.  Bei  einem  hemisymmetri- 
^chen  System,  das  für  die  Reduktion  im  Ähnlichkeitsmaflstabe  wi 
verwandt  wird,  hängt  dagegen  die  Koma  von  dem  Betrage  ab, 
in  dem  sie  im  EinzelgÜede  für  ein  unendlich  entferntes  Objekt  ge- 
hoben ist. 

Aul  ganz  analoge  Weise  erhalten  «ir 

As..=(i  +  -')i(J'rW"e..-^i-, 

\         >n/v=i\Ä,/   \i/,/  *  »s 

also  hängt  ganz  allgemein  tUr  bolo-  und  hemisymnietrische  Objek- 
tive die  Hebung  des  Astigmatismus  für  den  ausgezeichneten  Ob- 
jektpunkt von  dem  Maße  ab,  in  dem  die  Hebung  des  Astigmatismus 
im  Einzelgliede  für  entfernte  Objekte  erreicht  ist. 

Handelt  es  sich  zum  Schlüsse  um  die  Verzeichnung  für  die  in 
der  Objektentfcmung  s,  errichtete  Ebene,  so  drücken  wir  diesen 
Bildfehler  durch  das  Wertsystem  Xy,  y,  und  D^^  aus. 

Verz,=  2   (-1  Q.^^^^- -{l-X,)-D  ,%... 
Wie  wir  wissen,  ist  für  hemisj-mmctrische  Systeme 
!/*  =  — "»V, ;  Xk''=  —  mx^ , 


Für  den  nun  noch  auf  der  rechten  Seite  übrig  bleibenden  Aus- 
druck können  wir  schreiben 


und  es  verschwindet 
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r  =  i  Vvi/   A,         ^     '  nx 
weil  die  beiden  Teile,  in  die  in  bekannter  Weise  der  Ausdruck  zer- 
fällt, entgegengesetzt  gleich  werden. 

Die  Verzeichnung  verschwindet  also  bei  hemi symmetrischen 
Systemen  für  Reduktionen  im  Ähnlichkeitsmaßstabe  ganz  allgemein. 

Ist  im  speziellen  Falle  das  Einzelsystem  für  den  Blendenort 
sphärisch  korrigiert,  so  geht  die  Komabedingung  in  die  Sinus- 
bedingung über,  und  wir  erhalten  ohne  Rücksicht  auf  den  Objekt- 
abstand s, 

VerZj  =  Sinb^  . 

Diese  Bedingung  ist  aber  bei  h emisymmetrischen  Systemen 
stets  erfüllt,  weil  die  Hanptstrahlneignngs winke!  nach  dem  Durch- 
tritte durch  das  System  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Also  bilden  hemisymmetrischß  Systeme  mit  sphärisch  korri- 
giertem Blendenorto  Objekte  ohne  Rücksicht  auf  ihren  Abstand  ver- 
zeichnungsfrei ab.  Es  ist  das  also  die  S.  241  aufgeführte  Bow- 
SüTTOHsche  Bedingung  spezialisiert  für  kleine  Hauptstrahlneigungen. 

9.  Historische  Notizen. 

Zu  2. 

Von  ttlteren  Arbeiten  zar  sphäriacheii  Längsaberration  hat  S.  Ceafski 
IS.  IIS.)  einige  Autoren  avch  aus  älterer  Zeit  namhaft  gemacht.  An  erster 
SteUo  steht  Soqbb  Bacok,  der  schnn  1600  bemerkte,  daB  aphSrische  Spiegiel 
sphbriBcbe  Aberration  zeif^n;  dann  folgen  bei  ihn  J,  Kbplkr  (1.),  I.  Babbow 
(j.  ».),  J.  Grboort  (J.l,  I.  Newton  (i.  ».),  Che.  Hüiobks  (i.),  K.  Smith  |j.  »  >■• 
und  J.  L.  DE  Laobanoe  (I.  ».).  Ala  Sammelwerke  der  älteren  Zeit  sind  nach 
ihm  EU  nennen  die  von  Xi,  Euleb  (.».)  und  G.  S.  Klüoel  (1.1  sowie  die  tod 
J.  PRIX9TLBT  (1.  ».)  und  £.  WiLDB  {!.).  In  neuerer  Zeit  beachäfti^n  üch  mit 
der  sph&riachen  L&ngsaberration  J.  F.  W.  HsBacHBL  (1.  bia  4.).  O.  Sietini  M 
und  O.  F.  MoMOTn  lt.). 

Die  Berücksichtigung  des  nächst  höheren  Gliedes  der  sphäriachen  LSuf^ 
aberration,   des   sogenannten  Zonen giiodea ,   &idet  sich   bei  G.  A.   Kbller  ll-l 
und  K.  L.  Bacbr  {!.),  bei  A.  Kbsbbb  (».  3.)  und  L.  Schdphahn  (i.). 
Zu  8. 

G.  B.  AiBT  (3.)  formulierte  1827  für  estronomiaohe  Femrohre  die  mit 
seinem  Namen  benannte  Tangentenbedingung.  —  Die  Verzeichnung  in  der 
Bildebene  von  Projekt! onsaystemen  hei  endlichen  Hauptstrahlneigungen  scheint 
erst  genauer  studiert  worden  zu  sein,  ala  beim  Gebrauche  dea  photographiscben 
Objektivs  größere  Hauptstrahlneigungswinkel  vi  vorkamen.  Die  seaanere  Ge- 
schichte der  Bestrebungen  zur  Hebung  der  Verzeichnung  iat  bei  M.  vO»  Boas 
(».I  nachzulesen.  Wir  entnehmen  dieser  DarateLiung  nur  so  viel,  da"  ^'^ 
Beseitigung  der  Verzeichnung  in  einer  für  die  Praxia  ausreichenden  Weise 
zunächst  durch   die  Konstruktion  symmetrischer  Objektive  gelang.    Der  Vo^ 
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schlag  HU  dieser  Konatrnttion  war  von  J.  Eothwbll  11.)  1858  Th.  Bdttom 
^'ef^Uber  gemacht  worden.  Das  völlige  VerstAndais  des  in  diesem  Falle 
hemchanden  Sti^tJenganns  wurde  von  E.  H.  Bow  (i.)  vermittelt,  und  im  Än- 
schloase  daran  ward  von  Th.  Sxmon  (!■)  die  Begel  ausgeaproohen,  die  als 
Bov-SoTTOKsches  Gesetz  für  die  Veneiclmungsfreiheit  bei  beliebigen  Objekt- 
abstanden  eingefUbrt  wurde.  Diese  Resultate  gerieten  aber  bald  in  voUst&n- 
dige  Vergessenheit,  und  erst  O.  Ldmhbb  (V.n.3.)  beschäftigte  sieh  wieder  mit 
den  Bedinj{:ungen  für  die  Yerzeicbnungsfreibeit.  Eine  analytische  Behandlung 
dies««  Problems  gab  M.  von  Bohr  <]■)  nach  einer  Anregung  von  B.  Asbe. 
Zu  4. 
Die  Behandlung  der  astigmatischen  Bildö&chen  be^nnt  mit  G.  B.  AiBX 
iX.i  und  dem  Jahre  1827.  Im  Anschlüsse  an  diese  Arbeit  beschäftigte  sich 
H.  CoDDtNOTON  (I.)  damit,  die  Formeln  für  die  BildtsldbrUmmung  im  Scheitel 
sowohl  Cur  die  tangentialen  als  die  sagittalen  BUtwthcl  bei  kleinen  Hauptstrahl' 
neigongen  anzugeben.  Seine  Eesultate  geraten  auch  wohl  in  England  nicht 
wieder  in  Vergessenheit,  Anscheinend  ganz  unabhängig  von  ihm  beschäftigte 
sich  in  Frankreich  P.  Bbbtok  db  Cbamp  (i.  2.  S.)  mit  der  Frage  nach  der  astig- 
matischen Bildfeld  kr  Ummung  und  kam  auch  zu  den  entsprechenden  Besultaten, 
ohne  sie  indessen  so  eingehend  auf  praktisch  wichtige  Fälle  anznwenden,  wie 
das  doch  schon  Q.  B.  Aibt  getan  hatte.  —  Die  praktische  Anwendung  seiner 
Rechnungen  führte  J.  Pbteval  bereits  1840  auf  das  unter  seinem  Namen  be- 
kannte Portratobjektiv,  bei  dem  der  Astigmatismus  gehoben  war,  so  daß  von 
einer  KrUmmung  des  Bildes  in  strengem  Sinne  gesprochen  werden  konnte. 
Die  Formel  für  die  ErQmmung  eines  solchen  Bildes  ward  von  J.  Pstzval  11.) 
1^43  ohne  Herleitung  angegeben  und  so  ausgesprochen,  daB  sie  als  notwendige 
und  hinreichende  Bedingaug  fUr  die  Enielung  eines  ebenen,  anaatigmatisohen 
Bildfeldes  anfgefaSt  werden  konnte  und  tatsächlich  auch  vielfach  so  mißver- 
standen wurde.  Hiergegen  wurde  von  zwei  Seiten  heftiger  Widerspruch  er- 
hoben; L.  Seidbl  {S.)  äuBerte  seinen,  unserer  Ansicht  nach  übertriebenen 
Zweifel  daran,  daß  J.  Petzval  selbst  im  Besitze  der  richtigen  Herleitung  der 
Büdkrllmmungstormel  gewesen  sei,  und  wies  zu  gleicher  Zeit  nach,  daß  erst 
nach  der  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration,  der  Koma  und  des  Astig- 
matismus die  pBTZTALSche  Gleichung  die  ihr  ganz  altgemein  zugeschriebene 
Bedeutung  besitze,  die  Krümmung  eines  Bildes  5.  Ordnung  anzugeben.  Etwas 
später  verOKentlichte  H.  Zinciib  gen.  Souhbr  (I.  ».)  eine  andere  Kerleitung  der 
Bildkrümmungsformeln  für  tangentiale  und  sagittale  Büschel  und  hob  daranf- 
bln  hervor,  daä  die  Erfüllung  der  PETZVALschen  Gleichung  zur  ErzielUQg 
Pinea  ebenen  anaatigmatischen  Bildfeldes  noch  nicht  ausreiche.  —  Mit  der 
BildfeldkrUmmung  der  tangentialen  Strahlen  beschäftigte  sich  A.  Kbbbbb  (S.), 
SchÜeSlich  erwähnen  wir  hier  noch  die  von  uns  bereits  im  Vorhergehenden 
zitierte  Arbeit  H.  Habtihos  (7.).  In  ihr  bestimmt  der  Autor  die  Lage  der 
Bdtignatischeu  Bildpunkte  auch  bei  endlichen  Hauptstrahlneigungen  für  den 
Fall,  daß  es  sich  um  ein  unendlich  dUnnes  Lineensjstem  handele,  bei  dem  die 
Blende  in  dem  gemeinsamen  Flächen  Scheitel  stehe. 
Zu  5.  und  6. 
Über  die  Koma  hat  H.  D.  Taylob  {»■)  eine  Sonderdarstellung  erscheinen 

Die  Sinusbedingung  ward  1878  von  E.  Abbb  (9.)  veröffentlicht,  und  ihre 
Bedeutung   für    die    Korrektion   von   weitgebfTneten   Systemen   wurde   betont. 
Opuir.  22 
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Bereits  im  Anfan^te  des  Jahres  1874  erschien  ein  Beweis  dieser  Bedingwig 
aus  der  Feder  van  H,  Hblmholtz  14.),  der  dabei  von  photometrUeheu  Über- 
tognngen  ausgin);:.  Auch  Ch.  Hockim  {1.)  teilte  1881  einen  Bewei«  der  Sinns- 
bedingung  mit;  er  auchle  dabei  die  Bedingung  dafUr  auf,  daS  bei  einem 
Paare  aberrationsFreier  Achaenpunkte  die  optischen  WeglKngen  zwischen  zwei 
seitlicli  beoacbbarten  konjugierten  Punkten  bis  auf  unendlicli  kleine  GTiißen 
gleich  seien,  aucb  wenn  olle  innerhalb  eines  endlicben  Winlielrauiiis  mOglicliPn 
Wege  berück Bichtigt  würden.  In  der  Tat  ist  aber  die  Sinasbedingung  bereit* 
in  dem  Kibchhoff sehen  Strahlungsgesetze  vom  Jahre  1860  enthalten,  worauf 
'P.  Dritde  (S.  iSü.)  aufmerksam  gemncht  hat.  - —  Unter  den  Forschem  auf  dem 
Gebiete  der  geometrischen  Optik  bat  L.  Seidel  {7.)  den  Beweis  geliefert. 
daS  die  Erfüllung  der  Sinusbedlugung  für  kleine  Öffnungswinkel  identisch 
werde  mit  der  Annullierung  des  Komakoef Klienten  bei  einem  sphärisch  korri- 
gierten System  oder  <nach  der  SsiDELschen  Benennung)  mit  der  ErfOllnng  der 
FlunKBOFBRschen  Bedingung.  Auch  von  A.  Eb&beb  (IL)  stammt  ein  ent- 
sprechender Beweis.  Über  Erweiterungen  des  Sinussatzes  berichtet  O.  Eppen- 
STEIH  (fiK.)  in  der  Neuherausgahe  des  Lehrbuches  von  S.  Czapski  (3.) 

Zu  7. 
Über   die   sphärische   Aberration   außerhalb   der   Achse   sind  in  der  von 
uns  bearbeiteten  Literatur  keine  Bemerkungen  aufgefunden  worden. 

Zu  1.  und  8. 
Die  allgemeine  Anlage  für  eine  elegant«  Lasnng  des  Problems  stamm: 
von  J.  Pbtzval  (i.)  und  namentlich  von  L,  Sbidbl  (S.u. 7.).  Diesem  steht  nnlie 
die  von  uns  benutzte  KEBBzasche  Ableitung,  die  wohl  den  kUrEesten  äer 
überhaupt  möglichen  Wege  einschlägt.  Zur  allgemeinen  Behandlung  d'-a 
Aberrationsproblems  ist  L.  Schlbibrmachbr  (i.  9.  3.)  su  nennen,  dessen  Unüber- 
sichtlichkeit und  Uangel  an  Eleganz  auch  S.  Czapski  hervorhebt.  Ferner 
sind  hier  zu  nennen  C.  Mdseb  <»-u.  4.)  sowie  C.  L.  V.  Chari.ier  11.).  Den  B4^ 
Schluß  mache  die  Aufführung  von  E.  Thiesem  tl.),  dem  sich  J.  Classek  ■!■' 
anschließt.  Die  fünf  Fehlerausdrucke  werden  hier  aus  dem  Prinzip  der 
schnellsten  Ankunft  abgeleitet,  doch  werden  keine  expliziten  Ausdrucke  An- 
gegeben, aus  denen  die  Bedeutung  der  Basti mmungBstü::ke  des  Syatemü  sieb 
unmittelbar  entnehmen  ließe,  —  Die  Wickung  nicbtspbftrischer  Flächen 
(genauer  von  Botationsfl Sehen  zweiter  Ordnung)  auf  dUnne  Büschel  unW^ 
snohte  Fb.  Detbls  ii.).  Auch  kommt  eine  Arbeit  von  C,  MosBR  (i.i  in  betrschi. 
Mit  den  von  uns  nicht  behandelten  Fragen  nach  der  Größe  des  Zerstreuung^ 
kreises  und  der  Lichtverteilung  in  ihm  beschäftigten  sich  C.  F.  Gacss  i8.),  J.  G,  C. 
Schmidt  {t.  sh),  L.  Seidel  (4.  ß.i,  A.  Kbrbbb  (3.),  E.  toh  Höeoh  (».i,  A.  Stei.s- 

HBIL   m.),    S.  FlNSTBRWALDBR    (I.),    C.   V.    L.    CflARLIBR    |9.)    und    J.    D.  EvBBErT  ('-'. 

Am  umfassendsten  ist  die  Arbeit  von  S.  Finstebwaldeb,  der  an  die  Seidel- 
schen  Entwicklangen  anknüpft.  Er  untersucht  zunächst  die  einem  aaßtT- 
axialen  Objektpunkte  entsprechende  Brennfläche,  stellt  dann  den  Zusammen- 
hang der  DurchstoBungs punkte  eines  Strahls  in  der  öffnungs-  und  Aulfang- 
cbene  fest  und  gelangt  achlioQllich  dazu,  bei  verschiedener  Lage  dieser  beiden 
Ebenen  die  Intensitätsvertellung  in  der  Zerstreuungsfigur  zu  bestimmen. 
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Tl.  Kapitel. 
Die  Theorie  der  chromatischen  Aberrationen. 

Bearbeiter:   A.  König. 


Bisher  ist  die  Lehre  von  der  optischen  Abbildung  unter  der 
stillschweigend  gemachten  Voraussetzung  behandelt  worden,  daß 
jedem  Medium  ein  bestimmter  Brechungsiudex  zukommt.  Nun  ist 
aber  der  Brechungsindex  eine  Funktion  der  Wellcnlilge,  der  Farbe 
des  Lichts,  und  zwar  ist  dieser  Zusammenhang  fttr  jedes  Medium 
ein  andrer.  Fällt  daher  ein  weißer  Lichtstrahl,  der  aus  Strahlen 
0(T  verschiedenen  Weilenlängen  besteht,  auf  eine  brechende  Fläche, 
so  wird  er,  falls  er  nicht  gerade  senkrecht  einfällt,  in  ein  Büschel 
farbiger  Lichtstrahlen  zerlegt,  die  von  dem  Einfallspunkt  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  auseinandergehen.  Nur  bei  rein  katoptrischen 
f'ystemen  entspricht  daher  dem  Objekt  ein  Bild  in  dem  Sinne,  wie 
wir  es  bisher  kennen  lernten,  bei  dioptrischen  und  katadioptrischen 
Systemen  entspricht  dem  Objekt  eine  Reihe  über-  und  hintercinand er- 
liegender Bilder  von  verschiedenen  Farben.  Man  faßt  nun  diese 
Bilderreihe  als  ein  mit  ckromaüicheii  Aberrationen  behaftetes  Bild  auf. 
Diese  chromatischen  Aberratiotien  oder  Abweichungen  wegen  der  Farben- 
zerslieuiing  betreffen  alle  Faktoren  der  Abbildung,  die  ja  sämtlich 
vom  Brechungsiudex  abliängig  sind  und  daher  auch  wie  dieser  mit 
iltT  Farbe  variieren.  Man  unterscheidet  zwischen  den  chromatischen 
Aberrationen  der  Grundfaktoren  der  Abbildung,  die  die  Lage  und 
'iröße  der  Bilder  bestimmen,  und  den  chromatischen  Variationen 
'Icr  verschiedenen  Bildfehler. 

Im  folgenden  sollen  die  wichtigsten  Formeln  für  die  rechnerische 
Bestimmung  dieser  chromatischen  Fehler  entwickelt,  der  Einfloß 
der  Felller  auf  die  BiidgUte  erlilutert  und  die  Bedingungen  für  die 
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Konstruktion  abweichungsfreier  Systeme  diskutiert  werden.  Was 
die  erste  Aufgabe  anbetrifft,  so  braucht  auf  das  Verfahren,  die 
AbbUdungskonstanten  unter  Zugrundelegung  der  den  verschied euen 
Farben  entsprechenden  Werte  von  n  auszuwerten,  und  durch  nach- 
trägliche Differenzenbildung  die  chromatischen  Aberrationen  zu 
bestimmen,  nicht  weiter  eingegangen  zu  werden.  Es  handelt  sich 
vielmehr  darum,  Differenzen-  oder  Differcntialfornniln  aufzustellen, 
die  einerseits  den  Vorteil  bieten  können,  daß  die  Abhängigkeit  der 
Aberrationen  von  der  Variation  der  Brechungsexponenten  sowie  von 
den  Radien,  Dicken  und  Abstanden  erkennbar  wird,  anderseits  die 
Berechnung  der  Fehlei^röflen  erleichtem  können,  insofern  difsp 
Fehler  sich  mit  ungefähr  derselben  Genauigkeit  ergeben,  die  bei 
den  Eechen Operationen  innegehalten  wurde,  während  die  Qenanigkcit 
sonst  im  Verhältnis  der  Variation  zur  variierten  Größe  selbst  geringer 
ist.  Diese  Formeln  geben  uns  auch  die  rechte  Direktive,  wie  in 
den  dioptrischen  Systemen  durch  Kompensation  der  den  einzclneu 
Teilen  (Flächen  oder  Linsen)  zukommenden  Teiltehler  die  verschie- 
denen chromatischen  Fehler  zu  beseitigen  sind.  Die  Ausfühnnig 
einer  solchen  Korrektion,  für  ein  Wellenlängenpaar  bezeichnen  wir  aJf 
Ächromatisierwig  eines  Systems  in  Bezug  auf  die  betreffende  Äbbüdungs- 
konstante  oder  Ackromatisierung  der  AbbUdungifkonstante ,  ihr  Ergebtiis 
als  Achromasie,  und  ein  System,  bei  dem  dies  erreicht  ist,  als 
achromatisch.  Um  Abweichungen  in  entgegengesetztem  Sinn  zu  unter- 
scheiden, nennen  wir  ein  System,  bei  dem  der  Sinn  der  Abweichung 
der  gleiche  wie  bei  einer  auf  unendlich  eingestellten  einfachen 
dSnnen  Sammellinse  ist,  chromatisch  unterkorrigiert;  ein  solches  mit 
entgegengesetzter  Abweichung  chromatisch  überkorrigiert.  Zur  Charak- 
terisierung der  Farben  und  zur  Abgrenzung  der  einzelnen  Teile  des 
Spektrums  werden  statt  der  IVellenlängen  mit  Vorliebe  die  Speklral- 
linien,  insbesondere  die  FiiiONHOFEBSchen  Linien  angegeben. 

1.  Die  chromatische  Variation  der  Lage  und  Größe  dea  Bildes. 

A.   Die  chromatischen  Aberrationen  erster  Ordnung. 

Die  chromatische  Variation  des  BUdnriiS.  Es  handelt  sich  hier 
um  die  in  der  GAUssschen  Theorie  der  Abbildung  auftretenden 
Größen.  Wir  beginnen  mit  der  chromatischen  Variation  des  Bild- 
orts, die  mau  auch  als  chromatistAe  Längsabweichuvg  bezeichnet;  die 
einer  zweiten  Farbe  mit  kürzerer  Wellenlänge  zukommenden  Größen 
seien  durch  Antiquaschrift  unterschieden;  die  Variation  der  Gröfc« 
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beim  Übergang  von  der  ersten  Farbe  zur  zweiten  wird  durch  Vor- 
?etzen  des  Symbols  Y  gekennzeichnet.  Die  Beziebang  zwischen  den 
Sclinitt weiten  Yor  und  nach  der  Brechung  an  einer  Fläche  ist  durch 
die  auf  S.  43  eingeführte  NullinTariante: 


festgelegt.     Wenn   nichts  anderes  bemerkt  ist,   schreiben  wir  statt 
(?,  kurzer  Q.     Es  ist  nun 


Da  Q  invariant  ist,  ist  es  auch  TQ,  mithin  ist 


Unter  Berücksichtigung,  daQ 

^«,  +  1  =  75,' 

isi,  ergibt  sich  im  Fall  eines  optischen  Systems  von  k  Flächen  für 
die  durch  dies  System  erzeugte  chromatische  Variation  der  Lage 
desÄlen  Bildes  unter  Voraussetzung  eines  abetrationsfreien  Objekts 

Diese  Abweichung  ist  ohne  weiteres  gehoben  bei  einem  konzentrischen 
System  von  Flächen,  in  deren  gemeinsamem  Krümmungsmittelpunkte 
sich  das  Objekt  befindet.  Bei  einem  System  paralleler  Ebenen 
leitet  man  diese  am  bequemsten  direkt  durch  Differenzenbildung 
aus  dem  auf  S.  220  fUr  s^'-.nj^'  angegebenen  Ausdrucke  ab: 

Ist  erstes  und  letztes  Medium  Luft,  so  bleibt  nur  das  letzte 
Oliod  auf  der  rechten  Seite  übrig;  in  diesem  Falle  besteht  also 
Met^  chromatische  Überkorrektion. 

Auf  welche  Stelle  der  Achse  man  bei  einem  mit  chromatischer 
Längsabweichung  behafteten  Bildpunkt  einstellt,  und  welches  die 
Größe  des  Zerstreunngskreises  ist,  der  als  das  wahre  Maß  der  Bild- 
"■■erfchlechterung  dienen  kann,  läflt  sich  auf  dem  Boden  der  geo- 
metrischen Optik  nicht  ausmachen.  Es  ist  daher  nur  ein  Notbehelf, 
Wenn  wir  mit  einiger  Willkür  die  chromatische  LateralaberraUon  (Ch) 
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eines  Achsenpunkts  als  den  Badius  des  ZerstreuungKkreisea  definieren, 
den  das  aus  Strahlen  der  zweiten  Farbe  bestehende  Büschel  am 
Bildort  der  ersten  Farbe  bildet.     Demnach  ist 

Um  den  Halbmesser  des  in  das  Objekt  (mit  Strahlen  der  ersten 
Farbe)  zurückprojizierten  Zerstreuungskreises  (CA'*')  zn  erhalten,  bt- 
nutzen  wir  den  Smith -HELMHOLTZschen  Satz: 


«cv="i«iCftw 

und  die  Beziehungen: 

"i  =  - " ;      Uk  =  — f ;       w. 

-k 

und  finden  so 

nn  n,   '  ,=^iV/ij/  \hj/       •■    h 
Der  Halbmesser   des   chromatischen  Zerstreuungskreises   ist    mitbin 
dem  öffnunps Winkel  einfach  proportional;  wenn  das  Objekt  in  un- 
endlich große  Entfernung  Hlckt,  so  ist  der  angulare  Zerstreuungü- 
kreis  der  linearen  Öffnung  proportional  (vgl.  S.  224). 

Die  chromatische  Variation  der  VergröBening.  Es  Ist  ntin 
die  chromatische  Variation  der  Axialvergrößerung  a,  der  Lateral- 
vergrößerung ß  und  der  Angularvergrößcrung  oder  des  Konvei^enz- 
Verhältnisses  y   zu    bestimmen.     Die  Ausdrücke   für   diese   Größen: 

_  S,   llt, 

lassen  ihre  nahen  gegenseitigen  Beziehungen  erkennen.  Es  peht 
daraus  auch  unmittelbar  her^'or,  daß  bei  heraisjTnmetrischera  Strahlen- 
gang  in  hemi symmetrischen  Systemen  die  Vei^rößerung  unabhängT^ 
von  der  Farbe  wird,  wenn  Ts,  und  Vs),'  in  einem  der  Heniisiiu- 
metrie  entsji  rech  enden  Verhältnis  stehen,  insbesondere  auch  dann. 
wenn  Ts,  ^F«*'  =  0  ist,  d.  h.  im  Einzelgliede  die  chromatische 
Längsabweicliung  für  paralleles  Licht  gehoben  ist.  Die  Aufstellung 
der  Formeln  erfolgt  wieder  unter  Voraussetzung  eines  aberrations- 
freien Objekts.     Berücksichtigt  man,  daß 
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so  erhalt  man  für  die  Hilfsgröfle  H,  die  die  chroraatisciie  Variation 
von    -  enthält,  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 


=.+^='Ä:(.+^-v'ir:(.-..A^w) 


■*.+ 


Führt  man  noch  die  Abkürzungen  ein: 

•  +  '"' 


so   ergibt   sich   das  Verhältnis   der  Vergrößerungen   für  die  beiden 
Farben: 


1  +  -'=H:5. 

y 

Die  Formeln  für  H  and  l:H  eignen  sich  besonders  dazu,  im  An- 
schluß an  eine  rohe  (etwa  mit  vierstelligen  Logarithmen  geführte) 
Durchrechnung  eines  Achsenstrahls  für  zw  ei  Farben  die  chromatische 
Variation  der  obigen  Hilfsgrößen  mit  hoher  Genauigkeit  zu  bestimmen. 
Indem  man  die  Variation  von  n  unendlich  klein  annimmt,  ent- 
stehen aus  diesen  strengen  Di rferenzen formein  einfachere  Differential- 
formeln, welche  im  allgemeinen  beh&ere  Übersicht  der  Verhältnisse 
gewähren;  auch  gelten  die  Resultate,  die  man  mit  diesen  Formeln 
(die  nur  die  Durchrechnung  des  Achsenstrahls  für  die  erste  Farbe 
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voraussetzen)  erliält,  in  fielen  Fällen  auch  lür  endliche  Farbenintcr- 
valle  mit  genügender  Annäherung.     Diese  Formeln  lauten: 
.an 


,,,'^_^i!J^gryQ,ji» 


a 

_dn. 

-2 

-■  dM 

dß 

ß  ' 

■+¥- 

.'?! 

s.'s.  +  i 

dr 

d.. 

--L  ■ 

;■  d.ds; 

Diese  Formeln  lassen  sich  etwas  vereinfachen,  indem  man  die  Aus- 
drücke nach  der  Zugehörigkeit  zu  den  Flächen  ordnet,  es  wird 

|W  _  *.^ '  dydsr   ^  ■^    ^  ^ 

doch  bieten  die  Formeln  dann  nicht  mehr  den  Vorteil,  dafi  bei 
Achromasie  des  Bildortes  {i*/  =  0)  die  Bedingung  für  die  Achromasie 
von  a,  ß,  Y  eine  besonders  bequeme  Fonn  erhalt. 

Sind  erstes  und  letztes  Medium  gleich,  so  fallen  die  Bedingungen 
für  da«  Nullwerden  von  Va,  Vß,  Vy  in  eine  zusammen;  die  groo- 
raetrische  Fassung  dieser  Bedingung  besagt  dann,  daß  die  eiiiem 
einfallenden  Strahl  entsprechenden  austretenden  Strahlen  für  die 
erste  und  zncite  Farbe  parallel  seien.  Sind  ferner  sämtliche  Dickfn 
und  Abstände  gleich  Null,  so  fällt  diese  Bedingung  mit  der  der 
Aehromasie  dos  Bildorts  zusammen. 

Statt  die  Acliromasie  der  Größe  ß  zu  fordern,  so  daß  die  ver- 
schiedenfarbigen Bilder  jedes  an  seinem  Ort  gemessen  die  gleiche 
(Jröße  haben,  wird  man  bei  Systemen  mit  chromatischer  Längsuli- 
weichung  lieber  darauf  ausgehen,  daß  jedes  der  beiden  Bilder  v{)ii 
dem  Kreuzungspunkt  der  gleichfarbigen  bildseitigen  Hauptstralileii 
aus  in  derselben  Größe  in  die  Einstellebene  projiziert  wird.  Be- 
zeichnen wir  den  Abstand  der  Einstellcbene  von  den  Bildebeiun 
für  die  beiden  Farben  mit  c  und  c,  wobei  c  —  c  ^  —  Vs^  ist,  so  wini 
dei'  neuen  Forderung  genügt,  wenn 

ist.  IVerden  c,  c,  Vß  und  r(si'  — äi')  als  kleine  Größen  erster  Ord- 
nung angesehen,  so  ist  die  obige  Beziehung  bis  auf  Größen  zweiiw 
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Ordnung  durch  die  folgende  Bedingung,  die  bei  einem  dünnen 
Linsensystem  in  Luft  für  x^=0  erfüllt  ist,  ersetzbar: 

Sk—xi!      ß  ' 

Sie  fällt  mit  der  Bedingung  für  die  Aufhebung  der  chromatischen 
Differenz  der  LatoralvergröHerung  zusammen,  wenn  s»'  —  a^jt'  ^  oo  ist, 
d.  h.  das  Bild  oder  der  Kreuzungspunkt  der  bildseitigen  Haupt- 
Strahlen  im  Unendlichen  liegt.  Ohne  solche  Vernachlässigungen,  ja 
Siogar  für  endliche  Hauptstrahlneigungen  kann  man  zeigen,  daß  bei 
hemisymmetrischen  Systemen  dleProjektionen  der  verschiedenfarbigen 
Bilder  in  eine  Einstell ebene,  die  zur  Objektebene  hemisymmetriech 
(Tologen  ist,  gleich  groß  sind.  Um  dies  einzusehen,  bat  man  nur 
von  dem  außeraxiaien  Objektpunkt  aus  einen  Strahl  von  jeder  der 
beiden  Farben  durch  das  System  so  zu  verfolgen,  dafl  ein  jeder 
durch  die  Mitte  der  Aperturblende  (s.  Kap.  IX)  geht. 

Die  chromatiBChen  Variationen  einer  beliebigen  Ebene  als 
Funktionen  der  chromatischen  Variationen  der  Brennebenen.  Nach- 
dem für  ein  System  die  chromatischen  Variationen  der  beiden  Brenn- 
punktsörter  und  der  beiden  Brennweiteu  bestimmt  sind,  kann  aus 
ihnen  nach  der  GAUSSschen  Theorie  die  chromatische  Variation  jedes 
beliebigen  Bildorts  und  die  der  zugehörigen  a,  ß,  y  gefunden  werden. 
AVir  beschränken  uns  darauf,  zu  den  Formeln; 


wo  i  und  i  die  Schnittweite  fttr  Objekt-  und  Bildraum  gerechnet 
von  deren  Brennebenen  bedeuten,  die  zugehörigen  Differenzen  forme  In 
herzusetzen : 


^  j  +  Ke-FSV/- 
Wo  Fj  und  Fj'  die  chromatische  Variation  des  Objekt-  und  Bild- 
ortp«,  TS  und  VS'  die  der  Brennpunkte  des  Objekt-  und  Bildraums 
bedeuten.  Je  nach  dem  Bau  des  Systems  wird  Fj'  =  0  für  keine, 
zwei  oder  alle  Objektentfernungen.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn 
FS,  TS'  und  T{fD  gleichzeitig  verschwinden,  man  nennt  dann  das 
System  tstalnl  ackromaüsck;  ist  das  System  femer  beiderseits  von 
demselben  Medium  eingeschlossen,   so  ist  auch  Tß  durchwog  =0. 
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Bei  einem  beiiebigcu  System  verschwindet  Vß  nur  für  eine  Objekt- 
enttemung,  damit  es  für  alle  verschwindet,  muß  F/"  und  V%  —  VS 
verschwinden;  ist  nur  Ff— FS  annulliert,  so  besteht  die  Beziebnng: 

ll  =  Xf 

ß         f' 

Als  Beispiel   eines  stabil  achromatischen   Systems  kOnnen  wir  dus 

für  den  unendlich  fernen  Objektspunkt  achromatisierte  symmetrische 
konzentrische  System  anführen,  da  ein  solches  auch  für  den  vorderen 
Brennpunkt  und  die  Mitte  des  Systems  achromatisch  ist. 

B.    Die  chromatischen  Variationen  in  einfachen  SonderfÜien. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  Über,  die  Bedingungen  für  die  Achro- 
matisierung  einiger  besonders  einfacher  Arten  von  dioptrischen 
Systemen  zu  untersuchen.  Erstes  und  letztes  Medium  seien  durch- 
weg Luft;  wir  reden  daher  auch  von  Aufhebung  der  chromatiscbeD 
Vergrößerungsdifferenz  schlechthin. 

Die  einfache  Linse  endlicher  Dicke.  Wir  beginnen  mit  dem 
Falle  der  einfachen  dicken  Linse.  Die  Bedingung  für  die  Auf- 
hebung der  chromatischen  Längs  ab  weich  ung  erhält  dann  die  Form; 


=  0. 


ist,  80  lautet  diese  Bedingung,  wenn  der  Fall,  daß  5,'  gleich  Null 
ist,  ausgeschlossen  wird, 

Ä.h.Qi^Äjh,^,, 
d.  h.  die  äußeren  oder  gleichbedeutend  die  inneren  Einfallswinkel 
eines  vom  Objekt  ausgegangenen  achsennahen  Strahls  fUr  die  erste 
Farbe  müssen  sich  umgekehrt  wie  die  Einfallshöhen  für  die  zweite 
Farbe  verhalten.  An  Stelle  des  Verhältnisses  der  Einfallswinkel 
kann  auch  der  negative  W'ert  des  Verhältnisses  der  Ablenkungen 
treten.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird  die  chromatische  Ver- 
größerungsdifferenz gehoben,  indem  (d  sei  die  Dicke  der  Linse) 

y  n  fl,     *  n 

gemacht  wird.     Es  kann  aber  auch  die  Aufgabe  vorliegen,  Vf  Wr 
sich  gleich  Null  zu  machen.     Indem  wir  von  der  Gleichung 
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ansgeheo,  erhalten  wir  durch  Difterenzenbildung  die  Bedingung: 

Wem»  0,^0  ist,  muß 

*        '       \       nnJ 

Das  dünne  Linsen  System.    Die  cliromatische  Längsabweichung 
eines  Systems  dUnner  Linsen  laßt  sich  auf  die  Form  bringen: 


wo  0^  die  reziproke  Schnittweite  nach  der  ftten  Linse,  y„  A,  bezw. 

r,  =  -- —  die  Stärke,  E^nfallshöhe  eines  acbsennahen  Strahls,  bezw. 

Kft, 
die  reziproke  relative  ZHspersion   oder  der  v-Wert  für  die  vte  Linse 

bedeuten;  —  nennen  wir  den   IHspersor,    —  die  Diapersivstärke   der 

f  ten  Linse.  Man  bemerkt,  daß  die  chromatische  Längsabweichung 
und  ebenso  anch  die  chromatische  Vergrößerungsdifferenz  unab- 
hängig von  der  Durchbiegung  der  einzelnen  Linsen  ist.  Die  ein- 
fache dünne  Sammel-  bezw.  Zerstreuungslinse  ist  chromatisch  unter- 
bezw,  überkorri giert,  die  chromatische  Abweichung  des  Brennpunktes 
ist  durch  das  Produkt  von  Brennweite  und  Disperser  gegeben,  wenn 
F«  und  damit  Vs  als  klein  anzusehen  ist. 

Wir  behandeln  zunächst  ein  System  von  zwei  dünnen  Linsen 
nhne  Abstand.  Die  Gesamtbrennweite  der  Kombination  nennen 
wir  F,  die  Gesamtstärke 

*  =  -Pi  +  »'s  =  ö«'  —  Ci  =  (y  —  1)  «1 . 
diese  Gleichung  die  Maßstabsgleichung.     Die  Achromasiebedingung 
für  eine  beliebige  Lage  des  Objekts  auf  der  Achse  lautet: 


oder  wenn  wir  den  von  der  Form  abhängigen  Faktor  in  dem  Aus- 
druck für  die  Stärke  der  einzelnen  Linse,   d.  h.  die  Differenz  der 
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Krümitiungeii  ihrer  beiden  Flächen  mit  k  bezeichnen,  (wir  wollen 
ihn  kurz  den  Ä-Wert  nennen) 

Daraus  berechnet  man 


^  (»'i-»'*)^«s 

Die  Achromatisierung  ist  nur  möglich,  wenn  »■,  ^v, ;  es  sind 
also  verschiedene  Glasarten  für  die  beiden  Linsen  zu  verwenden. 
Die  Linse  mit  höherem  v  erhält  dasselbe  Vorzeichen,  die  init 
niedrigerem  v  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  die  Gesarat- 
brennweite.  Die  Einzelatärken  der  Linsen  werden  um  so  kleiner, 
Je  größer  die  v-Differenz  und  Je  kleiner  die  r-Werte  selbst  sind. 
Soll  z.  B.  tür  die  sichtbaren  Strahlen  achromatisiert  werden,  so 
bedingt  die  Kombination  von  Flußspat  und  Quarz  mit  hohen 
y-Werten  ebenso  große  Stärken  der  Einzellinsen  für  die  gleiche 
Gesamtbrennweite  wie  eine  Kombination  von  den  Jenaer  Flintglas- 
typen O.  726  (h^1,ö4)  und  0.  335  {n=l,637)  mit  nur  etwa  halb 
80  großer  f-Differenz.  Bei  dem  gewöhnlichen  Krön  von  »-  =  60  und 
gewöhnlichen  Flint  von  y^36  (das  Farbenintervall  sei  durch  die 
FBADNHOFEEsclien  Linien  C  und  F  gegeben)  erhält  man  91^  =  2,5  * 
und  (p^^  —  l,Ö0.  Sind  die  v-Werte  der  entsprechenden  Gläser 
in  zwei  Kombinationen  gleich,  so  ergibt  sich  (ttr  die  Linsen,  deren 
BrechungsindeK  höher  ist  als  der  der  entsprechenden,  ein  nach  dem 
Verhältnis  der  um  1  verminderten  Breehungsexponenten  kleinerer 
A-Wert, 

Bei  einem  System  von  k  dünnen  sich  berührenden  Linsen  ist 
die  chromatische  Abweichung  für  eine  beliebige  Objcktentfemnng 
bestimmt  durch 


r„;_2^'. 
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Wird  sie  gleich  Null  gemacht,  indem  die  DispersivstÄrken  der 
einzelnen  Linsen  sich  gerade  aufheben,  und  außerdem  der  Maß- 
^tabgleichang 

genögt,  so  sind  die  Stärken  von  k—2  Linsen  noch  willkürlich. 
Die  chromatische  Abweichung  hängt  nicht  von  der  Reihenfolge  der 
einzelnen  linsen  ab.  Ebenso  bleibt  sie  ungeändert,  wenn  eine 
Linse  in  mehrere  zerlegt  wird,  die  denselben  v-Wert  besitzen  und 
deren  Gesamtstärke  gleich  der  Starke  der  geteilten  Linse  ist. 

Hinsichtlich  der  strahlenbrechenden  und  der  farbenzerstreuen- 
den  Wirkung  bei  der  GiDSSBchen  Abbildung  ist  die  Kombination 
von  k  dünnen  benachbarten  Linsen  äquivalent  einer  einlachen  Linse 
von  der  Stärke  0  und  mit  dem  v-Wert. 

2  9^- 


Bei  gegebenen  v-Werten  kann   durch  passende   Wahl  von  -Ji 

der  Wert  von  N  von  —  c»  bis -f- oo  variiert  werden;  es  genügt 
hierfür  scbon  eine  Kombination  von  zwei  Linsen.  Obwohl  die 
Werte  von  v  bei  den  bisher  dargebotenen  optischen  Gläsern  inner- 
halb eines  beschränkten  Intervalls  liegen  (70>»'>20)  und  natur- 
gemäQ  nur  eine  diskrete  Mannigfaltigkeit  bilden ,  wird  so  der 
Optiker  in  den  Stand  gesetzt,  mit  beliebigen  v-Werten  zu  operieren. 
Wenn  für  eine  Linse  ein  v -Wert  erforderlich  ist,  der  im  Glaskatalog 
nicht  vorkommt,  so  hat  er  nur  diese  Linse  durch  eine  geeignete 
Kombination  von  zwei  oder  auch  mehr  Linsen  zu  ersetzen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dall  die  Linsen  der  Kombination 
verkittet  sind  und  für  eine  Farbe  den  gleichen  Brechungsindex  wie 
die  einfache  Linse  haben,  kann  man  mit  der  Kombination  die 
chromatische  Abweichung  ändern,  ohne  daß  sich  die  sphärischen 
Aberrationen  für  diese  Farbe  ändern;  dagegen  ändern  sich  die 
später  zn  behandelnden  chromatischen  Variationen  der  sphärischen 
Aberrationen.  Hat  eine  solche  Kombination  ein  kleineres  v  als  die 
einfache  Linse  aus  dem  Glase,  das  unter  den  Gläsern  mit  diesem 
Brechnngeindex  das  kleinste  v  hat,  d.  h.  ist  mit  der  Kombination 
eine  stärkere  cliromatische  Wirkung  erreicht  worden,   als  mit   der 
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einfachen  Linse  aus  gl  eich  brechendem  Glase  m&glich  war,  so  nennt 
man  sie  eine  hyperchromafiscke  Linse. 

Umgekehrt  ist  es  lilr  die  Theorie  von  Vorteil,  für  ein  System 
von  k  dünnen  sich  berührenden  Linsen  eine  einfache  Ersatzlin^p 
mit  den  oben  definierten  Weiten  von  ^  und  N  einzuführen.  .S'» 
sehlieSt  der  im  folgenden  behandelte  Fall  dünner  Linsen  mit  end- 
lichen Abständen  den  dünner  Linsensysteme  mit  endlichen  Abstän- 
den ein.  Für  ein  achromatisches  Linsensystem  wird  W=oo;  der 
Wert  N^=0  entspricht  einem  praktisch  nicht  realisierbaren  Grenz- 
fall,  da  für  mindestens  eine  Linse  ein  unendlich  großer  Ä-Wert 
gefordert  wird.  Ilaben  alle  Einzellinsen  das  gleiche  Vorzeichen, 
so  liepft  N  zwischen  v^^  und  r^j^. 

Das  System  zweier  getrennter  dünner  Linseo.  Wir  befassen 
uns  nun  mit  der  A Chromat isierung  zweier  dünner  Linsen  mit  end- 
lichem Abstand  (rfj.  Für  die  Maßstabsgleichung  kOnnen  wir  ent- 
weder über  den  Ort  des  Bildes  hinter  der  letzten  Linse  oder  über 
seine  Vergrößerung  verfügen 

("i  +  Ti)  fc  +  ^'i  =  "s' 


Bei  parallel  einfallendem  Licht  kann  der  Brennpunktsort  oder 
die  Brennweite  festgelegt  sein 


Die  zugehörigen  chromatischen  Bedingungen  lauten: 

_a-o 


i-dAfi +<',)> 
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wobei  die  letzte  Gleichung  am  bequemsten  durch  Dirferenzenbildung 
btisonders  abgeleitet  wird. 

Was  die  Achromatisierung  der  Schnittweiten   betrifft,   auf  die 
wir  zunächst  eingehen,  so  ist  das  Vorzeichen  des  Koeffizienten  von 

—  in  dem  Ausdruck  für  Vo,'  für  alle  Werte  von  d,  positiv,  die 
ausgenommen,    die  zwischen ; und liegen;    in 

dem  letzten  Falle  steht  die  zweite  Linse  zwischen  den  Bildpunkten ' 
flor  ersten  Linse  für  die  erste  und  zweite  Farbe.  Abgesehen  von 
diesem  Sonderfall,  in  dem  die  Stärke  der  zweiten  Linse  verglichen 
mit  der  der  ersten  sehr  groß  ausfS,llt ,  fordert  die  Ächromasie- 
bedingung  also  für  die  Brennweiten  der  Linsen  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  wenn  die  v-Wertc  die  gleichen  besitzen  und  umgekehrt. 
Die  Achroraatisierang  ist  auch  dann  möglich,  wennCi^Cj;  es  wird 
Rrlangt,  daß 

K  ^i'Pl^~  K  ^i  ^i  ' 

d.  h.  das  Verhältnis  der  Ablenkungen  für  die  erste  Farbe  sei  gleich 
dem  negativen  reziproken  Verhältnis  der  Einfalishöhen  für  die  zweite 
Farbe,    wie    wir   es  bei   der   dicken  Linse   fanden.     Was  nun  die 

positiven  Werte  des  Koeffizienten  [r'Jij^)  betrifft,  so  nimmt  er  bei 

virtuellem  Bildpunkt  der  ersten  Linse  von  -f-  1  bis  0  ab,  wenn  der 
Linsenabstand  von  0  bis  oo  wächst;  bei  reellem  Bild punkt  dagegen 
wächst  er  von  -f"  ^  ^^^  °°i  wenn  die  zweite  Linse  sich  von  dem 
Ort  der  ei-sten  Linse  bis  zum  Bildpunkt  für  die  erste  oder  zweite 
Farbe  bewegt,  je  nachdem  v  negativ  oder  positiv  ist,  und  weiter 
sinkt  er  von  oo  auf  0,  wenn  die  zweite  Linse  sich  vom  Bildpunkt 
für  die  zweite  oder  ei'ste  Farbe  bis  oo  bewegt.  Den  Werten  von 
-\-l  bis  -[-  oo  entsprcclien  also  zwei  Abstände,  bei  denen  für  die 
zweite  Linse  die  glciclie  D isper sivstärke  gefordert  wird.  Bezeichnen 
wir  den  Koeffizienten  mit  m'  und  setzen  für  :;  -  und  --  die  Detini- 
lionsausdröcke,  so  ergibt  sich  als  der  zugehörige  Linsenabstand 
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unter  Vernachlässigung  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  - 
gegenüber  o,  -|-  97^.  Wird  bei  unendlich  kleinem  Farbenbezirk  auch 
die  erste  Potenz  vemaehlftssigt,  so  kommt  die  zweite  Linse  um  - 
der  Bildweite  der  ersten  Linse  vor  oder  hinter  deren  Bildpankt  zu 
stehen.  Damit  allgemein  Fa,'  =  0  wird,  müssen  die  Di spersiv stärken 
der  beiden  Linsen  für  die  erste  Farbe  in  dem  negativen  nm^kehrten 
Verhältnis  zu  einander  stehen,  wie  die  Quadrate  der  Knfallshöhen 
eines  Strahls  mittlerer  Farbe,  da  Ja  Ä, :  Ä,  sieb  stetig  mit  der  Farbe 
ändert. 

Es  mag  noch  die  Frage  beantwortet  werden,  ob  bei  solchen 
Systemen  mit  aufgehobener  chromatischer  Längsabweichung  der 
Bildpunkt  reell  oder  virtuell  (oj'^0)  ausCällt.  Indem  wir  tf^  aus 
den  Ausdrücken  für  a^'  und  ^«^'  =  0  eliminieren,  erhalten  wir 


(y  (».+..)-..:- 


Sehließen  wir  den  Sonderfall  aus,  so  kommt  dem  Koeffizienten  vnn 

öj'  das  positive  Vorzeichen  zu.  Wenn  die  Ausdrücke  (!^)  ("i"!"?^!^ 

und  — ^  *  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,   so  hat  o,'  da-s 

Vorzeichen    der   ersten    Größe;    wenn    sie   das    gleiche   Vorzeichen 
haben,    so  hat  Oj'   dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

je  nachdem  {:   ]^--~-,-  — —  ist, 
\h,/       Oj  +  9'j   V, 

Die  Größen  ya^  und  0  haben  das  gleiche  oder  entgegengesetzte 

Vorzeichen   wie  a^' ,    Je   nachdem   --  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  eine  bestimmte  Vergrößerung  (Brennweite)  und  Äehro- 
masic  des  Bildorts  vorgeschrieben  ist,  so  dienen  zur  Berechnung 
von  tf'f  und  f^  die  Gleichungen 

9^1^ *''T,7\(y^^')°i 
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■    rfr-l)... 


'k) 


Ist  die  chromatische  LftngsabTreichung  einea  Systems  aus  zwei 
;r<'trennten   dUnnen  Linsen   gehoben,    so    bleibt   eine   chromatische 
Vct^ößeruDgsdillerenz  bestehen;  wir  finden  ihren  Wert,  indem  wir 
die  für  ein  vidflächiges  System  gilltige  Formel  spezialisieren: 
F>  __  _  rfj^  Äj  _  F^0 

Vy  kann  nicht  verschwinden,  wenn  die  erste  Linie  einfach 
i:'t,  wohl  aber,  wenn  sie  durch  ein  achromatisches  Linsensystem 
(>j  =  oo)  ersetzt  wird.  Demgemäß  Ändert  sich  das  Vorzeichen  der 
chromatischen  Vergrößerungsditfcrenz,  wenn  das  von  9^,,  v,,    -  sich 

ändert.   Das  Vorzeichen  von  ^  ist  positiv  bei  virtuellem  Bildpnnkt 

"t 
der   ersten   Linse,   bei   reellem   nur   dann,   wenn   die  zweite   Linse 
zwischen  der  ersten  und  ihrem  Bildpunkt  steht. 

Indem  wir  auf  die  Korrektion  der  chromatischen  Lftags- 
abweichung  verzichten,  wollen  wir  jetzt  Systeme  mit  aufgehobener 
chromatischer  Vergrößerungsditferenz  unter  den  vereinfachenden 
Annahmen  aufsuchen,  daß  der  Farbenbezirk  sehr  klein  ist,  und  daß 
die  Glasarten  der  beiden  Linsen  gleichen  Disperser  haben  (y^=v^). 
Wir  stQtzen  uns  auf  die  aus  den  Ausdrücken  für  a^y  ind  a^Yy 
abgeleiteten  Bedingungsgleichungeu 

"Pi  +  9'«  -  «'i  K  +  "1)  V"!  =  fr  -  1)  "j 

9't  +  9"*  - ''i  (2 -Pi  +  Ol)  ?'«  =  0  - 
oder  indem  wir  die  Gleichungen  subtrahieren  und  Oj  aus  der  zweiten 
eliminieren, 

;■  —  1  ^    dl 

Als  Beispiel  diene  das  Umkehrsystem  eines  terrestrischen 
Okulars 

__19  _4  s, s. 
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Für   ein  unendlich   entferntes  Objekt  lauten   die  Gleiclnmgeii: 

oder 

-^ 

Als  Beispiele  führen  wir  ein  RAHBDENsches  Okular 
und  ein  HüröENSsches  Okular  an 


Eine  besondere  Betrachtung:  verdient  der  praktisch  wichtige 
Grenzfall  der  von  uns  als  Rahsosh sehe  Kombinationen  bezeichneten 
Syslome,  bei  denen  die  zweite  Linse  im  Bildpunkt  der  erst«n  Linse 
für  eine  Farbe  steht;  als  solche  kann  die  erste  Farbe  gewählt 
werden,  ohne  daß  dadurch  die  Allgemeinheit  der  Behandlung  litte. 
Es  ist  dann  (i^  =  s/  und  s^'  =  s^  =  0.  Statt  auf  den  allgemeineu 
Ausdruck  für  Va^'  zurückzugreifen,  stüt-zen  wir  uns  auf  den  für 
s,',  um  die  chromatische  Längsabweichung  auszuwerten  und  finden: 


-9-.  +  ? 


oder,  wenn  wir  hci-ücksichtigen,  daß  rf,  =  s^'  ^  1 :  (u,  +  9'i)  '*'■ 

Die  Bedingung  für  das  Vei-schwinden  der  chromatischen  ^|'^■ 
größerungsdifferenz  erhSlt,  nachdem  sie  durch  'Wegheben  vereinfaebt 
ist,  die  Form: 


ll- 


'i+9'i  — 9'8ll  +  -  ) 


d.  h.  die  Stärke  der  zweiten  Linse  für  die  zweite  Farbe  muß  ffleic'' 
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(lfm    reziproken  Wert  des  Bildabstandes  der  ersten  Linse  für  die 
erste  Farbe  sein.     Ist  dies  der  Fall,  so  ist 


ys,'=— 


Da   »",^(«1—1):^«,    ist,    30    ist   die   ehromatische    Variation    der 
Sehnittweite  direkt  proportional  der  des  Brechungsexponenten. 

Das  System  dreier  getrennter  dfinner  Linsen.  Das  System  von 
drei  Linsen  mit  zwei  endlichen  Abständen  {ä^  und  d,)  kann  man 
Ach  durch  Spaltung  der  mittleren  Linse  geteilt  denken,  so  daß 
2  Systeme  von  je  zwei  dünnen  Linsen  mit  einem  endlichen  Abstand 
entstehen ,  deren  einander  zugekehrte  Linsen  eine  Gesamtstärke 
gleich  der  der  mittleren  des  dreilinaigen  Systems  haben.  Das  hintere 
Tcilsj-stem  lassen  vdr  von  den  Strahlen  in  umgekehrter  Kichtung 
durchlaufen.  Wir  benutzen  dies,  um  einen  einfachen  Ausdruck  für 
die  Aehromasie  der  Vergrößerung  bei  einem  dreilinsigen  System 
mit  aufgehobener  ehoraatisclier  Längsabweiehung  aufzustellen,  indem 
«ir  die  chromatische  Vergrößerungsdifferenz  für  die  beiden  Teile 
gleichsetzen.  Ohne  die  allgemeine  Gültigkeit  der  folgenden  Sätze 
zu  beschränken,  denken  wir  uns  die  mittlere  Linse  so  gespalten, 
daß  die  zweilinsigen  Systeme  frei  von  chromatischer  Langsabweichnng 
»lud;  dann  können  wir  die  Bedingung  in  der  Form  schreiben: 


A.  h.  für  die  erste  und  die  dritte  Linse  muß  das  Produkt  aus  der 
chromatischen  Variation  der  Ablenkung  und  dem  Abstand  von  der 
zweiten  Linse  gleich  sein.  Zu  eben  demselben  Resultat  führt  uns 
auch  die  geometrische  Betrachtung,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  die 
aus  dem  dreilinsigen  System  austretenden  aehsennahen  Strahlen  für 
die  beiden  Farben  zusammenfallen  müssen.  Ganz  analog  stellt  sich 
für  ein  System  aus  zwei  sich  berührenden  Linsen  mit  endlichen 
Dicken  (d^  und  d^)  die  Forderung,  daß  neben  der  Achromasie  der 
l^e  des  Bildes  auch  die  der  Vcrgi-ößerung  erreicht  sei,  in  der 
Form  dar: 

u,'      «,'  *     n^      ll^ 

Steht  bei  dem  System  aus  drei  getrennten  dünnen  Linsen  die 
zweite  Linse  im  Bildpunkt  der  ersten  Linse  für  eine  Farbe,  etwa 
die  erste,  so  gibt  es,  wenn  die  chromatische  Längsabweichung  ge- 
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hoben  ist,  eine  einfache  Regel  ftlr  die  Aufhebung;  der  chromatischen 
Vergrößeningsdifferenz.  Wenn  man  nämlich  die  zweite  Linse  sn 
spaltet,  daß  die  vordere  RAHSDEMsche  Kombination  frei  von  chro- 
matischer Vergrößerungsdifterenz  ist,  so  soll  dies  auch  die  hinter*' 
sein.  Daraus  folgt,  daü  die  erste  and  dritte  Linse  für  Strahlen  der 
zweiten  Farbe  in  Bezug  auf  die  zweite  Linse  optisch  konjugien 
sein  mtlssen,  d.  h.  es  muß  die  erste  Linse  mit  solchen  Strahlen 
durch  die  zweite  in  die  dritte  abgebildet  werden. 

Wir  schließen  die  Berechnung  eines  dreilinsigen  Systems  mii 
endlichen  Abständen  an,  bei  dem  das  Bild  eines  unendlich  ent- 
fernten Objekts  für  zwei  unendlich  benachbarte  Farben  die  gleiche 
Lage  nnd  Große  hat.     Zu  da  Maßstabsgleichung 

treten  dann  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Achromasie: 


Indem  wir  d^  und  d^  mit  Hilfe  der  Beziehungen 


aus   der  letzten   Gleichung  eliminieren  und   die  Maßstabsgleichung 
zur  Vereinfachung  benutzen,  erhalten  wir 

Um  bei  gegebenen  Werten  von  y  und  "^  die  Stärken  der 
drei  Linsen  zu  bestimmen,  sind  somit  nur  drei  lineare  Gleichungen 
zu  lösen. 

Sind  die  Stärken  der  drei  Linsen  gegeben,  etwa  so  bestimini, 
dafl  die  im  Kapitel  VII  behandelte  pETZVALsche  Bedingung  erfüllt 
ist,  80  können  die  Abstände  so  gewählt  werden,  daß  den  beiden 
chromatischen  Gleichungen  genügt  wird.  Nachdem  aus  der  zweiten 
von  dj  und  d^  befreiten  chromatischen  Gleichung  die  Größe  (Äj:*i'' 
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mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  fortgeBchafft  ist,  liefern  beide  A, :  Ä^ 
als  Funktion  von  A, :  A^ ,  fUr  das  sich  ao  eine  in  zwei  quadratische 
zerfallende  biquadratlscbe  Gleichung  ergibt.     Setzen  wir 

*-=:,;    ^^=a;    ^^-:^-^:^=b;    ^:!>(^i±^y=c; 

<o  lauten  diese: 

(c  +  l)x»  +  2bx  +  ac  +  b«  =  0;  x*  +  a  =  0. 
Weiter  berechnet  man: 

A,^(a  +  x')(v.  +  v,) 

A^  {b  +  x)  v^ 

und  nach  den  oben  gegebenen  Gleichungen  i^  und  Ä,.  Ist  beispiels- 
wtbf  »i^ij^Wg;  *'i^*'g;  »"i  :''j  =  l|6i  9'i^'Pa^  1;  9'(^~2, 
>ii  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (i^^O,217  und  dg  =  0,2S6; 
die  andere  Lösung  ist  unbrauchbar,  da  der  zweite  Abstand  negativ 
wird.  Die  zweite  Gleichung  liefert  für  dieses  Beispiel  keine  reellen 
Wurzeln;  solche  gibt  es  nur,  wenn  a  negativ  ist,  d.  h.  die  Dispersiv- 
stärken  der  ersten  und  dritten  Linse  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben.  Die  zweite  chromatische  Gleichung  lehrt  dann,  daß  nur 
die  Wurzel  x  =^  —  Va  auf  positive  Werte  f (ir  beide  Abstände  f ülirt, 
fi-mer,  daß  »^i :  »^s '=  —  (A, :  Ag)  ist,  also  die  zweite  Linse  im  Bild- 
puiikte  der  ersten  stehen  mufl. 

C.  Das  sekundäre  Spektrum. 

Bei  achromatischen  Systemen  wird  die  Übereinstimmung  der 
Abbildungsfaktoren  nur  für  zwei  Farben  gefordert;  es  bedarf  daher 
noch  der  Untersuchung,  welche  Abweichung  diese  Systeme  für  eine 
dritte  Farbe  zeigen,  und  welche  Bedingungen  für  die  Korrektion 
dieses  neuen  Fehlers  bestehen.  Wir  beschränken  uns  auf  die  chro- 
matische Längsabweichung  als  den  praktisch  wichtigsten  Fehler; 
bei  einem  System  dünner  sich  berührender  Linsen  haben  wir  es 
ohnehin  nur  mit  diesem  Fehler  zu  tun.  Femer  wird  angenommen, 
daß  das  erste  wie  auch  das  letzte  Medium  Luft  ist.  Einige  Be- 
merkungen über  die  im  folgenden  benutzten  Bezeichnungen  mögen 
vorausgeschickt  werden.  Den  Überschuß  des  Brechungsexponenten 
der  zweiten  Grundfarbe  über  den  der  ersten  nennen  wir  die  Grwaä,- 
di^ersiott,  den  Überschuß  des  Brechungsexponenten  der  dritten 
Farbe  über  den  der  ersten  Grundfarbe  die  Teildispersion,  das  Ver- 
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hältiiis  der  Teildispersion  zur  Grunddispersioii  die  relative  Teil- 
dispersimt  oder  kurz,  indem  wir  sie  mit  i?  bezeichnen,  den  Ö-Wen 
für  die  dritte  Farbe;  der  »^Wert  für  das  Intervall  von  der  ersten  bis 

zur  dritten  Farbe  wird   dann  -k-    Indem  man  die  Farbenkorrektiim 

ff 
von  achromatischen  Systemen  als  eine  Korrektion  von  der  ersten 
Ordnung  ansieht,  bezeichnet  man  die  Abweichung  der  Schnittweite 
für  die  dritte  Farbe  gegen  die  der  Grundfarben  als  sekundäres 
Spekhvm  für  die  dritte  Farbe;  den  Zusatz  „für  die  dritte  Farln-' 
unterdrücken  wir  im  folgenden  der  Kürze  halber. 

Das  dnone  LiDsensystem.  Bei  einem  achromatischen  System 
dünner  sich  berührender  Linsen  ist  das  sekundäre  Spekiruni  ü 
durch  eine  Formel  gegeben,  die  der  für  die  chromatische  LSng^- 
abweiehung  analog  ist. 


-V(v+i3)i^^^. 


Diese  Beziehung  kann  im  alJgemeinen  unbedenklich  durch  die 
einfachere  ersetzt  werden: 


Das  sekundäre  Spektrum  verschwindet  unter  allen  Umständen, 
wenn  ö,  =  tfj=  .  .  .  tf^  ist,  sonst  sind  zur  Beseitigung  für  eine 
dritte  Farbe  mindestens  drei  Linsen  erforderlieh,  über  deren  Brenn- 
weiten entsprechend  verfügt  werden  muß,  doch  ist  die  Aufhel>iin? 
auch  bei  Verwendung  beliebig  vieler  Linsen  unmöglich,  wenn 


ist  {A  und  B  mögen  beliebige  konstante  Größen  darstellen),  da  dann 

F  j-ö,  \        y/ 

wird;    für   ein    unendlich    entferntes    Objekt   ist   also   das  auf  die 
Brenn  Weiteneinheit  bezogene  sekundäre  Spektrum  gleich  —B. 

In  der  nebenstehenden  Figur  82  sind  die  wichtigsten  T>T^n 
optischen  Glases,  insoweit  sie  für  Linsenkonstruktionen  in  Betraft' 
kommen,  dadurch  charakterisiert,  daß  jedes  Glas  durch  einen  Puu^' 
der  Koordinatenebene  dargestellt  wird,  dessen  rechtwinklige  Koordi- 
naten die  dem  Katalog  des  Jenaer  Glaswerks  entnommenen  ^^^^^ 
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Yon  f  für  das  Wellenläiigeninterval]  C~F  (Abszisse)  und  von  & 
für  Hj  (Ordinate)  sind.  Es  fällt  solort  auf,  dafl  die  die  OlÄser 
repräsentierenden   Punkte   sich    zum   größten  Teil   in   zwei  Reihen 
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DiFM  tf-W«ne  (laden  •Itti  In  den  lilukntalotKn ;  Im  Texi 


nnphliche  Dmntfllung  der  r-  und  tf-Wene  für  einige  Arien  nptiHbcn  GlDneii, 

anordnen,  von  denen  die  eine  große  Heihe  vornehmlich  Sillkatgiaaer, 
die  andere  BorosiHkatflinto  enthält.  Wftlircnd  die  Borosilikatreilie 
hei  gleichem  v  ein  niedrigeres  &  aufweist  als  die   Silikatreihe,   he- 
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sitzt  das  isoliert  stehende  Femrohrkron  ein  höheres  &  als  das 
Silikatglas  von  gleichem  v.  Innerhalb  der  SUikatreihe  kann  man 
mit  einer  Genauigkeit,  die  der  Messungsgenauigkeit  nnr  wenig 
nachgibt  (der  Brechungsiudex  ist  bis  auf  etwa  eine  Einheit  der 
fünften  Dezimale  genau),  die  zu  einem  v  gehörigen  &  durch  die 
Formel  berechnen 

^=1,674  —  0,0018»'. 
Ebenso  hängt  innerhalb  der  Borosüikatreihe  ^  linear  von  y  ab; 

*=  1,667  —  0,0018»'. 
Der  Koeffizient  von  v  ist  wieder  —0,0018,  da  die  Reihen  sich  in 
parallelem  Zuge  erstrecken.  Nach  dem  oben  Bewiesenen  muß  also 
das  sekundäre  Spektrum  unverändert  bleiben,  wie  man  auch  die 
(Gesamtstärke  des  Systems  auf  die  einzelnen  Linsen  verteilt  und 
wie  man  auch  die  Gläser  wählt,  wenn  nur  nicht  Gläser  ans  dor 
einen  Reihe  neben  aolchen  aus  der  anderen  in  dem  System  vor- 
kommen. Wir  würden  das  Gleiche  finden,  wenn  wir  an  Stelle  von 
Hy  eine  andere  Farbe  innerhalb  des  Bereichs  von  C  —  H,  gewählt 
hätten.  Erst  indem  man  Gläser  kombiniert,  deren  repräsentierende 
Punkte  nicht  alle  auf  einer  zur  Abszissenachse  geneigten  Geraden 
liegen,  ist  eine  Aufhebung  des  sekundären  Spektrums  bei  einem 
System  dünner  sich  berührender  Linsen  möglich;  sie  Ist  also  nur 
dadurch  möglich  gewoi-den,  daß  die  Glastechnik  die  einfache  Mannig- 
faltigkeit der  optischen  Gläser  in  Bezug  auf  den  Gang  der  Dispersion 
zu  einer  zweifachen  erweitert  hat,  indem  der  tf-Wert  sozusagen 
unabhängig  vom  v-AVert  gemacht  wurde. 

Bei  einem  dünnen  zweilinsigen  System  ist  das  sekundäre 
Spektrum,  wenn  ich  die  für  die  Achromasie  geforderten  Stärken 
der  Einzellinsen  einsetze: 

v^  —  vj  F 
Es  verschwindet,  wenn  bei  endlicher  »Differenz  &^:=if^  ist,  wenn 
die  die  Gläser  repräsentierenden  Punkte  auf  einer  zur  Abszissea- 
achse  parallelen  Geraden  liegen.  Je  kleiner  die  v-Differenz  ist. 
desto  genauer  kommt  es  für  die  Aufhebung  des  sekundären  Spektrums 
auf  die  Gleichheit  von  ^^  und  ^j  an. 

Auf  das  zweilinsige  System  lassen  sich  die  drei-  und  mehr- 
linsigen  Systeme  mit  verschwindenden  Dicken  und  Abständen  zurück- 
führen. Die  Diskussion  wird  erleichtert,  wenn  man  alle  Sammel- 
linsen und   ebenso  alle  Zerstreuungslinsen  in  diesem  durch  je  eine 
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."^ammel-    und    eine    Zerstreuungslinse    ersetzt.      Ist    die   Zahl  der 

-Saramellinaen   l,    so    ist    die  Stärke   <P^,    der  v-Wert  N_^  und  der 
ff-Wert  0_|_  der  ersetzenden  Sammellinse  gegeben  durch 


2  f. 


Ganz  ebenso  bestimmen  sieh  die  Werte  von  0_,  N_  und  0_ 
tör  die  Zerstreuungslinse.  Die  Werte  von  N,  und  0^  liegen  aber 
zwischen  dem  Minimal-  und  Maximalwert  von  v  und  #,  die  bei  den 
einzelnen  Sammellinsen  vorkommen  und  ebenso  N_  und  0_  zwischen 
denen,  die  bei  den  Zerstreuungslinsen  vorkommen.  Trage  ich  also 
die  fiktiven  durch  N±  und  &±  charakterisierten  Gläser  der  Ersatz- 
linsen in  ein  nach  dem  Uuster  der  Fig.  B2  angelegtes  Diagramm  ein, 
so  muß  der  repräsentierende  Punkt  innerhalb  des  Polygons  liegen, 
dessen  Ecken  die  äußersten  Positionen  wirklich  hergestellter  Glas- 
arten sind.  Vergegenwärtigt  man  sich,  daß  im  allgemeinen  die 
Herstellung  von  Gläsern,  deren  Eigenschaften  zwischen  denen  vor- 
handener Gläser  liegen,  keine  größeren  Schwierigkeiten  bietet,  so 
dürfte  man  mit  Recht  behaupten  können,  daß  die  Verwendung  von 
drei  und  mehr  Linsen  zur  Verminderung  des  sekundären  Spektrums 
nur  ein  Notbehelf  ist,  um  mit  den  vorhandenen  Glasarten  aus- 
zukommen; es  soll  aber  damit  nicht  geleu^et  werden,  daß  auch 
abgesehen  von  der  Farbenkorrektion  die  Verwendung  dieser  mehr- 
iinsigen  Systeme  mit  Rdcksicbt  auf  die  Vorteile  für  die  Korrektion 
der  sphärischen  Abweichungen  in  vielen  Fällen  gerechtfertigt  er- 
scheinen kann. 

Sind  bei  einem  dünnen  System  von  drei  einfachen  Linsen  die 
tf-Werte  nicht  identisch,  bilden  mithin  die  repräsentierenden  Punkte 
ein  Dreieck  von  endlichem  Flächeninhalt,  so  verschwindet  das 
sekundäre  Spektrum  nur  bei  einer  Verteilung  der  Stärken  auf  die 
einzelnen  Linsen.     Ohne  Rücksicht  auf  die  hier  belanglose  Reihen- 
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folge  der  Linsen  bezeichnen  wir  die  Linse  mil  dem  bOcbsten  ö-Wert 
als  die  erste,  die  mit  dem  mittleren  als  die  zweite,  die  mit  dem 
niedrigsten  als  die  dritte  Linse  und  entsprechend  die  Gläser  als 
erstes,  zweites  und  drittes,  die  repräsentierenden  Punkte  mit  P,,  P, 
und  Pg.  Wir  müssen  nun  das  Stärkenverhftltnis  zweier  Linsen  sn 
wählen,  daß  der  i9-Wert  9  für  die  sie  ersetzende  Linse  gleich  dem 
tf-Wert  der  noch  übrigen  Linse  wird;  sollen  jene  beiden  Linsen 
gleiches  Vorzeichen  erhalten,  so  kann  ich  als  solche  nur  die  eruti; 
and  dritte  Linse  wählen.  Der  repräsentierende  Punkt  des  für  die 
Ersatzlinse  geforderten  Glases  ist  der  Schnittpunkt  E  einer  duroh 
den  Punkt  P^  parallel  zur  Abszissenachse  gelegten  Geraden  mit 
der  Geraden  i'jPj.     Die  Bedingung 


hat  die  geometrische  Bedeutung,  daß  sich  P^E  zu  EP^  umgekehrt 
verhält  wie  die  Dispersivstfirke  der  ersten  Linse  zur  zweiten.  Weun 
der  Wert  N  für  die  Ei-satzlinse  grÖiJer  als  r,  ist,  so  ist  q)j  niid  (Tj 
positiv,  (p^  negativ;  ist  N  kleiner  als  Vj,  so  kehren  sich  die  Vor- 
zeichen von  q}, ,  (p^  und  tp^  um.  Die  Stärken  der  einzelnen  Linsen 
werden  auch  hier  um  so  kleiner,  je  größer  die  Differenz  N—Vfim 
Vergleich  mit  den  Werien  von  if  und  v^  ist. 

Wir  wollen  die  Berechnung  eines  von  sekundärem  Spektrum 
freien  Systems  von  drei  Linsen  durch  ein  Beispiel  erläutern.  Die  drei 
Farben  seien  C,  F  und  6'.  Als  Gläser  wählen  wir  die  eines  ObjekliTS 
von  H.  D.  Tatloe  (JT.). 0.374,  0.658  und  O.  643  mit  den  Wenen 
r^  =  60,4,  »-,  =  60,2,  v^^bO,6  und  ^,  =  1,6675,  d,  =  l.ö767. 
ög  =  l,5830.  Die  letzte  Gleichung  liefert  <p^:^^=  l,22i.  Darauf 
wird  der  Wert  von  N=5i,6  berechnet.  Mit  den  Formeln  für  ei" 
achromatisches  System  aus  zwei  Linsen  findet  man  schließlich 
n  =  +  &.58.  ?'8  =  — 11.41,  9'g^  +  6,83.  Man  hatte  diese  Werte 
auch  direkt  durch  Auflösen  der  Gleichungen 


=  1; 


,y  Google 


Die  chromatische  Variation  der  Lage  nnd  GrDSe  des  Bildes.         363 

finden  tonnen,   auf  dem   oben  angegebenen  Wege  orientiert  man 
sich   aber  leichter  über  die  Wahl  der  Glftser. 

"Wird  in  den  obigen  Gleichangen  für  *,  N  und  ö  die  ein- 
schränkende Bestiniinang  autgehoben,  daB  nur  Sammellinsen  kom- 
biniert werden  sollen,  so  kann  man  ihnen  folgende  Auslegung  geben. 
Durch  passende  Wahl  der  Stärken  der  einzelnen  Linsen  können 
die  Werte  von  N  und  O  unabhängig  \'on  —  co  bis  -j~  °°  variiert 
werden,  es  genügt  hierfür  eine  Kombination  von  drei  Linsen.  Der 
Optiker  kann  somit  Systeme  konstruieren,  die  einer  eiuTachon  Linse 
mit  beliebigem  v-  und  ??-Wert  äquivalent  sind.  Umgekehrt  schließt 
der  im  folgenden  bebandelte  Fall  einfacher  dünner  Linsen  mit 
Abständen  den  dtlnner  Linsensysteme  mit  Abständen  ein,  wenn  wir 
nur    den   v-  und  tf-Werten   der   einfachen  Linsen   beliebige  Werte 

erteilen.    Eine  Linsen kombination,  für  die  N^co  und  -rr^O  ist, 

ist   achromatisch   und  frei  von  sekundärem  Spektrum;   besteht  eine 
Kombination  aus  Linsen,  deren  ö-  und  v-Werte  durch  die  Beziehung 


verknüpft  sind,  so  gilt  diese  Beziehung  auch  für  die  resultierenden 

Werte  0  und  Jf  der  Ersatzlinse;  füry=^oo  wird  -rr^B. 

N 

Das  System  zweier  getrennter  dünner  Linsen.    Der  Ausdruck 

für  das  sekundäre  Spektrum   eines  Systems,   das  aus   zwei  dünnen 

Linsen  (Linaensystemen)  in  endlichem  Abstände  besteht,  ist  analog 

dem  oben  gefundenen  Ausdruck  für  Va^' 


ß=-VC».'+ß) 


Vorab  behandeln   wir  den  Fall,    daß  Vorder-  und  Hinterglied 
beide  für  sich  achromatisch  sind,   d.  h.   daß  v,  =  y,  =  oo   ist;  da- 

&,  ^, 

eegen  sollen  — ^  und  — ^  endlich    sein,   und  zwar   nehmen   wir  an, 

*i  *"« 

daß  sie  gleich  sind,  und  lassen  die  Indices  weg.    Wenn  wir  Q  gegen 

«,'   und  —  gegen  {l  — '^iCoi  +  ^'JV    i?i9'i   vernachlässigen   und  s„' 

mit  Hilfe  des  Ausdrucks  für  o,'  eliminieren,  so  ist 
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Damit  das  sekundäre  Spektrum  verschwindet,  nmfi 


{i-d,(o,-\-,p,)y- 


-9, 


sein;  die  Brennweiten  der  £inzellinsen  erhalten  mlttiin  in  jedem 
Falle  entgegengesetztes  Vorzeichen.  Liegt  der  BUdpunkt  der  ersten 
Linse  zwischen  den  beiden  Linsen,  so  sind  für  die  zweite  Linse 
zwei  Stellungen,  auf  beiden  Seiten  dieses  Bildpunktes  und  in 
gleicher  Entfernung  davon  möglich.  Liegt  das  Objekt  im  Unend- 
lichen, so  ist  der  hintere  Brennpunkt  immer  virtuell,  da 

ist.  Abgesehen  von  dieser  Kompensation  des  sekundären  Spektrums 
der  einen  Linse  durch  das  der  anderen  läßt  eich  dieser  Fehler 
noch  auf  andere  Weise  erheblich  vermindem,  wie  wir  fOr  den  Fall 
eines  unendlich  entfernten  Objekts  zeigen  wollen.  Die  vordere 
Linse  muß  zu  dem  Zweck  eine  im  Verhältnis  zur  Gesamtbrenn- 
weite große  Brennweite  erhalten,  und  das  von  iiir  entworfene  Bild 
durch  die  hintere  Linse  von  kurzer  Brennweite  verkleinert  werden, 
wobei  es  gleichgiltig  ist,  ob  die  zweite  Linse  positive  oder  negative 
Brennweite  hat,  und  ob  sie  dicht  vor  oder  hinter  dem  Brennpunkt 
der  ersten  Linse  steht. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  über,  daß  die  beiden 
Teile  des  Systems  mit  chromatischer  Längsabweichung  behaftet  sind, 
so  können  wir  G,  das  klein  gegen  s,'  sei,  durch  Benutzung  der 
Achromasiebedingung  für  das  ganze  System  auf  die  Form  bringen 

v^y  o^-  L   '        *        1  — öj£      1— el 
wo 

ist.  Dieser  Ausdruck  besteht  aus  zwei  Teilen,  von  denen  der  erste 
den  Abstand  d^  nicht  entliält  und  das  sekundäre  Spektrum  für  den 
Fall  angibt,  daß  der  gleichen  ersten  Linse  eine  sie  achromatisierende 
Linse  im  Abstand  NuU  zugesellt  wird.  Den  zweiten,  dem  endlichen 
Abstand  Rechnung  tragenden  Teil  vereinfachen  wir,  indem  wir  in 
ihm  e  und  ^^e  gegen  1  vemaclilässigen,  wobei  zu  berücksichtigen 
ist,  daß  der  zweite  Teil  selbst  e  proportional  ist,  und  erhalten  so 
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Es  bann  mithin  d^  so  gewählt  werden,  daß  das  sekundäre 
Spektrum  verschwindet.  Wir  erläutern  dies  durch  ein  Beispiel,  bei 
dem  o,  — •  0  und  als  erste,  zweite  und  dritte  Farbe  C,  F  und  0'  an- 
genommen sind.  Es  seien  fflr  die  erste  und  zweite  Linse  gewöhn- 
liches Krön-  und  Flintglas  gewählt,  0.546  mit  den  Werten  von 
»■^  =  60,2  sowie  d,  =  1,666  und  0. 118  mit  »-,=36,9  und  &,  =•=  1,607. 
Soll  Q  verschwinden,  so  muß  ^^^1  =  0,75  sein.  Damit  das  System 
femer  acliromatiscb  ist,  wie  angenonuncn  wurde,  muß  p,  =  -|-  0,6328 
95,^  —  6,5312  sein,  wenn  F=^  —  l  gesetzt  wird.  Unser  Beispiel 
kann  als  die  dioptrische  Urform  eines  Brachymedials  nach  L.  Schüp- 
HAifN  (1.)  angesehen  werden,  das  man  erhält,  wenn  die  Stärke  der 
zweiten  Linse  halb  so  jgroß  gewählt  wird,  imd  die  Strahlen  durch 
Spiegelung  gezwungen  werden,  diese  Linse  zum  zweiten  Male  zu 
durchsetzen  und  einen  reellen  Bildpunkt  zu  erzeugen. 

DasSystem  dreier  getrennter  dfinner  Linsen.  Von  den  Systemen, 
die  aus  drei  dünnen  Linsen  (Linsensystemen)  in  endlichen  Abstän- 
den bestehen,  behandeln  wir  nur  die,  deren  mittlere  Linse  im  Bild- 
punkte  der  vorderen  steht,  und  die  daher  durch  Spaltung  der 
mittleren  Linse  in  zwei  RAHSSENSche  Kombinationen  zerlegt  werden 
können.  Dazu  gehören  zwei  katadioptrieche  Konstruktion en ,  die 
eine  von  H.  Schboedeb  (.4.),  die  andere,  das  Medial,  von  L.  Schup- 
HAKN  (1.);  wenn  nur  ihre  dioptrische  Urform,  wie  es  für  die  Farben- 
abweichungen ausreicht,  in  Betracht  gezogen  wird.  Die  Be- 
dingungen für  die  Aufhebung  der  chromatischen  Längsabweicbung 
erster  Ordnung  und  des  sekundären  Spektrums  lauten  bei  diesen 
Systemen 

Soll  auch  die  VergröBerung  für  alle  drei  Farben  die  gleiche 
sein,  so  müssen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  für  sich  gleich 
N'ull  sein.  Die  Erfüllong  unserer  Gleichungen  ist  also  nur  mög- 
lich, wenn  tf,  ^^g  ist,  z.  B.  wenn  das  erste  und  dritte  Teil- 
system aus  den  gleichen  Gläsern  besteht.  Für  die  mittlere  Linse 
wird  dabei  nur  eine  Farbenkorrektion  erster  Ordnung  verlangt,  in- 
soweit als  die  Stärke  für  die  zweite  wie  die  dritte  Farbe  gleich  der 
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Summe  der  reziproken  LinsenabsULnde  sein  mnfl.  Soll  entsprecheud 
die  Farbenkorrektion  des  glänzen  Systems  für  die  Lage  und  Ver- 
größerung des  Bildes  von  der  ftten  Ordnung  sein,  so  muß  die  der 
mittleren  Linse  von  der  A  —  1  ten  Ordnung  sein.  Braucht  die 
chromatische  Vergrößerungsditferenz  nicht  gehoben  zn  sein,  so  kann 
den  obigen  Gleichungen  auch  dann  genügt  werden,  wenn  dj^ö,  ist. 
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Sekimdliei  Spfktnini  d«r  Kombioitlon  O.  ITSB,  O.  loa.    OptlKhs  Eomfetlcn: 

Fc^  Ff=  100  rom. 

Dlg  0rdliut«n  ergeben  die  WeJleulingeD  in  fift.    Die  AbailBeii  ergeben  F^  —  Pfj  in  bundrna 
Uilllnieler,  nbgelngeD  roa  Ff^  Fjk 

D.   Die  Wahl  des  WelleDlfinsenpaares  fOr  die  chromatische 
Korrektion. 

Bei  achromatischen  Systemen,  bei  denen  die  Schnittweite  nichi 
für  alle  Wellenlängen  konstant  ist,  entsteht  die  Frage,  für  welche 
Wellenlängen  die  Schnittweiten  gleich  gemacht  werden  sollen.  Es 
kommt  jedenfalls  in  erster  Linie  darauf  an,  was  für  Licht  von  doii 
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Objekten  ausgeht  und  wie  die  Empfindlichkeit  der  Äufnalmieschicht 
(der  Netzhaut  oder  der  photographischen  Platte)  mit  der  Wellen- 
länge variiert.  Da  wir  diese  Änfgabe  hier  aut  dem  Boden  der  geo- 
metrischen Optik  nicht  lösen  können,  beschränken  wir  uns  auf  einige 
Bemerkungen,  wie  man  in  der  praktischen  Optik  verfährt.  Können 
nur  zwei  Farben  vereinigt  werden,  so  unterscheidet  man  drei  Fälle ; 
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Flg.  84. 

DStlDn  0.  178«,  O.  lOB. 

Die  Opdlnmten  erg«b«D  die  WeUepÜlngep  In  /i;i.    Dte  Absiiweii  ergeben  J^  —  Fp  i»  hundortal 
MilUineler,  abgetragen  ton  Ff:  =  ^Viol. 

soll  das  System  visuellen  Zwecken  dienen,  so  wird  C  oder  auch 
ivoh]  eine  Stelle  zwischen  B  und  C  mit  F  vereinigt;  für  die  Zwecke 
der  Astrophotographie  F  mit  Ky,  für  die  Zwecke  der  übrigen  Zweige 
der  Photographie  (Porträt-,  Landsehafts-,  Mikrophotographie  n.  s.  w.) 
i>  mit  'Sy.  In  dem  letzten  Falle  verzichtet  man  auf  die  beste  Ver- 
einigung der  photographisch  wirksamen  Strahlen,  die  rein  aktinische 
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Korrektion,  die  in  der  Astropbotograpbie  erstrebt  wird.  E^erseiti' 
sind  nftmlich  die  damit  in  Kanf  genommenen  chromatischen  Ab- 
weichungen im  blau -violetten  Teil  des  Spektrums  bei  den  kleineren 
Brennweiten  nicht  so  bedenklich.  Anderseits  braucht  in  der  Astro- 
Photographie  der  Unterschied  zwi- 
schen der  Einstellung  auf  die  beste 
optische  und  die  beste  photographi- 
sche  Wirkung,  kurz  als  Fokus- 
differenz  bezeichnet,  nur  einmal  er- 
mittelt zu  werden,  um  die  photo- 
graphische  Platte  nach  dem  visu- 
ellen Eindruck,  etwa  auf  der  Matt- 
scheibe ,  einstellen  zu  können. 
während  in  der  übrigen  pholo- 
graphischen  Praxis  die  verschie- 
denen endlichen  Entfernungen  der 
Objekte  entsprechend  wechselnde 
Pokusdiffereuzen  bedingen,  die 
nur  bei  einem  für  D  und  By  stabil 
achromatischen  System  durchaus 
beseitigt  sind.  Man  pflegt  aber 
sich  mit  der  praktisch  ausreichen- 
den Annäherung  zu  begnügen. 
daß,  je  nachdem  das  System  ein 
vergrößertes  oder  verkleinertes 
Bild  entwerfen  soll,  der  vordere 
oder  hintere  Brennpunkt  achroma- 
tisiert  wird,  zudem  ist  meist,  schon 
UM,  mit  Rücksicht  auf  die  chromati- 
sche Differenz  der  Lateralvergröfle- 
rung,  auch  die  Achromasie  der 
Brennweite  herbeigeführt. 

In  den  nebenstehenden  von 
M.  TON  KOHB  (3.  61-G4.)  entlehnten 
Figuren  ist  für  die  drei  Arten  der 
Achromatis iening  der  Gang  der  Brennweiten  mit  der  Wellenlänge 
bei  einem  dünnen  System  aus  gewöhnlichem  Krön  nnd  Flini 
dargestellt.  Die  optischen  Dat«n  der  Gläser  sind  im  folgenden 
gegeben.  Die  unter  den  Dispersions  werten  stehenden  Zahlen  in^bec 
das  Verhältnis  der  betreffenden  Teildispersion  zur  mittleren  Dis- 
persion von  C  bis  F  an. 


Seknodilrea  Spektnim  äet  Kumbli 
O.IOe,  Pbolognipb  lache  (nkllulaoh 

Die  Ordlnilen  ergEben  die  Wellealü: 

nie  AbKlBMi)  ergeben   F^  —  Fj^  \\ 

MUllmettr  abBeliiigen  von  Fj, 
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Brechung  und  DfBpersion  zweier  Silikatgläser. 
0.  1726.     Silikat-Kron: 


nZ> 

ObisJ- 

^'bisC 

CbiaD 

D  bis 
Orünag 

bis  r 

f  bisG' 

G'b« 
Vioi-Sg 

',5 '787 

0,00880 

58.8 

0,0030s 
0,343 

0,00359 
o,!94 

0,00218 

o,*48 

0,00403 
0,458 

0,00501 
0,569 

0,00379 

0,43" 

0.  108.     Gewöhnliches  Silikat -Fllnl: 

1,61164    0,01716    36,2    0,00546 '  0,00488    0,00431     0,00807    0|0i04S    0,00835 
]  0,318     I  0,384        0,345        0,470        0,609       0,481 

Der  genaueren  Orientierung  halber  seien  hier  die  Werte  der 
zu  den  benutzten  FBAinrHOTEBschen  Linien  gehörigen  Wellenlängen 
in  ftft  angegeben: 


Ä' 

C              D 

GrUnflir 

F 

C 

VioL,^ 

„.... 

767,7 

656,3         S«9,3 

»'■■ 

486,3 

434,' 

405,« 

2.  Die  Variation  der  sphärischen  Aberrationen  mit  der 
Wellenlange. 

Wir  verzichten  darauf,  die  ziemlich  verwickelten  DiHerenzIonneln 
für  die  chromatische  Variation  der  fünf  ÖElDELschen  Bildfehleraus- 
driicke  anf zustellen ,  weil  die  hier  zu  behandelnden  chromatischen 
Fehler  nur  bei  größerer  Neigung  der  Strahlen  gegen  die  Achse 
praktisch  von  Bedeutung  sind.  Wir  gehen  ferner  nur  auf  die  wich- 
tigsten Fehler  ein,  es  sind  dies  die  chromatische  Differenz  der 
sphärischen  Aberration  in  der  Achse,  des  Sinusverhältnisses  und  der 
Verzeichnung. 

Der  erste  Fehler  äuSert  sich  darin,  daß  ein  Unterschied  in  der 
sphärischen  Aberration  für  zwei  Farben  vorhanden  ist,  der  im  all- 
gemeinen mit  dem  Öffnungswinkel  des  abbildenden  Büschels  wSchst. 
•iewiihnlich  liegt  die  Abweichung  für  die  Strahlen  kürzerer  Wellen- 
länge im  Sinne  der  sphärischen  Überkorrektion.  Ist  beispielsweise 
lür  Grün  sphärische  Korrektion  hergestellt,  so  wird  gewöhnlich  für 
Hot  sphärische  Unterkorrektion,  für  Blau  Cberkorrektion  bestehen. 
Dieser  Korrektionszustand  empfietilt  sich  bei  Systemen  für  visuelle 
OpUk.  24 
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Zwecke,  wenn  die  Änthebung  der  chromatiBchen  Differenz  der 
sphärisclien  Aberration  nicht  erstrebt  wird;  ebenso  wird  man  Systeme, 
die  anderen  Zwecken  dienen,  für  die  wirksainste  Strahlengatlunp 
sphäriscb  kon-igieren.  Man  kann  diesen  chromatischen  Fehler  aucli 
als  die  Variation  der  chromatischen  Iiängsab weichung  mit  der  öffnunff 
des  Systems  auffassen,  indem  für  jede  Zone  die  Differenz  der  Schnitt- 
weiten für  zwei  Farben  eine  aii- 
.—■^«"m"  dere  ist.  Ist  beispielsweise  chro- 
matische Korrektion  für  die  achsen- 
nahen  Strahlen  herbeigeführt,  so 
wird  in  dem  gewöhnlichen  Fali. 
je  mehr  eine  Zone  nach  dem  Rande 
der  Öffnung  zu  gelegen  ist,  um 
so  größere  chromatische  Oberkor- 
rektion auftreten.  Soll  die  chro- 
matische Korrektion  innerhalb  de:^ 
ganzen  Bereichs  der  Öffnung  mög- 
lich sein,  so  muß  die  chromatische 
Differenz  der  sphilrischen  Aber 
ration  aufgehoben  werden;  ist 
das  nicht  geschehen,  so  fragt  es 
sich,  in  welche  Zone  die  chroma- 
tische Korrektion  zu  legen  ist. 
Dies  laßt  sich  auf  dem  Boden 
der  geometrischen  Optik  iiiclit 
entscheiden. 

Ein  übei-sichtlichea  Bild  von 
dem  Gang  der  Schnittweiten  mi' 
der  Wellenlange  und  EinfallsliöJK' 
liefert  die  für  die  Darstellung  dieser 
Verhältnisse  zuerst  von  M.  tos 
.uu«.u.«.uu,      mu.  .u.,»iu.t,.™u.  Hohe  [3, 65.)   benutzte   Isoplellioii- 

methode.  Wir  entnehmen  daraus  die  Darstellung  Figur  86  für  ein 
pBTZVALsches  Porträtobjektiv.  Man  bemerkt,  daß  die  beste  Strahlen- 
Vereinigung  für  die  Einlallsliöhe  12,6  mm  und  die  Wellenlänse 
Ö40  /ifi  erreiclit  ist.  Was  die  sphärische  Abweichung  betrifft,  so  i>t 
bei  C  etwa  0,224  mm  Unterkorrektion,  bei  Q'  0,125  mm  Cberitor- 
rektion,  bei  «1^472 /*/*  Korrektion  für  die  volle  Öffnung  vorhanden. 
Was  die  chromatische  Abweichung  betrifft,  so  sind  diese  für  die 
Einfallshöhe  0  bei  C-^-OiO^,  bei  i  =  490 /i/t  —  0,056  (lUinimuni  »ii^r 
Schnittweite),   bei  G'-f- 0,016,   während  sie  für  die  Randzone  de? 


v\ 

^'' 

t^ 

\ 

\J- 

ji 

x\ 

\- 

y/ 

c  ■'"     l 

«u™  (ilr  J,  Pktzvai 


l:3i,  Fd  = 


.inien  C,  D,  F,  ß'.     Di«  Ordlnaten  sind  die 

Tierlurh  vergraeerten  Elntalluhllheii 
»plethra-Uanlelliiiiii  [Ur  die  Scbalttwi 
litrer«»!  iKgca  Fjj  In  Uusendalel  MUlij 
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Objektivs  bei  C— 0,144,  beU  =  640/*^  — 0,188  (Minimum)  und  bei 
G'  +0,141  mm  sind. 

Das  Verdienst,  die  chromatische  Korrektion  für  die  Achsen- 
und  die  Randstrahlen  bei  einem  zweilinsigeQ  Objektiv,  das  für  parallel 
cinfall«ndes  Licht  benutzt  werden  soll,  als  Erster  aufgehoben  zo 
haben,  gebührt  C.  F.  Gadss  (l.),  der  die  Kronlinse  voranstellte, 
wahrend  C.  A.  Steinheil  (2.)  in  der  von  ihm  ausgeführten  Kon- 
s^truktion  die  Flintlinae  vorangehen  ließ.  E.  Abbe  (S.)  beschäftigte 
j-ich  mit  der  Aufhebung  der  chromatischen  Differenz  der  sphärischen 
Aberration  bei  Mikroskopobjektiven  großer  Apertur  und  unterschied 
hiiT  zwei  Korrektionsmethoden,  Die  eine  besteht  in  der  Ein- 
führung von  Kittriächen,  bei  denen  das  auf  der  hohlen  Seite  angren- 
zi'iide  Glas  die  gleiche  Dispersion,  aber  einen  niedrigeren  Brechunga- 
index  besitzt,  wie  das  auf  der  erhabenen  Seite  angrenzende.  Die 
ziveite  Methode  besteht  darin,  daß  ein  sphärisch  und  chromatisch 
stark  unterkorrigiertea  Vorderglied  und  ein  entsprechend  überkorri- 
giertes Hinterglied  in  beträchtlichem  Abstand  angeordnet  werden. 
Infolgedessen  durchsetzen  die  blauen  Strahlen  das  Hinlerglied  mit 
kleinerer  Einfallshöhe  als  die  roten  und  erfahren  dort  eine  geringere 
sphärische  Cberkorrektion,  die  in  erster  Annäherung  den  kleineren 

Werten  des  Faktors  l-'J    entspricht.     Bei  Anwendung  der  zweiten 

Methode  wird  das  blaue  Bild  stärker  vergrößert  als  das  rote.  Dieser 
Fehler  kann  entweder  durch  Eompetisatiotisokulare,  die  mit  entgegen- 
gt-setzter  chromatischer  VergrCßerungsdifferenz  ausgestattet  sind, 
oder  durch  eine  Korrektionslinse,  die  etwas  unterhalb  des  Objektiv- 
bildes eingeschaltet  wird,  gehoben  werden.  Die  Korrektionslinse 
ii^t  chromatisch  entsprechend  unterkorrigiert  und  afokai,  d,  h.  sie 
besitzt  die  Stärke  Null;  sie  besteht  aus  einer  sammelnden  Flintlinae 
und  aus  einer  zerstreuenden  Kronlinse. 

Erst  nachdem  die  sphärische  Aberration  und  ihre  chromatische 
Differenz  gehoben  ist,  kann  die  chromatische  Differenz  des  Sinus- 
verhältnisses Gegenstand  der  Untersuchung  sein.  Es  treten  dann 
bei  mäßigen  Öffnungen  im  all  gemein  eu  nur  geringe  chromatische 
^'arialioncn  des  Sinusverhältnisses  auf  und  erst  bei  sehr  großen 
Öffnungen  kann  ihre  Aufbebung  das  Ziel  besonderer  Bemühungen 
«erden.  Ein  System,  das  frei  von  sekundärem  Spektrum  und  für 
zwei  Farben  aplanatlsch  ist,  nennt  E.  Abbe  apochromatisch. 

Bei  Systemen  mit  sehr  großem  Gesichtsfeld  kann  es  vorkommen, 
daß  man  die  chromatische  Differenz  der  Verzeichnung,  die  man  auch 
als  Variation   der  chromatischen  Differenz  der  Lateral  Vergrößerung 

24« 
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mit  der  Objektgröße  auffassen  kann,  zu  heben  Bucht.  Im  allgemeinen 
wird  man  sich  damit  begnügen,  die  chromatische  VergröBcnings- 
dilferenz  nicht  für  den  der  Achse  benachbarten  Teil  des  Gesichts- 
feldes zu  heben,  sondern  für  eine  mittlere  Zone.  Diese  wird  man 
so  wählen,  daß  die  Breite  des  Spektrums,  in  die  das  Bild  eines 
außeraxialen  Objektpunktes  ausgezogen  wird,  die  entgegengesetzt 
gleichen  Maximalwerte  annimmt,  wenn  der  Punkt  sich  von  dieser 
mittleren  Zone  das  eine  Mal  nach  der  Achse,  das  andere  Mal  nach 
dem  Rande  zu  bewegt. 

Um  die  besprochenen  Fehler  genau  teststellen  zu  können,  er- 
übrigt es  sich  noch,  Dltferentialformeln  zu  geben,  die  für  zwei  be- 
nachbarte Strahlen  von  geringem  Wellenlängcnunterschied  den 
Unterschied  in  Schnittweitc  und  Neigung  nach  dem  Durchgang  durcii 
ein  optisches  System  berechnen  lassen,  wenn  der  Weg  des  einen 
von  diesen  beiden  Strahlen  nach  den  Formeln  des  zweiten  Kapitel- 
bestimmt  ist.  Bezeichnet  man  diese  Unterschiede  vor  und  nach  einer 
Fläche  mit  dB,  du  und  da',  du',  so  lauten  diese  Formeln 


du 

,      ^' 

__  di 

+ir:; 

lg« 

Igi 

' 

di 

dl'  _ 

dn' 

ä» 

tgi 

t«{ 

'  « 

n  ' 

di^  —  di^du  —  du' 
dC       du'         da' 

tg7~tg«'~ä'^' 
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vn.  Kapitel. 

Die  Berechnnng  optischer  Systeme  auf  Grand 
der  Theorie  der  Aberrationen. 

Bearbeiter:   A.  König. 


Die  optisclien  Systeme  dienen  dazu,  von  einem  gegebenen  Objekt 
i.'in  Bild  von  bestimmter  Lage  ond  Größe  zu  entwerlen.  Insoweit 
CS  sich  QUF  um  die  OA^CBBsche  Abbildung  handelt,  bietet  diese  Auf- 
gabe im  allgemeinen  keine  sonderlichen  Schwierigkeiten;  es  scheint 
daber  nicht  angebracht,  nfther  darauf  einzugehen.  Die  nftchste 
Aufgabe  ist,  die  fünf  SEiDELschen  Bildfehler  oder  anch  nur 
einzelne  von  ihnen  zu  beseitigen.  Zu  dem  Zweck  sind  die  Radien, 
Dicken,  Abstände  und  Glaaarten  dea  Systems,  von  dem  in  diesem 
Kapitel  durchweg  vorausgesetzt  wird,  daß  es  sich  in  Luft  befindet, 
so  zu  bestimmen,  daß  die  Ausdrücke  für  die  verschiedenen  Bild- 
fehler verschwinden.  Es  handelt  sich  somit  um  die  Losung  von 
algebraischen  Gleichungen,  die  jedoch  nur  bei  Systemen  von  ein- 
fachem Bau  ohne  zu  große  analytische  Komplikationen  möglich  ist. 
Auch  auf  diesem  beschränkten  Gebiete  streben  wir  weniger  nacli 
Vollständigkeit,  wir  begnügen  uns  vielmehr  damit,  die  verschiedenen 
Methoden  zur  Berechnung  von  Systemen  zu  kennzeichnen.  Einigen 
Anhalt  für  die  Verwendbarkelt  der  Methoden  sollen  die  angefügten 
Zahlenbeispiele  geben,  bei  denen  stets  zur  Vereinfachung  der  Rech- 
nung, wie  hier  hervorgehoben  werden  mag,  der  Objektabstand  un- 
endlich groß  angenommen  ist.  In  vielen  Fällen  werden  wir  von 
vornherein  weitere  die  chromatische  Korrektion  betreffende  Be- 
dingungsgleichuDgen  einfuhren,  doch  erlaubt  der  günstige  Umstand, 
daß  es  Gläser  gibt,  die  bei  gleichen  Brechungsexponenten  verschiedene 
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Diepersion  haben,  dem  Optiker,  die  Korrektion  der  sphärii-chen 
Fehler  znnäciiBt  ohne  Rücksicht  auf  die  chromatischen  Abwcicbuugen 
zu  bewirken.  Diese  Korrektion  wird  nachträglich  durch  die  Walil 
von  Gläsern  mit  passender  Dispersion  erreicht,  wobei  die  diskrete 
Mannigfaltigkeit  der  Glastypen  dadurch  zu  einer  stetigen  erweitert 
werden  kann,  daß  die  einfache  Linse  durch  eine  der  oben  b<- 
schriebenen  (S.  349)  Kombinationen  von  mehreren  Linsen  gleielier 
Brechung  und  verschiedener  Dispersion  zusammengesetzt  wird.  In 
den  Zahlen beispielen  ist  die  chromatische  Korrektion  für  die  Farlien 
durchgeführt,  für  die  die  Diepersion  angegeben  ist  und  die  (iv- 
samtbrennweite  des  Linsensystems  ist  gleich  1  angenommen.  Die 
SsiDBLschen  Bildfehler:  sphärische  Aberration,  Koma,  KrOmiiiuiig 
des  Bildes  der  sagittalen  Strahlen,  Krümmung  des  Bildes  der  Inngen- 
tialen  Strahlen  und  Verzeichnung  bezeichnen  wir  im  folgendeu  kurz 
als  die  Bildfehler  I,  II,  III,  IV  und  V.  Sind  die  Bildfehler  111 
und  IV  gleichzeitig  gehoben,  so  spricht  man  von  anasligmathdifr 
Bildfeldebnung-  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  pflegt  man  in  der  Praxis 

entweder  die  halbe  Differenz  dieser  beiden  Fehler x— -.  <!«" 

Astigmatismus  (für  den  Ächsenabstand  1  des  Bildpunktes)  oder  die 
halbe  Summe,  die  Büdkrämmuvg  im  überb-agenen  Sinne,  zu  heben. 
Diese  abgeleiteten  Fehler  wollen  wir  als  Illa  und  IVa  eintülireii. 
VoD  Bildkrümmung  kurzweg  kann  man  erst  reden,  wenn  der  Attip- 
matismus  gehoben  ist,  diese  wird,  wie  Avir  aus  S.  262  wissen,  nach 
der  einfachen  Formel  berechnet: 


L  Die  ErfQUong  der  Petzt ALschen  Bedingung. 

Ist  einer  der  Bildfehler  III,  IV,  Illa  und  IVa  gehoben,  so  liai 
man  behufs  gleichzeitiger  Hebung  der  übrigen  nur  noch  die  BedintrunS' 


zu   erfüllen.     Sie  ist  nach  J.  Petzval  benannt,   der  sie  zuerst  auf- 
stellte und  zwar  in  der  Form 
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Da  er  forderte,  daß  die  Definition  der  StÄrke  für  dünne  Linsen 
aach  auf  dicke  ausgedehnt  würde,  ist  diese  Form  mit  der  ersten 
identisch.  Mit  Kücksicht  auf  die  in  diesem  Buche  gewählte  Definition 
der  Starke  wollen  wir  die  zweite  Form  jedoch  nur  bei  Systemen 
aus  dümien  Linsen  anwenden.  Der  PETZVALsche  Ausdruck  ist  von 
der  Durchbiegung  der  Linsen,  die  wir  später  vornehmlich  als  Mittel 
zur  Korrektion  der  Bildfehler  benutzen  werden,  unabhängig,  es  schien 
uns  daher  angebracht,  einen  besonderen  Abschnitt  über  seine  An- 
nullierung vorauszuschicken. 

A.  Das  dQnne  Linsensystem. 

Wir  setzen  zunächst  ein  dünnes  Linsensystem  voraus.  Gleich- 
zeitig mit  der  PBTzvALschen  Bedingung  wollen  wir  der  Achromasie- 
bedingung 

V-&=0 

genflgen.  Es  kommt  dabei  jedenfalls  auf  die  Werte  von  v  und  n 
für  die  Gläser  des  Systems  an.  Wir  bemerken  femer,  daß  die 
<ileichungen  dieselbe  Form  haben,  wie  die,  auf  die  wir  bei  der 
Behandlung  des  sekundären  Spektrums  des  achromatischen  dünnen 
Linsensystems  geführt  wurden ;  die  Rolle  des  i?-Wert8  fällt  hier  dem 
Wert  von  —  zu.  Ebenso  wie  dort  stellen  wir  in  der  Figur  87  jedes 
Glas  durch  einen  Punkt  dar,  dessen  Abszisse  der  Wert  von  V  und 
dessen  Ordinate   der  Wert  von  —   ist,    wobei   der   Brechungsindex 

für  D  und  die  Dispersion  von  D  bis  Hy  zugrunde  gelegt  ist.  Während 
sich  die  gewöhnlichen  Silikatgläser  dicht  an  einer  Geraden,  die  die 
Punkte  für  die  Gläser  0. 144  und  0. 103  verbindet,  entlang  anordnen, 

rücken  die  Barytglftscr,  welche  kleineren  Wert  von  —  als  andere 
Gläser  bei  gleichem  V  aufweisen,  nach  der  einen  Seite  weiter  ab; 
nach    der    anderen    Seite    die   sogenannten    Krongift ser   mit   hoher 

Dispersion.  Bei  einem  zweilinsigen  System  mufl  der  Wert  von  -  bei 
beiden  Gläsern  der  gleiche  sein,  wenn  die  PBTZVALsche  und  die 
chromatische  Bedingung  zusammen  bestehen  sollen ;  bei  einem  mehr- 
linsigen  System  dürfen  die  Gläser  nur  nicht  auf  einer  Geraden 
liegen.  Durch  Kombinierung  von  mehreren  Gläsern  erreicht  man 
aber  nichts  anderes,   als  was  auch    durch  die  von  zwei,  Gläsern 
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möglich  ist,  wenn  für  alle  Punkte  innerhalb  des  Polygons,  dessen 
Ecken  die  äußersten  Positionen  von  Punkten  sind,  die  wirklich 
hergestellte  Gläser  repräsentieren,  die  entsprechenden  GlÄser  zur 
Verfügung  ständen.     Insoweit  bei  den  gewöhnlichen  SilikatglA««m 

der  Wert  von  —  durch  die  lineare  Beziehung 

-  =  — 2,71-f  0,716r 

dargestellt  wird,  ist  bei  achromatischen  Systemen  von  der  Brenn- 
weite 1,  In  denen  nur  diese  Gläser  vei-wandt  sind,  immer 


" 

■'"  \' 

-Js'    -L^ 

« J- 

''    laz           1 

"iz    ^'          ii 

^~                                  7    ^»' 

3,      ^iSS                                                       1 

■«p 

,^ 

-i^-Z           j^^                      '  I 

-6ra 

. 

jrk,-^                                _  ; 

T  -5^                   i         X     .- 

X,^                    it                X- 

-A-y^T                            -—  -^- 

-rr              .               ::  ±:;t  . 

Flg.  87. 


GraphiMhe  Dlralellungen  d»r  T-  und Werte  fUr  einige  Arten  optijiohep  &•»"■ 

Bei  Rammeisystemon  wird  dieser  Wert  durch  die  Einführanjf  von 
Barj-tgläsorn  als  Sammellinsen  und  von  Kronglfisem  mit  hoher 
Dispoi-sion  als  Zerstreuungslinsen  herabgedrückt,  und  zwar  uni  so 
mehr,  je  gröller  die  Stärke  der  eingeführten  Linse  ist.    Bei  achro- 
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matischeii  Systemen  aas  zwei  Gläsern  macht  mithin  eine  Änderung 
der  Brechungsexponenten  bei  Feethaltung  des  v -Verhältnisses  um 
SD  mehr  aus,  je  mehr  sich  dies  y-Verhältnis  dem  Wert  1  nähert. 
Eine  gute  Übersicht  geben  die  Tabellen  von  E.  Habtiko  (5.). 


B.  Das  System  zweier  d&nner  Linsen  in  endlichem  Alistande. 

Bei  einem  SyBtem  mit  endlichen  Dicken  und  Abständen  hängt 
die  Erfüllung  der  Petzt ALschen  Bedingung  nicht  bloß  von  der 
besonderen  Wahl  der  Glasarten  ab.  Wir  wollen  diese  Verhältnisse 
an  dem  Beispiel  des  aus  zwei  getrennten  dünnen  Gliedern  zusammen- 
gesetzten SyateraB  erlftntem.  Die  Schcitelkrüramnng  des  von  ihm 
t-niworfenen,  von  Astigmatismus  befreiten  Bildes  ist 

Die  Haitstabgleichung  lautet: 

«p= 2 -p  +  2  V  —  ^  2  ?>  2  9'> 

«0  A  der  Abstand  der  beiden  Teilsysteme  ist,  und  der  Index  unter 
dem  Summenzeichen  angibt,  für  welches  Teilsystem  die  Summatian 
auszufahren  ist. 

Setzen  wir  nun 


A2<p  =  ^ 


h^(l-i)" 


Von  der  Glaswahl  hängt  die  ErUmmung  JP  ebenso  ab,  wie  es  für 
das  dünne  Linsensystem  auseinandergesetzt  wurde,  wir  beschränken 
Uns  daher  auf  den  Fall,  dafl  M^  =  M,  =  M  ist,  und  untersuchen,  wie 
die  Größe  P  von  N  und  Ä  abhängt,  bei  einer  Änderung  der  Glas- 
Wahl  ändert  sich  F  einfach  proportional  if. 

Die  Diskussion  stützt  sich  auf  die  Gleichungen: 
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™  \l+H(l-Ä)\' 

CA         \i+m-4'' 

Es  genügt,  die  Größe  N  von  —  1  bis  -|-  1  zu  variieren,  da  der 
"Wert  von  P  derselbe  ist,  ob  das  Licht  von  vorn  oder  von  hinten 
einfällt;  In  diesem  Intervall  wechselt  — ^y—  mit  N  das  Vorzeichen. 
Ferner  sei  M  positiv,   andemtalls  würde  sich  nur  das  Vorzeichen 


Kombinationen  von  N  und  A  in  vier  Teile  nnd  geben  durch   die 
folgende  Tabelle  eine  Übersicht  über  den  Verlauf  der  Funktion  P, 


A  negativ 

A  positiv 

-Tb 

->x-i 

-zb 

-ib 

p         «.g. 

P08. 

nag. 

pOB. 

P   1                 po.. 

POB. 

neg. 

neg. 

8pi 
CN  : 

POB. 

neg. 

neg. 

dp 
'CA 

s:;.}— *{z 

pOB. 

»eg. 

neg./                   (pos. 

In  jedem  Teilgebiet  nimmt  P  entweder  alle  positiven  oder  alle 
negativen  Werte  zwischen  0  und  oo  an.  Für  ji— =oo  ist  0  =  ao, 
mithin  auch  P=0,  da  P  endlich  ist.     Die  Bedingung 

i±-l=-A 


N=-^— 


oder 


ist  die  notwendige  und  zureichende  dafür,  daß  das  System  tele- 
skopiach  ist,  in  diesem  Fall  ist  <5=0,  mithin  P  unendlich  groß, 
da  P  endlich  ist,  Soll  die  Glaswahl  beliebig  (M^O)  und  der  Ab- 
stand von  Vorder-  und  Hinterglied  endlich  sein,  so  kann  man  nur 
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tflr  ein  System  mit  positiver  Gesamtbrenn weite  die  PETZVALsche 
Bediiigimg:  erfüllen,  indem  die  Brennweiten  der  Teilglieder  entgegen- 
gesetzt gleich  gemacht  werden  {N^  —  l)  und  zwar  gleich  der 
Quadratwurzel  ans  Gesamtbrennweite  und  Abstand.  Man  darf  den 
Abstand  daher  nicht  zu  klein  wählen,  wenn  man  starke  Krümmungen 
vermeiden  will. 

Was  das  System  mit  endlichen  Linsendicken  betrifft,  so  be- 
schränken wir  uns  auf  folgende  Bemerkung.  Ein  solches  System 
ist  in  Bezug  auf  die  Werte  von  <S  und  P,  Stärke  und  BildkrUmmung, 
einem  System  dünner  Linsen  mit  endlichen  Abständen  äquivalent. 
Das  letzte  erhält  man  aus  dem  ersten,  wenn  man  aus  jeder  dicken 
Linse  eine  planparallele  Glasplatte,  die  denselben  Brechungsindex 
and  dieselbe  Dicke  wie  die  Linse  hat,  herausgeschnitten  denkt, 
und  durch  eine  planparallele  Luftplatte  ersetzt,  deren  Dicke  im  Ver- 
hältnis des  Brechungsindex  kleiner  ist. 

Zum  Schluß  fragen  wir  noch,  wie  es  sich  bei  dem  aus  zwei 
getrennten  dünnen  Linsen  bestehenden  System  mit  der  gleich- 
zeitigen Achromatisicning  der  Brennpunkte  ftir  einen  unendlich 
kleinen  Farbenbezirk  verhält.  Der  Objektabstand  sei  unendlich 
groß  und  die  Gesamtbrennweite  positiv.  Die  zu  erfüllenden 
(ileichungen  sind 

_?i I   ^^ 


Eliminieren  wir  mit  Hilfe  der  dritten  Gleichung  aus  der  zweiten 
die  Große  95,,  so  ergibt  sich 

l~Ätp,  =  ±'\/^^^  oder  Ä<p,  =  l^'\/-'-^ 
'     "a  *■!  '    "s  ''1 

darauf  aus  der  eisten  Gleichung,  nachdem  auch  hier  <p^  eliminiert  ist, 

1 

<Pi  =  - 1= 

und  darauf  aas  der  dritten 
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Ist  die  vordere  Linse  zerstreuend,  so  kann  nur  das  obere 
Wurzelzeichen  In  Betracht  kommen;  ist  sie  sammelnd,  so  beschranken 
wir  uns  ausdrücklich  auf  diesen  Fall,  d.  h.  wir  nehmen  an,  daß 
die  zweite  Linse  zwischen  der  ersten  Linse  und  ihrem  Brennpunkt 

aufgestellt  sei.  Ist  —  -*  ^  1 ,  so  werden  die  Stärken  der  Einzel- 
linsen unendlich  groß;  je  nachdem  nun  dieser  Wert  ■<oder>  1, 
hat  die  Brennweite  der  vorderen  Linse  positives  oder  negatives 
Vorzeichen.  Die  Brennweiten  der  vorderen  und  hinteren  Linse  haben 
immer  entgegengesetztes  Vorzeichen.  Je  nachdem  die  Sammel- 
oder  Zerstreuungslinse  vom  steht,  werden  y,  und  91,  um  so  kleiner, 
je  kleiner  oder  je  größer  --^-1  ist.     Für  die  Sammellinse  eignen 

sich  mithin  Gläser  mit  hohem  n  und  v,  fUr  die  Zerstreutmgslinse 
solche  mit  niedrigem  n  und  v.  Bei  der  gleichen  Glaswahl  gibt  die 
Voranstellung  der  Zerstreuungslinse  kleinere  Werte  von  (p^^  und  <f^, 
dieser  Vorteil  tritt  um  so  mehr  hervor,  je  mehr  die  beiden  Gliser 

sich  durch  den  Wert  von  -  unterscheiden.   Je  mehr  der  eine  v-Wen 

den  andern  übersteigt,  um  so  weniger  macht  eine  Verschiedenheit 
in  den  Brechungsexponenten  aus.  Wird  diese  vernachlässigt,  oder 
ist  tatsächlich  n,  ^n.,  so  ist 


d.  h.  A  steht  in  demselben  Verhältnis  zur  vorderen  Brennweite  wie 
diese  zur  Gesamt  brenn  weite.  Dieser  Satz  ist  schon  auf  S.  379  mit 
anderen  Worten  ausgesprochen  worden. 

2.  Die  Korrektion  der  SEmSLschen  Bildfehler. 

A.  Das  dünne  Linseosystem. 

Für  die  Berechnung  dünner  Linsensysteme  benutzt  man  meist 
die  Ausdrücke  für  die  SBiDELschen  Bildfehler,  die  man  durch 
Summation  Über  die  einzelnen  Linsen  erhält,  wenn  man  die  für  die 
einfache  Linse  im  Kapitel  V  gegebenen  Ausdrücke  zu  gründe  legt. 
Bei  der  Summation  hat  man  nur  zu  beachten,  daß 

T,  ■=  öl  +   2  9'J 
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fet.     Wir  begnügen  uns  damit,   den  Ausdruck  für  den  ersten  Bild- 
fehler, die  sphärisclie  Aberration,  herzuactirelben: 

»'-i.[fe)"--+^-'(".+;i>') 

S,,  wo  für  y  die  Ordnungszahlen  (I,  H,  HI,  IV,  V)  des  Bild- 
fohlers  einzusetzen  ist,  diene  als  abgekürzte  Bezeichnung  der  Snmmen- 
ausdrUcke;  die  n  und  q>  zählen  wir  nach  den  Linsen,  die  q  nach 
den  Flächen. 

Diese  Ausdrücke  bieten  den  Vorteil,  daß  man  die  Vorder- 
krümmungen der  einzelnen  Linsen,  die  wir  als  Maß  ihrer  Durch- 
biegungen ansehen,  als  Variable  auffassen  kann.  Wenn  nun  über 
die  Stärken  der  Linsen  bereits  verfügt  Ist,  etwa  mit  Rücksicht  auf 
die  chromatischen  Fehler  oder  die  PKTZVALsche  Bedingung,  so  wird 
man  die  Werte  derjenigen  Vorderkrümmungen  aufsuchen,  bei  deren 
Einsetzung  die  Sr  für  die  zn  korrigierenden  Bildfehler  verschwinden. 
Alle  Sy  sind  in  den  q  von   nicht  höheren  als  dem  zweiten  Grade. 

Sollen  zwei  Bildfehler  gleichzeitig  gehoben  werden  (wir  schließen 
bei  dem  dünnen  Linsensystem  den  Fall  aus,  daß  beide  der  Gruppe 
der  Fehler  III,  IV,  Illa,  IVa  angehören),  so  Ist  nach  Hebnng  des 
einen  nur  noch  die  Differenz  der  Ausdrücke  für  die  beiden  Bild- 
fehler gleich  Null  zu  machen.  Diese  Dltferenzausdrttcke  sind  linear 
von  den  Vorderkrümmungen  abhängig.  Ihre  allgemeine  Form  ist 
für  die  einzelne  Linse 

Für  einige  wichtige  Kombinationen  von  Bildfehlem  teilen  wir 
die  Ausdrücke  für  G  and  H  mit: 


9>'  +  -' 
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ma  und  V:     C  =  — '^- y' +  ^iÜ  y  f 


»+> 


Da  bei  dem  dünnen   Linsensystem,  wenn  a  und  f  nach  den 
Linsen  gezahlt  werden, 

ist,  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Summe 


2  (O.  +  H.e.,-,) 


zu   annullieren.     Wir  sclireiben  diese  Summe  für  die   erste  Kom- 
bination noch  her: 


^ — •pA«,+  2  ot   — -^—v.si,- 


Die  Korrektion  von  zwei  Bildfehlern  durch  geei^ete  WaU 
der  Radien.  Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  Mir  uns  zu 
unserer  Aufgabe,  der  Berechnung  von  Systemen.  Wir  beginnen 
damit,  daß  wir  die  Radien  so  bestimmen,  dafl  die  Bildfehler  I  und 
II  aufgeliobeii  sind.  Das  System  bestehe  zunächst  aus  zwei  Linsen. 
«leren  Stärken  so  bemessen  seien,  daß  das  System  achromatisch  ist. 
Es  müssen  dann  die  oben  gegebenen  Ausdrücke  für  Si  und  ^j,  jj 
(k^2  genommen)  gleich  Null  gemacht  werden.  Man  erhäh  «) 
zwei  Gleichungen  für  ß,  und  gg.  Indem  man  eine  dieser  Größer 
mit  Hilfe  der  zweiten  (Heichung  aus  der  ersten  eliminiert,  ergibt 
sieh  eine  quadratische  Gleichung  für  die  andere.  Da  nun  dk 
Keihenfölge  der  einzelnen  Linsen  für  die  chromatische  Korrektion 
belanglos  ist,  gewinnt  man  für  ein  Glaspaar  keine,  zwei  oder  vier 
Lösungen.  Wir  geben  sie  für  das  Olaspaar  0.  60  (nB  =  l,5nS 
wy— «(.=  0,00860)  und  0.  103  («i,  =  1,6202,  nj—wc=  0,01709)  und 
bemerken,  daß  die  gebräuchlichen  Fernrohrobjektive  nach  dem  T>'pusl 
oder  III  gebaut  sind. 
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I  Krön  voraus: 

ei  =  + 1,6445  e,= 

II  Krön  voraus: 

+  7.0089 

III  Flint  voraus: 
+  2,3198 

IV  Flint  voraus: 
—  6,8di6 


+  2.1501 
+  47649 


-3,1457  e,  = -0,7006 


+  5-98S3 


-4,3565         -0,5413         -5,4001 

Iiiiierbalb  der  praktisch  in  Betracht  kommenden  Werte  der 
Brechungsexponenten  (etwa  von  1,50 — 1,62}  und  des  y-VerhiUt- 
iiisses  (etwa  von  0,6 — 0,8)  zeichnen  sicli  die  Typen  I  und  HI  durcli 
rplatlv  schwache  Krümraungen  aus.  Insbesondere  bleibt  die  Diffe- 
renz der  Innenkrümmungen  immer  klein;  bei  Typus  I  kann  die 
Abhängigkeit  von  den  Brechungsexponenten  durch  die  folgende 
empirische  Formel  dargestellt  werden: 

.        b        ,        d 


••:', 

S                     c          \          d 

, 

0,6 
0,7 
0,8 

+  0,131             -0,376           —  i,oii      j      +0,292 

+  0,039        -0,525       —1,054        +0,511 
—  0,071          -0,814    ,    -1,072    1    +0,897 

-1,098 
-1,064 
- 1,048 

Ebenso    wird   gj    innerhalb    der    oben    angegebenen    Grenzen 
durch  folgende  empirisclie  Formel  dargestellt: 

d(«,  —  l,bOO)  +  ' 


■,+' 


+  - 


,  +  t 


»,:r, 

a 

b 

e 

d 

e 

f 

0,6 

55 

+  0,365 

—  0,134 

—  l,Jä7 

4-1,141 

—  0.899 

—  0,830 

—  0,877 

+  o,aoo 
+  0,507 
+  »,449 

+  0,019 
+  0,080 

+  O,20S 

—  ',»30 

—  i,2bo 

—  ',319 

Die  Abhängigkeit  der  Radien  von  dem  *- Verhältnis,  wenn  das 
Glas  mit  dem  höheren  v  den  Brechongsexponenten  1,62,  das  andere 
1.62  besitzt,  hat  C.  V.  L.  Chaelibr<3.)  für  alle  vier  Typen  in  einer 
Tabelle  dargestellt. 

Ist  das  System  aus  drei  oder  mehr  IJnsen  zusammengesetzt, 
so  können   noch  weitere   Bedingungen    erfüllt  werden,    von   deren 
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Form  es  abhängt,  ob  der  Grad  der  resaltierendeo  Gleichung  erhöht 
wird.  Dies  tritt  nicht  ein,  wenn  die  Brennweiten  der  einzelnen 
Lineen  von  vornherein  leatgeleift  sind  und  die  neuen  Bedingungen 
die  Reziproken  der  Kadien  nur  in  lineare  Beziehung  setzen.  Ein 
hierher  gehöriger  Fall  ist  nach  A.  Gleichen  {4.  31S)  von  R.  Stkik- 
TTTgr»'  behandelt.  Die  Brennweiten  des  Systems,  das  drei  Linsen 
aus  vecBcbiedenen  Glasarten  enthält,  sind  mit  Rücksicht  auf  Acbro- 
masie  zweiter  Ordnung  gewählt,  außei-dem  wurden  der  zweite  und 
der  dritte  Radius  behufs  Verkittung  der  Flächen  gleich  angenommen, 


es    besteht    mithin    die   Beziehung  ß,  —  ßg  = '—  .     Da    es   sechs 

verschiedene  Glasfolgen  gibt,  sind  zwölf  Lösungen  möglicb,  die  bei 
der  in  jenem  Beispiel  getroffenen   Glaswahl  sämtlich   reell   warei 
Wir    begnügen   uns    damit ,    nach    dem    zitierten   Buch   dies 
Objektiv  typen  aufzuführen. 

Linse  Glasart                wd  Md  —  itc  Bj —  njt 

a  O.  543  1,5637  0,00326  0,00790 

b  0.  164  1,6603  0,00328  0,00786 

c  0.374  1,5109  0,00251  0,00693 

R.  Steinbeils  Tabelle  der  Krümmungen  für  ein  drei- 
linsiges  Fernrohr-Objektiv. 


Typus 

ei 

Qi  =  e, 

et 

e. 

e. 

LmHBnlolRe 

I. 

—  '5,7* 

—  22,32  j  —  8,28 

—  4,39 

— 14,18 

a6c 

n. 

+    .,6o 

—  4,00 

+ 10,03 

4.10,15 

+  0,36 

in. 

—     193 

-    185 

—    171 

IV. 

—    0,14 

-  6,74 

-  '6,39 

— 16,29 

—  *,»s 

V. 

+    1,3" 

-  8,47 

—  iS,o6 

—  15,11    -  1,08 

VI. 

—  31,06 

-40,82 

—  47,37 

-51,8.    -37,88 

vu. 

-    5,6* 

-    1,38 

+  0,40 

-  6,20 

vni. 

—    1,4* 

—  ii^ji 

+    ^,8* 

+    3,4» 

-    3,>7 

IX. 

-  15,67 

-  1,64 

-    8,24 

—   4,55 

-  14,35 

X. 

+    =,74 

■\- 16,78 

-1-10,17 

+  10,07 

+  0,29 

XI. 

—    5,97 

+  8,06 

-    1,73 

—    5,29 

SU. 

—    3,05 

+  <o,98 

+    1.19 

+    3^41 

—   3,19 

Wir  gehen  nun  dazu  Über,  die  Korrektion  der  Bildfehler  I 
und  II  in  dünnen  Systemen  für  zwei  Fälle  zu  bebandeln,  wo  diese 
nicht  nur  durch  die  passende  Durchbiegung  der  einzelnen  Linsen. 
sondern  auch  durch  die  Wahl  ihrer  Stärken  bewirkt  wird.  Für 
die    Bildfehler   I   und  II    benutzen    wir   dabei    die    ursprünglichen 

Ausdrücke     2  QV-  '^  i    -j    und     2  Q.,-  '^  {--]     ""d    z«'*''   ^^' 
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handeln  wir  die  anftretetiden  Kittflächeti  als  einfache  Flächen,  die 
nur  je  einen  Summanden  liefern;  die  a  und  q  zählen  wir  trotzdem 
in  der  gewöhnlichen  Weise,  bei  der  die  Kittflächen  als  zwei  Flächen 
gezählt  werden;  die  n  zählen  wir  nach  den  Linsen. 

Der  erste  Fall  betrifft  ein  zweilinsige»  verkittetes  System,  bei 
dem  die  chromatische  Korrektion  nicht  von  vornherein  durch  die 
Wahl  der  Stärken  der  Einzellinsen  gesichert  ist.  Man  ermittelt 
nämlich,  nachdem  auf  Grund  der  für  die  Brechungsexponenten 
getroffenen  Festsetzung  die  Krümmungen  bestimmt  sind,  das  »"-Ver- 
hältnis, das  chromatische  Korrektion  herbcifflhrt,  und  sieht  nun  zu, 
ii)>  etwa  Gläser  mit  diesem  Breehungsexponenten  und  diesem 
»■-Verhältnis  vorhanden  sind;  ist  das  nicht  der  Fall,  so  kann  man 
!=ich  mit  einer  Kombination  von  zwei  Linsen  gleicher  Brechung  und 
verschiedener  Dispersion  helfen.  Dieser  Fall  ist  von  H.  Habitnq 
(1.)  unter  Beschränkung  auf  unendlich  ferne  Objekte  und  von 
E.  VON  HöEQH  (3.)  für  behellige  Oljjektaljstände  behandelt.  Dieser  war 
in  der  Wahl  der  Variabein  (Stärke  der  Vorderlinse  und  Krümmung 
der  Kittfläche)  besonders  glücklich,  so  daß  er  dazu  geführt  wurde, 
die  Endglcichung  vom  6.  Grade  für  die  erste  Variable  explizite 
aulzustellen.  Die  Umrechnung  der  Koeffizienten  dieser  Gleichung 
ftir  andere  Brechangsexponentendifferenz  der  beiden  Linsen,  sowie 
für  andere  Objektabstände  (insbesondere  der  Übergang  vom  Ab- 
stand oo  zum  Abstand  —F,  der  einer  Umkehrung  der  Linsenfolge 
entspricht,  wenn  der  Abstand  oo  festgehalten  werden  soll)  ist  bei 
der  mitgeteilten  Form  sehr  bequem.  Wir  begnügen  uns  damit,  zu 
zeigen,  wie  man  auf  die  Gleichung  5,  Grades  kommt.  Als  Variable 
betrachten  wir  zunächst  o,'  =  <j,  und  o^'^ö^,  während  o^  und 
o^'  =  a^~\-  0  konstant  wird.     Dann  ist 


Wir  substituieren: 

o,-(»,-l)(»,«  +  »,ri 

",-«■(", -!)(«  +  »)■ 
Optik. 
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Bildet  man  nun  die  Ausdrücke  tür  die  Bildfehler  I  und  II,  so  würde 
man  erwarten,  daß  der  erste  die  allgemeine  Form  der  ganzen 
rationalen  Funktion  vom  dritten  Gerade  in  x  und  y  anmmnit. 
der  zweite  vom  zweiten  Grade  ist,  und  man  so  auf  eine  Endgleichun^ 
vom  sechsten  Grade  tür  eine  dieser  Variabein  geführt  wird.  Da 
aber  der  Faktor  von  x  in  Q,,i,  Q,,j  und  (2,,8  der  gleiche,  n&mlich 

w^Hg,  und  da  ferner  2  ^  (~")  identisch  gleich  <&,  also  konstant  ist. 
so  fällt  in  dem  Ausdruck  tür  den  Bildfehler  I  das  Glied  mit  x' 
und  in  dem  für  den  Bildfehler  II  das  Glied  mit  a;*  fort,  mithin  ist 
die  Endgleichung  unr  vom  fünften  Grade.  Die  Krümmungen  alxT 
hangen  linear  von  den  a,  mithin  auch  von  x  uud  y  ab.  H.  Haetikg 
fand  bei  seinen  numerischen  Rechnungen,  daß  von  den  fünf  Wurzeln 
immer  drei  reell  wareu.  Wir  entlehnen  von  ihm  das  folgende 
Beispiel  {)(,  =  1,66,  «,  =  1,51): 

I:  e,  =  +  2,164    ej  =  eg  =  +  4,863    q, 0,062    Vj:rj  =  0,60ä 

II:  +48,71  +7,76  +60,76  1,046 

III:  —2083  —2276  —2064  1,009 

Für  die  üadien  des  Typus  I  bei  den  verschiedenen  Kombinationen 
von  tt,  und  n,  gibt  H-  Eabtinq  (1.)  eine  Tabelle. 

In  dem  zweiten  Fall  handelt  es  sich  um  achromatii-clip 
Systeme  aus  drei  miteinander  verkitteten  Linsen  mit  der  Ein- 
schränkung, daß  die  erste  und  dritte  Linse  aus  dem  gleichen  Glase 
sind  (n,  =  «g;  v^^v,).  Diesen  Fall  hat  H.  Habtino  (6.)  behandeli, 
der  als  Variable  die  Krümmungen  der  Vorderfläche  und  der  ersten 
Kittfläche  wählte  und  die  quadratische  Gleichung  tür  ff,  =  ei 
explizite  aufstellte.     Durch  die  Achromasiebedinguug  ist 

gegeben,  mithin  auch 

Wir  können  imn  die  Ausdrücke  für  Q,  und  ^  —  in  folgender 
Form  sehreiben:  "* 
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'^'=i^}''~''-'>'  "[^X — t  +  i+J, 

Da  nuD  bei  den  AuBenflächen  wie  bei  den  Kittflftchen  die 
variablen  Teile  von  Q,  gleich,  die  von  A  [  —  1  entgegengesetzt  gleich 

sind,  so  wird  der  Ausdruck  für  den  Bildfehler  I  quadratisch,  der 
für  den  Bildfehler  II  linear  in  o,  und  a^.  Die  Endgleicliung  wird 
so  quadratisch  in  o,  oder  a^.  Bei  dem  von  H.  Habtino  gegebenen 
Beispiel  bestand  die  mittlere  Linse  aus  Leichtflint  (n^^  1,56837; 
rtf—nc=  0,01350),  die  äufleren  Linsen  aus  Krön  (»10«=  1,60900; 
nf—Hc—=  0,00797).  Er  erhielt  (Ür  den  Typus  mit  den  schwächeren 
Krümmangen  folgende  Werte: 
Q^ 1-1,6858,  e,=ß,=— 3,0672,  e4=e»=+0.3365,  5,=— 0,6769. 

Soll  das  dünne  Linsensystem  für  eine  andere  Kombination  von 
2  SEiDELschen  Bildfehlem  als  I  und  II  korrigiert  werden,  so  bleibt 
die  formale  Behandlung  dieselbe  wie  bei  I  und  II,  wenn  der  Blendon- 
abstand  fest  gewählt  wird.  Wir  verzichten  daher  darauf,  die  ana- 
logen Fälle  zu  besprechen,  immerhin  mag  ein  Zahlenboispiel  Platz 
finden.  Die  Aufgabe  sei,  ein  achromatisches  System  aus  2  Linsen 
mittels  Durchbiegung  der  Linsen  sphärisch  und  astigmatisch  zu 
korrigieren,  um  es  z.  B.  als  Hälfte  eines  photographischen  Objektivs 
symmetrischer  Konstruktion  zu  verwenden.  Die  erste  Linse  besteht 
aus  dem  Glase  0.669  {nD='I,5738,  ne'  —  ?iB  =  0,01818),  die  zweite 
anBO.60(Mi,  =  l,5179,  «o'  — 11»  =  0,01 092).  Der  Blendenahstand  sei 
=  —  0,03333  fest  gewählt.  Dann  erhält  man  folgende  Lösungen: 
I:  e,  =  +    0,100;  e,  =  +    3,567;  Q^  =  -\-    1,323;  e^  =  -4,448 

II:  ß,=  — 24.14;     e,  =  — 20,67;      e,  =  — 14,58;      Q^ 20,35. 

Der  Typus  I  ist  mit  der  Hälfte  eines  symmetrischen  Objektivs  von 
H.  ZiNCKE-SouHBB  Verwandt  (M.  VON  Eohb  (5. 3J9.)). 

Die  BleBdenstellnng  als  Korrektionsmittel.  Zur  Korrektion 
von  2  sphärischen  Bildfehlern,  ausgenommen  die  Kombination  von 
von  I  und  II,  braucht  man  nur  eine  Durchbiegung  vorzunehmen, 
wenn  man  über  den  Blendenabstand  passend  verfügt.  Wir  nehmen 
an,  daß  die  Brennweiten  der  einzelnen  Linsen  festgelegt  sind,  und 
daß  die  Vorderkrümmungen  bis  auf  eine,  etwa  die  erste,  entweder 
konstant  oder  linear  von   dieser  abhängig   sind.     Ist  der  eine  der 

25* 
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beiden  Bildfehler  I,  so  liefert  das  Nullsetzen  des  Äusdrncks  für  I 
eine  quadratische  Gleichung  für  ß^,  während  der  Differenzansdnick 
für  die  beiden  Bildfehler  f,  als  lineare  Funktion  von  ß^  berechnc-n 
läßt.  Haben  wir  es  nicht  mit  dem  Bildfehler  I  zu  tun,  so  gelangt 
man  zu  der  quadratischen  Gleichung  erst,  nachdem  mit  Hilfe  des 
Differenzausdruckes  |,  oder  ß^  aus  dem  Ausdruck  für  einen  der 
beiden  Bildfehler  eliminiert  ist.  Als  Beispiel  für  den  ersten  Fall 
wählen  wir  ein  zweilinsiges  verkittetes  achromatisches  System,  das 
sphärisch  und  astigmatisch  korrigiert  werden  soll.  Im  Fall,  daß 
die  Flintlinse  vom  steht,  seien  die  Glasarten  0.60  (np^  1,5179; 
«(,.  — ni>  =  0,01092)  und  0.  201&  {«0=1,6041;  «o-  — «d  =  0,01579). 

Es  ergibt  sich 
I:  ßj  =  -0,490;  ^,  =  ^3  =  +    6,417;  ß,  =  — 3,571;  fi=-17,77 
II:  +  8,512;  +  15,419; '  +  6,431 ;  + 14,75 

Im  Fall,  daß  die  Kronlinse  vom  steht,  seien  die  Glasarten 
0.  276  («D=l,6800;  7iG'-Wi>  =  0,01804) 
0.  103  C  1,6202;  0,02261). 

Es  ergibt  sich 

I:  e, 3,94;      ßj  =  ßg  =  — 15,68;      ß^--  — 6,31;      fj=-14,9 

II:  +5,02;  -    6,72;  +2,66;  +16,0 

Die  Systemtypen  I  sind  die  der  gebräuchlichen  Aplanathätfteii, 
insbesondere  ähnelt  der  des  zweiten  Falls  der  Hälfte  des  Steik- 
HEiLschen  Aplanatcn  (M.  von  Hohb,  {3.238.)).  Hätte  man  statt  auf 
Astigmatismus  auf  Bildfeld  ebnung  im  übertragenen  Sinne  korrigiert, 
so  wären  für  die  Systeme  I  die  reziproken  Blendenabstände  — 12,6(i 
und  — 10,94  geworden.  Um  den  Einfluß  der  Variation  des  v-Ver- 
liältnisses  und  der  w-Differenz  auf  den  Bleiidenabstand  zu  zeigen,  seien 
noch  zwei  Beispiele  für  Tj'pus  I  mit  Krön  voraus  hergesetzt.  Im 
l.  Beispiel  ist  das  Glas  der  zweiten  Linse  ersetzt  durch  0.  748 
(«0=1,6235;  »o' —  «d  =  0,02107). 

Es  ergibt  sich 

0^  =  — 15,265;     ßj  =  5^^  —  36,935;     ß^  =  -18,381;     f,  =  42,26. 

Im  2.  Beispiel  ist  dagegen  das  Glas  der  zweiten  Linse  ersetzt 
durch 

0.3269  (ni,=  1,6570;     «o'  —  »p  =  0,02401). 
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Es  ergibt  sich 
5,  =  — 5,883;  e,  =  eg  =  - 17,463;  ea  =  - 8,762;  f,  =  ~  19,68. 
Man  konnte  nocli  fragen,  ob  es  bei  einer  Linse  möglich  ist, 
durch  Wahl  des  Blendenabstandcs  und  der  Durchbiegung  zwei  von 
den  Bildfehlern  II,  Illa  und  V  zu  beseitigen.  Damit  die  Lösungen 
der  quadratischen  Gleichung  reell  sind,  muß  bei  einem  unendlich 
entfernten  Objekt  für  die  Bildfehler  II  und  Illa  (2w— 1)'>0,  tür 
II  und  V  3n<l  und  für  Illa  und  V  4»i'{n  +  l)<l  sein;  mit 
vorhandenen  Gläsern  läßt  sich  also  nur  der  erste  Fall  verwirklichen. 
Die  Unabhängigkeit  eines  dritten  Bildfehlers  von  der  Dnrch* 
biegang  der  Linsen.  Sobald  das  dünne  Linsensystem  für  zwei 
siihftrische  Bildfehler  korrigiert  ist,  hängen  die  übrigen,  wie  von 
J.  Petzväl  (/.  18.)  bemerkt  und  von  C.  Moser  (rf.)  bewiesen  wurde, 
nicht  mehr  von  den  Durchbiegungen  der  einzelnen  Linsen  und  ihrer 
Ki'ihcnfolge  ab,  sondern  nur  noch  von  ihren  Stärken  und  ihren 
Hrt^liungsexponenten.  Es  gilt  dies  auch  dann,  wenn  die  beiden 
Bildlehler  nicht  gleich  Null,  sondern,  etwa  bei  Teilsystemen,  gleich 
(.'''gebenen  endlichen  Werten  gemacht  werden  sollen.  Um  dies  ein- 
zusehen, geht  man  am  besten  auf  die  S.  327  gegebenen  Formeln 
für  die  Bildfehler  ausdrücke  zurück: 
I:  Ä 

II:  Ä'{-D^,B 
III;  A-{'2D^,B-i-£t,C 
IV:  3ä-{-GD^,B-^DI.D 
V:  Ä-\- 3D^,B -{•  DI.D  +  Di.E, 
es  ist  nun  beim  dünnen  in  Lnft  befindlichen  Linsensystem  (Ar  =  A^; 
K,  =  J(,;  di-i=0): 

-1=    2  Q*,z(f--j=Sj  (S.  381) 
■B=  I  ^'.'^{j^)—^'."  (S-382) 


„Google 


König,  Die  Berechnung  optischer  Systeme  nach  d.  Theorie  d.  Aberrationen. 


Die  Bildtehlerausdrücke,  die  nach  Hebung  von  zwei  Bildfehlern 

gelten,  haben  die  Form  I^,  2  Mr<p,.     Auf  eine  Annullierung  diei-cr 

Ausdrücke  wird  man  in  der  Praxis  kaum  ausgehen,  da  die  vor- 
handenen Gläser  auf  zu  große  Stärken  der  Einzellinsen  führen. 
Im  folgenden  geben  wir  eine  Tabelle  für  den  Faktor  M,  unter 
Weglassuiig  des  Index  v  an  n.  Für  die  beiden  anfgeliobenen  Bild- 
fehler sind  die  Faktoren  Jf,  in  der  betreffenden  Reihe  gleich  Xuil 
gesetzt. 


Tabelle  für  die  Faktorei 


Mr. 


Mi 

1       Mu 

Miii 

Miv 

"■"■ 

M,r. 

Mt 

0 

1  » 

"H-1 

_3n+l 

1 
0 

2«+I 

'  ^"  +  ' 

0 

2n+l 

1 

■ 

i 

1   3n  +  2 

0 

1 

2n 

1 

in 

~in 

0 

4» 

»4-1;      8«+2   _6fi  +  l 


2n     ;  2n 

Sn-fl  I        »-f2 


B.   Das  System  dünner  Linsen  mit  einem  Abstände. 

Soll  hei  einer  Kombination  von  zwei  getrennten  dünnen  Linsen- 
Systemen  einer  der  SEiDKLschen  Bildfehler  gehoben  werden,  so  mufl 
ein  Ausdruck  von  der  Form  S^  -\-  FS^  gleich  Null  gemacht  wenlfn- 
S^.{iSJ  ist  der  Summenausdruek,  der  verschwinden  müßte,  damit  d^r 
betreffende   Bildfehler   für   dm   Vorderglicd   (Hinterglied)  gehoben 


,y  Google 


Die  Koirektioa  der  SBIDXLSohen  Bildlehler.  391 

wäre,  wenn  es  für  sich  mit  demselben  Strahleugange  wie  in  der 
Kombination  benutzt  wurde.  Wie  wir  S.  380  gesehen  haben,  kann 
^,-  I^a)  Bowolil  als  Funktion  der  »  und  a  wie  auch  als  Funktion  der 
H.  ip  und  Q  dargestellt  werden.  Die  Größe  P  ist  ein  Faktor,  der  dem 
Tuistand  Rechnung  trägt,  daß  die  Breite  {2  k)  des  axialen  Büschels 
und  die  Eintallshohe  (p)  eines  zur  Achse  geneigten  Hauptstrahls 
in  dem  Hintcrglied  andere  Werte  als  im  Vorderglied  besitzen,  und 
zwar  ist 

wo  m  =  0,  1,  2,  3  ist,  je  nachdem  es  sich  um  den  Bildfehler 
I.  II,  Illa  (IV a),  V  handelt;  Ä  ist  der  Abstand  der  Systemteile, 
'P,  (^j)  ist  die  Gesamtstärke  des  Vorderglieds  (Hinterglieds). 

Rückt  die  Blende  au  den  Ort  eines  der  beiden  Systemteile,  so 
vereinfachen  sich  die  von  der  Blcndenstellung  abhängigen  Fehler- 
ausdrücke.     Steht  die  Blende  dicht  am  Hinterglicd,  so  wird 

fi  =  -^-*i  oder  l-J(fj+*i)  =  0; 

ferner  für  jede  Fläche  des  Hintcrglieds 


mithin  auch 


{l-J{f,+  *,)}Q, 1,-0^  =  - 


A  ■ 


Steht  die  Blende  dicht  am  Vorderglied,  so  ist  zu  beachten, 
daß  man  die  von  dem  betreffenden  Bildfehler  herrührende  Zer- 
ftreuungslinie  erhält,  indem  man  den  oben  angeführten  Summen- 
ausdruck mit  einem  Faktor,  der  li""  enthält,  multipliziert.  Mau 
multipliziert  daher  den  Summenausdruck  mit  fi""  und  beachtet, 
daß  li~'(2i  für  jede  Fläche  des  Vordcrglieds  ^  —  1  ist;  daher  ist 

f,-'{i-^(f,+*,)}— j 

gleich  dem  für  das  Hinterglied  wirksamen  Blendcnabstand. 

Die  Korrektion  von  zwei  Bildfehlem  mittels  DuTcbbiegung 
der  linsen.  Wir  behandeln  nun  die  Aufgabe,  derart  zusammen- 
gesetzte Systeme  für  zwei,  drei  oder  vier  SsmELeche  Bildfehler 
Sfleichzeitig  zu  korrigieren;  dabei  sei  ausgeschlossen,  daß  zwei  von 
diesen  Bildfehlem  zur  Gruppe  der  Fehler  III,  IV,  Illa,  IVa  gehören, 
da  die  Miterfttllung  der  PETZVALschen   Bedingung  im  allgemeinen 
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keine  besonderen  Schwierigkeiten  macht.  Zur  Korrektion  der  Bild- 
fehler wollen  wir  zunächst  nur  die  Durchbiegung  der  Linsen  be- 
nutzen; die  Brennweiten  der  Linsen  und  der  Abstand  der  Teil- 
Systeme  seien  gegeben. 

Wir  beginnen  mit  dem  Fall,  daS  zwei  SsiDELschc  BildteliliT 
gleichzeitig  zu  heben  sind,  und  nehmen  an,  daß  je  eine  VordiT- 
krUmmung  im  Vorder-  (g^)  und  Hinterglied  (ß,)  variabel  sei,  wah- 
rend die  übrigen  Vorderkriimmungen  konstant  oder  lineare  Funk- 
tionen der  einzigen  Variabein  ihres  filiedes  seien.  Nachdem  dic- 
Ausdrücke  auf  eine  Fonn  gebracht  sind,  die  als  Variable  nur  noch 
g,  und  e,  enthalten,  subtrahiert  man  die  beiden  Gleichungen,  dii- 
durch  Nullsetzen  der  Ausdrücke  für  die  beiden  Bildfehler  gewonnen 
werden.  Damit  ist  q^  als  quadratisclie  Funktion  vou  pj  aus- 
gedrückt. Indem  man  diesen  Ausdruck  für  Q^  in  eine  der  Ursprung 
liehen  Gleichungen  einsetzt,  wird  man  auf  eine  biquadratische  Glei- 
chung für  ßg  geführt. 

Das  als  Beispiel  gewählte  System  bestehe  aus  2  einfach pn 
Linsen,  das  Verhältnis  der  Brennweiten  und  der  Abstand  seien  s» 
bestimmt,  daß  der  Petzt Aischen  Bedingung  genügt  wird  und 
Achromasie  der  Schnitt  weiten  erreicht  ist ;  es  soll  die  sphärischi' 
Aberration  und  der  Astigmatismus  beseitigt  werden.  Die  Ghf- 
arten   sind: 

O.  1811  (»B=l,6061  Wo'  — "£.  =  0,01361) 

O.  1891  (  1,6061  0,02100). 

Die  Brechungsexponenten  wurden  gleich  genommen,  nm  dii' 
numoriöcbe  Rechnung  abzukürzen.  Der  reziproke  Blenden  abstand 
ist  bei  Krön  voraus  =~  22,45,  bei  Flint  voraus  =  —  20,00  an- 
genommen.   In  beiden  Fällen  waren  zwei  von  den  vier  Wurzeln  reell. 

Bei  Voranstellung  der  Kronlinse  ergab  sich: 
L  ej  =  —     2,33;      e,=  — 10,85;      ßa  =  -15,48;      ß^  =  -6,9fi 
IL  +38,73;  +30,21;  —46,26;  -37,74 

der  Linsenabstand  ^-0,03752; 
im  anderen  Falle: 

in.  e,  =  —    2,107;  e,  —  +    4,783;e,  =  +    1,963;  e^  =  -    4,927 
IV.  +24,04    ;  +30,93    ;  —18,06    ;  -24,95 

der  Linsenabstand  =  —  0,05736. 


,y  Google 


Dia  Korrektion  der  SEmaLBchen.  Bildfehler.  393 

Der  Typus  I  ähnelt  der  Hälfte  eines  symmetrischen  photographi- 
pohon   Objektivs  von  E,  STEmHEiL  (2.). 

Die  Korrektion  von  drei  nnd  melir  Bildfehlern  mittels  Durch- 
biegnng  der  Linsen.  Wir  wenden  ans  nun  sogleich  zu  der  Auf- 
pabe,  das  zweigliedrige  System  für  vier  Bildfcliler,  nämlich  I,  II, 
lila  und  V  gleichzeitig  zu  korrigieren.  Ans  den  auf  S.  327  ge- 
frei jenen  Entwicklungen  der  Bildfehler  nach  Potenzen 
ergibt  sich  nun  der  folgende  Satz,  Wenn  sämtliche  Bildfehler  der 
<lruppc  I  und  II  oder  I,  II  und  IV  oder  I,  II,  IV  und  V  für  einen 
Blendenabstand,  d.  h.  einen  Wert  von  Z),,,  gehoben  sind,  so  sind 
die  Bildfehler  der  betreffenden  Gruppe  für  alle  BIcndenabslände 
gehoben.  Treten  die  Bildfehler  III,  Illa  oder  IVa  an  Stelle  von  IV, 
wo  macht  das  bei  der  zweiten  Gruppe  nichts  aus;  hei  der  dritten 
(iruppe  ergibt  sich  zwar  eine  Änderung  des  Bildfehlers  V  mit  dem 
Blendcnabstande,  sie  ist  aber  von  dem  Bau  des  optischen  Systems 

nur  entsprechend  dem  Faktor  2"— J  (  —  )  abhängig,  also  unab- 
hängig von  der  Durchbiegung  der  Linsen.  In  den  folgenden 
Gleichungen  ist  die  Blende  am  Ort  des  hinteren  Teilsystems  an- 
genommen, nichtsdestoweniger  kOnnen  sie  auch  benutzt  werden, 
wenn  eine  andere  Blendenstellung  vorgeschrieben  ist;  nnr  Gleichung  V 
ist  dann  statt  gleich  Null  gleich  einer  von  der  Durchbiegung  der  Linsen 
unabhängigen  Grolle  zu  setzen.  Unsere  Bedingungsgleichungen 
lauten  nun: 

(i)J_«V.^(^j_+(i-'i*J'__|^_«'.,.^(;'J_-o, 
(n)_2^e..,fe.^( 


(V) 


k^  [«".. ,  c'  'f  i^X  "  *••  ~  *-''  '"■•  '•'•'  k "'  ( »~)  J  ~ " ' 


wo  i  die  Ordnungszahl  der  letzten  Fläche  des  Vorderglieds  ist. 
Die  Losung  dieser  Gleichungen  erfolgt  in  zwei  Stufen,  indem  zu- 
erst durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  das  Vorderglied  bestimmt 
wird,  darauf  durch  die  beiden  ersten  das  Ilinterglied.  Die  Behand- 
lung dieser  beiden  Teilaufgabcn  ist  die  gleiche  und  für  dieselben 
Konstruktionstypen  der  Teilsysteme  durchführbar,  wie  bei  dem  oben 
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erledigten  dünnen  Linsensystem ;  es  besteht  nur  der  unwesentliche 
Unterschied,  daß  die  Bildfehler  I,  II,  Illa  nicht  den  Wert  0,  son- 
dern bestimmte  endliche  Werte  annehmen  sollen;  der  Astigmatismus^ 
des  Vorderglieds  muß  den  des  Hinterglieds  kompensieren,  der  nur 
von  dessen  Gesamtbrennweitc  abhängt.  Nachdem  das  Vorderglitd 
bestimmt  ist,  ist  das  Hinterglied  so  zu  korrigieren,  daß  die  sphfi- 
rische  Abweichung  und  die  Koma  entgegengesetzte  Beträge  nie 
im  Vordcrglied  annehmen.  Wir  merken  hier  den  Satz  an:  Wenn 
in  einer  Kombination  von  zwei  getrennten  dünnen  LinsensysiemeTi 
das  eine  Glied  durch  ein  neues  ersetzt  wird,  das  in  Bezug  auf  Lage, 
Gesamtbrennweite  und  die  Beträge  der  sphärischen  Aberration  und 
Koma  (hei  gleicher  Blendcnstcllung)  mit  dem  alten  übereinstimmt, 
so  wird  die  Kon-ektion  der  ganzen  Kombination  in  Bezug  auf  Astig- 
matismus und  Verzeichnung  nicht  geändert.  Dieser  Satz  wird  durch 
die  DALiiMETEBsche  Modifikation  des  PETZTALschen  Portratobjektivs 
illuBtrien,  sofern  man  sich  die  Vernachlässigung  der  Dicken  ge- 
stattet. 

Wird  auf  die  Hebung  der  Verzeichnung  verzichtet,  so  sind  nur 
die  drei  ersten  Gleichungen  zu  lösen.  Die  Aufgabe  bietet  nichts 
neues,  von  Interesse  ist  nur  eine  besondere  Art  der  Lösung,  indem  mau 


und       2      Q.,.J  .        sowie    2  ^  K 

einzeln  zum  Verschwinden  bringt.  Daß  diese  Lösung  richtig  ist. 
erkennt  man,  indem  man 

explizite  in  den  s,  darstellt  mit  Hilfe  der  Eliminationsformdn 
(S.  327).  Das  ganze  System-  ist  demnach  frei  von  Astigmalismup, 
wenn  die  beiden  Teilsysteme  für  den  Strahlengang,  mit  dem  eie 
benutzt  werden,  auf  die  Bildfehler  I  und  II  korrigiert  sind  und  eni- 
gegengesetzt  gleiche  Brennweiten  haben.  Dieses  Prinzip  wurde  von 
H.  D.  Tayloe  (3.)  der  Konstruktion  seines  ersten  pbotographischeii 
Objektivs  zu  gründe  gelegt.  Auf  einen  interessanten  Spezialfall 
macht  A.  Kebbbb  (10.)  in  einer  während  der  Drucklegung  dieses 
Buches  erschienenen  Arbeit  aufmerksam.  Ist  das  Vordei^lied  aus 
zwei  dünnen  Linsen  von  gleichem  Brechungsindex  zusammengesetzt 
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imd  Bo  korrigiert,  daJ  die  Bildfehler  I  und  II  gehoben  sind,  so  können 
die  Abweichungen  in  Bezug  aul  die  Bildfehler  III  und  IV  durch 
eine  einfache  dünne  Zerstreuungslinse  von  demselben  Brechungs- 
indes  n  kompensiert  werden,  die  als  aplanatischc  Linse  geformt  ist 
und  um  1/w  der  Brennweite  des  Vorderglieds  von  diesem  absteht. 
Die  Wahl  des  LinaenabetaadeB  als  KorrefctionsmitteL  Wir 
wollen  mm  noch  kurz  erläutern,  wie  man  die  Wahl  des  Abstandes 
zur  Korrektion  mitbenutzen  kann.  Das  System  bestehe  nur  aus 
zwei  getrennten  dünnen  Linsen,  die  Brennweite  der  zweiten  Linse 
und  der  Abstand  des  Systembrennpunktes  von  ihr  seien  gegeben; 
der  Objektabstand  sei  unendlich  groß ;  die  Blende  stehe  am  Ort  der 
Carsten  Linse,  deren  Vorderfläche  plan  sei.  Die  sphärische  Aberration 
und  der  Astigmatismus  sollen  gehoben  werden.  Ein  solches  System 
eignet  sich  als  Hftlfte  eines  für  photographiecbe  Zwecke  bestimmten 
symmetrischen  Triplets.     Der  Abstand   des  Systembrennpunkts  ist 

gleich ; ,  wo  w,  = V —  gesetzt  ist,  w.  ist  mithin  als  ge- 

geben    anzusehen.     Neben  der  Variation   des   Abstandes  diene  die 
der  VorderkrUmmnng  gj  der  zweiten  Linse  zur  Korrektion. 

Indem  man  den  Ausdruck  für  den  Bildfehler  I  und  die  Dif- 
ferenz der  Ausdrücke  für  die  Bildfehler  I  und  Illa  gleich  Null 
setzt,  erhält  man  nach  einigen  Umformungen  die  Gleichungen: 


■^    «  —  Vi Vs-^-^-?^«  ps — ^^Vi'Pjes+  ^^^*^»  ^^■ 

2«, +  2  1  ^y.  +  1       . 

— -— v,e.J^^— =0. 

Von  dem  praktisch  bedeutungslosen  Falle  Arir^-\- 1^0  ab- 
gesehen, setzt  man  den  aus  der  zweiten  Gleichung  für  g,  erhaltenen 
Ausdruck  in  die  erste  ein,  man  wird  so  auf  eine  Gleichung  vierten 
Grades  für  A  geführt. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  sei  9',  =  +  !,  v'i'=~0,72  und 
der  Wert  des  Brechungsquotienten  für  beide  Linsen  gleich  1,6061. 
Die  Systembrennweite  ist  also  nicht  von  vornherein  auf  den  Wert  1 
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festgelegt;    die   gefundenen   Resultate    sind   daher   nachti^Iich  zu 
reduzieren.     Dabei  wird  jedenfalls  9?^  =  — 2,671,  da 

91^ Vi_ 

^       Vi  +  Ts 
ist.      Die    vier  Wurzeln    der    biquadratischen   Gleichung   sind  bei 
unserem  Beispiel  aänitlich  reell,  doch  sind  zwei  unbrauchbar,  da  ihr 
Vorzeichen  negativ  ist.    Die  reduzierten  Krümmungen  des  Systemü, 
die  den  beiden  anderen  Wurzeln  entsprechen,  sind: 

I.  ßi  —  0;    et  =  +  *.2*3 ;    e>t  =  +  o>*&0;    e*  =  -  *.OöO; 

II.  0;  +  4,243;  -  0,043;  -  5,310. 

Im   ersten  Falle   Ist   der  Linscnabstand   gleich  0,121,    im  zn'eiten 
gleich  0,0462. 

Soll  der  Abstand  als  Korrektionsmittel  mitbenutzt  werden, 
wenn  für  die  Kombination  zweier  getrennter  dünner  Lineensysteme 
die  Bildfehler  I,  II,  Illa  und  V  gleichzeitig  zu  heben  sind,  so  kann 
diese  Aufgabe  wie  oben  ohne  weiteres  auf  die  für  das  dünne  Linsen- 
systeni  gelösten  Autgaben  zurückgeführt  werden.  Da  nun  die  gleich- 
zeitige Erfüllung  der  PETZVALschen  Bedingung  keine  Schwierigkeit 
bietet,  so  ist  damit  der  Weg  angezeigt,  um  bei  einem  System  dreier 
Linsen,  von  denen  zwei  dicht  zusammenstehen,  während  die  dritte 
abgerückt  ist,  alle  fünf  SBiDELSchen  Bildfehler  gleichzeitig  zn  heben 
und  zwar  für  jeden  Objektabstand. 

C.  Das  System  dQnner  Linsen  mit  zwei  endlichen  Abständen. 

Es  soll  noch  kurz  auf  die  Kombination  von  3  getrennten  dünnen 
Linsen  Systemen  eingegangen  werden.  Die  erste  Aufgabe  sei,  die 
Bildfehler  I,  II  und  III  a  zu  heben,  und  zwar  mit  Hilfe  der  Durch- 
biegung der  drei  Teilsysteme.  Da  die  Korrektion  nicht  vom  Ganfre 
der  Hauptstrahlen  abhängt,  verlegen  wir  die  Blende  vorteilhaft  an 
den  Ort  eines  Teilsystems,  es  sei  das  zweite.  Wir  haben  nun  fol- 
genden Gleichungen  zu  genügen: 

I:  (J^)V,'(e.)  +  Jife,)  +  (*j)'y,W-o 
ii/(J^)'A,p,"{a)-r,fe)  +  ^)'.(„p,'(s,)-o 

/*   \a  Ulm  /fc  \»  III. 

Illa:  (^j  A\,P,{e,)  +  -f,  +  [^)  A\,F,(s,)-0. 
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Ff'Ce^  bedeutet  eine  quadratische  Funktion  von  g,-,  ^xiSt)  ^'"^ 
lineare  von  ß,,  und  zwar  ist  f^iß^  gleich  dem  oben  S.  381  defi- 
nierten 5,  und  Fl  (et)  gleich  ö/,  //  (S.  382)  für  das  betreffende  Teil- 
system, wenn  es  für  sich  mit  demselben  Strahlengang  wie  in  der 
Kombination  benutzt  wird.  Aus  II  und  Illa  erhält  man  g,  als 
liueare  Funktion  von  g^  und  als  quadratische  Funktion  von  $,; 
wird  dieser  Ausdruck  für  p,  in  (I)  eingesetzt  und  mit  Hilfe  von 
Illa  e,  eliminiert,  so  wird  man  auf  eine  Gleichung  S.Grades  für 
Qf  g'eführt. 

Soll   auch   die  Verzeichnung  gehoben  werden,   so  tritt  zu  den 
obigen  Gleichungen  noch  die  folgende: 

v.(J;>',,.^,fe,)+(^)"A.w=o. 

Wir  nehmen  an,  daß  in  einem  Teilsystem  zwei  Durchbiegungen 
möglich  sind  oder  sonst  über  2  Variable  verfügt  werden  kann,  und 
verlegen  die  Blende  an  seinen  Ort.  An  Stelle  von  J*,  (pj)  und  Jlj  (gj) 
tritt  in  den  Gleichungen  I  und  II  dann  etwa  F,  (Qt,  i)  +  F^  {ßa, «) 
und  .Fj  (ßi,  i)  + -Fj  {ßj,  j).  Die  aus  Illa  und  V  sich  ergebende  bi- 
qnadratische  Gleichung  bestimmt  dann  wie  oben  S.  392  g^  und  gg. 
Werden  diese  Werte  in  I  und  II  eingesetzt,  so  hängt  die  Bestimmung 
von  Qt,  1  und  ga,  g  von  einer  quadratischen  Gleichung  ab.  Die 
zweite  Stufe  des  Verfahrens  kann  sich  wie  beim  dünnen  Linsen- 
system je  nach  den  Variabein  auch  anders  gestalten. 


O.  Die  einfache  Linse  endlicher  Dicke. 

Zum  Schluß  wollen  wir  nns  noch  mit  der  Einzcllinse  endlicher 
Dicke  (rf)  beschäftigen.     Als  Variable  benutzen  wir: 

_^»\  , Ji_  _.         ^^ ?il_  .       b— 1  — "^^ 


von  diesen  hängen  die  Elemente 

der  Bildfehlerausdrücke  in  folgen- 

der  Weise  ab: 

r,6'          *, 

-'     b'-='^^ 

<^)r-=.-^v 

¥^Gy.=~^ 

'•■-^^    > 

'"      r,  c' 
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"'-'"■  s-.c  +  jL_(,_i)(t_„_(,_,„ 

m-=aib-{i-iy, 
5!  — n~(t-l); 
O  — C»  +  l)(b-l)b-nobb'i 
Die  nnier  dem  Summenzeichen  stehenden  Ausdrücke  werden 
dann  für  die  Bildfehler; 

Ula;  li^^l- (91  +  S'D) 

cV,'    1+  SJi  ^      b      r        31!// 
Sollen  nun  der  ABtig;niatismus  und  die  Bildfeldkrümmung  ge- 
hoben werden,  so  muß  den  Gleichungen  genüg:!  werden: 

?!  +  S'D  — 0;  0  — l(r,  — r,  — r)| 

hieraus  folgt: 

b-1     (,-  '  1 


b(b~l) 


VM^r-Tb-'C-'J+'l 


Wir  wollen  diese  Gleichung  nur  lür  den  Fall  diskutieren,  daß  «,  ='  oo, 
mithin  b^^n  ist,  wir  haben  dann 

^"^  ^  ~ni>~-^r  ^vfF"tb"-iy+iir 

Damit   die  Wurzeln  nicht  imaginär  werden,   darf  b  nicht  zwischen 

0  und  (l j)  liegen.     Eine  Übersicht  Über  die  reellen  Lösungen, 

wenn  b  von  0,7  bis  1,3  variiert,  gibt  die  folgende  Tabelle,  für 
deren  Berechnung  angenommen  wurde,  daB  n=l,6  und  daß  di^ 
Brennweite  ^  100  ist.     Aus  der  Mafistabsglcichung 
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berechnet  man  zunächst  r^;  die  Definltionsgleicbnng  ftir  b,   in   der 

nun  Sj'  =  -    -     g^eaetzt  wird,  liefert  d.    Zu  den  beiden  Worzelwerten 

für  c  findet  man  die  zugehörigen  Werte  von  a;^  mit  Hilfe  der 
Definitionsgleicbung  für  c  und  der  durch  die  Invariante  ^,i  ge- 
gebenen Beziehung  zwischen  «,'  und  x^. 

Die  Konstruktionsdaten  eines  anastigmatischen  Meniskus 
für  nj>=l,6  und  /i=100mm. 


&  +o,l°,  0,7  S 

r'    +.8l-t-,S 
d     14,4      10,0 

_  ;4-6,«5  +2,94 


0,80 

nSs 

0,90 

o,9S 

1,00 

1,0s 

t: 

+9 

+6 

+1 

—3 

1,6 

0,4 

0,4 

+o,qB 

—0,29 

— o>73 

—0,7? 

+0,93 

+  '«>,5 

+„,, 

+7,2S 

+3,3' 

° 

-^M 

3,6 
+3.86 
-6,17 


-7.*' 


-7,35 


Korrigiert  man  die  in  der  9.  und  11,  Vcrtikalreihe  aufgeführten 
Tj'pen  mit  Vordcrblende  für  endliche  Hauptstrahlneigungen,  so  wird' 
man  auf  Objektive  geführt,  wie  die  Hälfte  des  Hypergondoppel- 
anastigmatcn  von  C.  P.  Goebz  (t.)  und  den  einfachen  Meniskus  von 
E.  VON  HöEOH   (A). 

Sollen  der  Astigmatismus  und  die  Verzeichnung  gehoben  werden, 
so  sind  die  Klammerausdrücke  vom  III  a  und  V  gleich  Null  zu 
fftzen.  Als  Unbekannte  wählen  wir  a  und  c  und  eliminieren  zu- 
nächst e.  Wird  die  zweite  Gleichung  mit  Hilfe  der  ersten  verein- 
facht, so  lautet  sie: 


-c)' 


1  —  1 


-0. 


Die  Definitionsgleiehung  für  £  läßt  sich  auf  die  Form  bringen: 

b-1 
Wir  setzen  nun   die  AusdrOcIie,    die  man   aus   diesen   beiden 
(üeicliungen  für  (6  —  c)'  erhält,  gleich  und  finden: 

oS-aji  (SBi-o)' 

Zunächst  können  wir  die  Gleichung 

au-a  — 0 

aussondem;  diese  ist  erfüllt,  erstens,  wenn  h^c  oder  s,'  =  «j' oder 
«1  =  X.  ist ;  zweitens,  wenn  9H  =  a,  d.h.  r.  ^r^  —  (fist;  c  findet  man 


..Google 


400     König,  Die  Berechnung  optischer  Systeme  nach  d.  Theorie  d.  Aherraitionen. 

aus  der   Gleichung  Illa  ^0;   da  deren  Klammerausdruck  wegen 
S  =  aji==Q  von  c  unabhängig  ist,  muß  c  =  oo,  d.h.  X('  =  r,  sein. 
Nur  diese  zweite  LOsung  hat  praktisch  einen  Sinn. 
Durch  Ausmultiplizieren  erhalten  wir  nun: 

In  dieser  Gleichung  wollen  wir  a  und  2R  als  Funktionen  von  2 
ausdrücken.  Setzt  man  in  die  Gleichung  Illa^O  den  DefinitionE- 
wert  von  D  ein,  so  erhält  man 


und  weiter 


^  «      ^  nbß* 


Die  obige  Bedingungsgleichung  wird  dadurch  vom  6,  Grade  in  S. 

3.  Die  end^tige  Korrektion  durch  kleine  Radienänderungen. 

In  der  Praxis  wird  die  Berechnung  von  optischen  Systemen 
häufig  dadurch  erleichtert,  daß  ein  Muslcrsystem  mit  nur  wenip  ab 
weichend  optischen  Daten  (Radien,  Abständen,  Dicken,  Brechungs- 
exponenten,  Dispersionen)  vorliegt,  das  für  eine  nur  wenig  abweichende 
Art  der  Benutzung  korrigiert  ist.  Man  sucht  dann  gewöhnlich  das 
System  durch  kleine  Radienänderungen  für  die  neuen  Verhältnipj^e 
umzukorrigiercn.  Es  seien  einige  Fälle,  die  auf  diese  Aufgabi? 
führen,  hervorgehoben;  das  System  soll  mit  Strahlen  eines  anderen 
Wellenlängenhezirks  gebraucht  werden;  es  soll  für  einen  anderen 
Objekt-  (Bild)  Abstand  gebraucht  werden;  die  Blende  soll  einf 
andere  Stellung  auf  der  Achse  erhalten;  es  wird  eine  andere  Gröfc 
der  Öffnung  oder  des  Gesichtsfeldes  verlangt,  insbesondei-e  kann 
der  Fall  vorliegen,  daß  das  System  auf  Grund  der  angenäherten 
Fehlerausdrücke  nur  für  eine  unendlich  kleine  Öffnung  und  für  ein 
unendlich  kleines  Gesichtsfeld  korrigiert  ist;  indem  zu  diesem  Zwecke 
die  Linsendurchuiesscr  geändert  werden,  kann  auch  eine  Änderon),' 
der  Dicken  und  Abstände  nötig  werden;  diese  kann  aber  auch 
durch  andere  Umstände  bedingt  sein,  insbesondere  können  die  Dicken 
und  Abstände  mit  Rücksicht  auf  die  analytischen  Schwierigkeiten 
zunächst  bei  der  Rechnung  vernachlässigt  sein;  endlich  kann  es 
sich   um   die   Einführung   von    neuen   Gläsern   mit   etwas  anderen 
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Optischen  Konstanten  handeln,  sei  eB,  daß  das  neue  Glas  sich  dorch 
seine  physikalischen  oder  chemischen  Eigenschaften  empfiehlt,  sei 
es,  daß  derselbe  Glastypus  beibehalten  wird  tmd  die  Umrecbniing 
durch  den  Übergang  zu  einer  Ersatzscbmelzung  bedingt  ist. 

Um  die  vorliegende  Aufgabe  zu  lösen,  entwickelt  man  die 
Fehlerausdrücke  nach  dem  TATLOBschen  Lehrsatz  und  bricht  die 
Eütwicklung  mit  den  ersten  Ditfcrentialquotienten  ab.  Nachdem 
die  numerischen  Werte  der  Aberrationen  des  Mustersystems  mit  den 
neuen  optischen  Daten  für  den  der  neuen  Benntzungsart  entsprechen- 
den Strahlengang  festgestellt  sind,  wobei  die  Größe  der  Öffnung, 
des  Gesichtsfeldes  und  im  allgemeinen  auch  des  Wellenlängenbezirks 
unendlich  klein  anzunehmen  ist,  und  nachdem  die  Aberrationswerte 
in  Abrechnung  gebracht  sind,  die  das  System  unter  dieser  Annahme 
behalten  muß,  wenn  es  für  endliche  Größen  dieser  Faktoren  kor- 
rigiert sein  soll,  werden  diese  namerischen  Werte  negativ  genommen 
und  gleich  den  totalen  ersten  Differentialen  der  nach  dem  TatlOE- 
üchen  Satz  entwickelten  Fehleratisdrücke  desselben  Systems  gesetzt. 
Man  erhalt  so  für  die  Inkremente  der  Variablen  (z.  B.  der  Radien), 
deren  Zahl  gleich  der  der  za  hebenden  Bildfehler  zu  wählen  ist, 
ebensoviele  lineare  Gleichungen.  Da  in  den  Eliminationsformeln 
(S.  327)  die  Bildfehler  explizite  als  Funktionen  der  a  dargestellt 
sind,  so  wählen  wir  diese  als  Variable.  Sind  nämlich  erst  die 
Variationen  der  a  gefunden,  so  lassen  sich  die  der  q  daraus  leicht 
ableiten.  Wir  setzen  femer  fest,  daß  der  Koeffizient  Ä-ift^  trotz 
der  Variationen  der  a  ungeändert  bleiben  soll,  indem 

g:t'3ctzt  wird  und  demgemäß  mit  oj  variiert.  Man  erhält  zwar  so 
im  Endresultat  andere  Dicken  und  Abstände  als  die  festgesetzten; 
da  sie  sich  aber  nur  in  demselben  Verbaltnisse  wie  die  o  ändern, 
ÄO  wird  im  allgemeinen  das  System  mit  den  neuen  Dicken  ohne 
weiteres  verwendbar  sein.     Da 

o',-i_    K 
gegeben  ist,  so  ist  auch 

Isi    also    ein   System   mit   k   Radien    gegeben,    so    kann   man   bei 
Festhaltung    von    Objekt-    und    Bildabstand    nur   noch   Ä  — 1    von 
OpUk.  26 
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den    o    nnabhäugig    variieren;    als    solche   wählen    wir   die  ange- 
strichenen o. 

"Wir  hatten  nnn  die  ersten  partiellen  Differentialqnotienten  der 
Fehlerausdrücke  nach  da,  aufzustellen.  Ihre  Berechnnng  wird  aber 
genügend  erläutert,  wenn  wir  sie  für  die  sphärische  Aberration  in 
der  Achse,  für  die  Abweichung  von  der  Sinusbedingung  und  für 
die  chromatische  Abweichung  in  der  Achse  bilden.  Werden  alle 
variabelen  Größen  in  den  a  aosgedrückt,  so  lautet  der  Ausdruck 
für  die  sphärische  Aberration 

Ja, 


Differenziert  man  partiell  nach  o',  _  i  und  o,  und  zieht  die  beiden 
Ausdrücke  zusammen,  so  erhält  man 

^^={y'[«.,.(3^,.-o-e-^)\.-.(3^.-.-.-,);. 


ist.     Der  Ausdruck  für  die  Abweichung  von  der  Sinnsbedingung 
lautet : 


Sinb=- 

i.©' 

M''^'-' 

hier  ist 

S.  =  D,,. 

k'-i«M.;::| 

und  es  ergibt  sich 

fSmt_IK\'\„     ..„ 

-(*-^^)'«.,.-(3P,.-. -».-.)»,_.] 
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Wird  endlich   der  Auadrack   für  die  chromaÖBche  Abweichung  bei 
kleinem  Wellenlängenintervall 

differenziert;  so  erhält  man 


hier  ist 


(Vn\ 


4  Die  Verteilang  der  Leistung  auf  Objelttiv  and  Okolar. 

Im  folgenden  sollen  nntcr  Aberrationen  immer  die  lateralen 
Aberrationen  verstanden  werden;  sie  werden  in  Längenmaß  gemessen, 
nur,  wenn  die  gesuchte  Abweichung  auf  eine  anendlich  entfernte  Ebene 
hezogen  wird,  in  Winkelmaß.  Um  uns  anf  unsere  Aufgabe  vorzu- 
bereiten, beschäftigen  wir  uns  mit  dem  Einflufl  der  Maßstabänderung 
eines  einfachen  oder  auch  zusammengesetzten  Systems  auf  die  Aberra- 
tionen. Wenn  nur  eine  bestimmte  Vergrößerung  für  das  Bild  vorge- 
schrieben ist,  während  die  Lage  von  Objekt  und  Bild  beliebig  gewählt 
werden  kann,  so  kann  man  ein  System  von  beliebiger  Brennweite  ver- 
wenden. Nimmt  man  das  eine  Mal  ein  System  4  von  der  Brenn- 
weite 1,  das  andere  Mal  ein  System  B  von  der  Brennweite  m, 
dessen  räumliche  Bestimmnngsstücke,  wie  Radien,  Dicken  und  Ab- 
stände, sämtlich  m-mal  so  groß  sind  als  die  des  ersten,  so  muß  man 
im  zweiten  Fall  auch  Objekt-  und  Bildabstand  m-mal  so  groß 
nehmen.  Alle  Längenkoordinaten,  die  sich  auf  den  Strahlengang 
beziehen,  wären  mithin  m-mal  vergrößert,  also  auch  die  Aberrationen, 
wenn  auch  das  Objekt  im  zweiten  Falle  m-mal  so  groß  wäre.  Da 
es  aber  hier  dieselbe  Größe  hat  wie  im  ersten  Fall,  so  sind  im  zweiten 
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Fall  unter  Vernachlässigung  der  Aberrationen  des  Kreuzungspimkts 
der  Hauptatrahlen  die  trigonometriechen  Tangenten  der  Eanpt- 
atrahlncigungen  lür  dieselben  außeraxialen  Punkte  m-mal  eo  klein. 
Die  Vergleichszahl  ist  mithin  das  Produkt  zweier  Faktoren,  vun 
denen  der  eine  m  ist,  der  andere  angibt,  in  welchem  Verhäknis 
sich  der  betreffende  Bildfehler  ändert,  wenn  der  Ächsenabstand  des 
Bildpnnktes  m-mal  so  klein  ist.  Beschränkt  man  sich  auf  die  Glieder 
dritter  Ordnung,  eo  ergibt  sich,  daß  bei  dem  System  B  die  splifi- 
rieche  Aberration  den  m-fachen,  die  Koma  denselben,  die  Bildfeld- 
krümmung und  der  Astigmatismus  den  — fachen,  die  Verzeichnung 

den  —j -fachen  Betrag  hat  wie  bei  dem  System  A.  Die  chromatische 
Abweichung  in  der  Achse  ist  m-mal  su  groQ,  die  chromatii^he 
Vergröflerungsdifferenz  bleibt,  soweit  die  GAüSSsche  Theorie  an^ 
reicht,  ungeändert. 

Es  soll  nun  der  Aufbau  der  zusammengesetzten  Systeme  unter- 
sucht werden,  d.  h.  solcher,  die  ans  zwei  selbständigen  Teilen 
mit  verschiedenen  dioptrischen  Funktionen  bestehen.  Den  dem  Ob- 
jekt zugewandten  Teil  nennen  wir  das  Objektiv,  den  andern  lifl^ 
Okiüar.  Der  letzte  Ausdruck  wird  meist  auf  Instrumente  für  sub- 
jektiven Gebrauch  beschränkt;  wir  sehen  unter  Hinweis  auf  deu 
Ausdruck  Projektionsokular  davon  ab.  Objektiv  und  Okular  sind 
nun  gewöhnlich,  wenigstens  In  Bezug  anf  einige  Bildfehler,  für  i-ieh 
korrigiert.  Es  fragt  sich,  wie  die  übrigbleibenden  Fehler  beeintlußi 
werden,  wenn  die  Gesamtvergrößerung  in  verschiedener  Weise  in 
ihre  Faktoren,  die  Objektiv-  und  die  Okularvergrösserung  zer- 
legt wird. 

Wir  beginnen  mit  dem  telcskopischen  System,  das  die  ein- 
fachsten Verhältnisse  bietet.  Soll  die  Vergrößerung  hier  nngeündert 
bleiben,  so  müssen  die  Objektiv-  und  die  Okul  arbrenn  weite  in  dem- 
selben Verhältnis  geändert  werden.  Wird  nun  das  ganze  System 
in  m-mal  so  großem  Maßstabe  ausgeführt,  so  gelten  für  Objekte  in 
endlicher  Entfernung,  wenn  ihr  Abstand  vom  System  mit  vei^röflen 
wird,  dieselben  Regeln,  die  wir  bei  der  Untersuchung  des  »i-fach 
vergrößerten  Systems  endlicher  Brennweite  fanden.  Bei  uneiicliich 
entfernten  Objekten  aber  ändert  sich  die  Bildqualität  überhau]« 
nicht.  Es  muß  aber  hervorgehoben  werden,  daß  die  Menge  (f"" 
vom  System  aufgenommenen  Strahlen  m*-mal  so  groß  geworden  ist- 
Soll  dictie  in  beiden  Fällen  gleich  sein,  so  muß  bei  dem  vergrößerten 
System  die  maximale  Einfallshöhe  der  Strahlen  m-mal   kleiner  ^■ 
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macht  werden,  dann  haben  beide  Systeme  gleiche  Objektivöffnung. 
Wird  der  Vergleich  unter  diesen  Voraoasetzongen  geführt,  so  er- 
geben sich  bei  dem  vergrößerten  System  die  Aberrationen  im  Ver- 
hältnis von  m*  kleiner,  wo  k  die  Potenz  ist,  mit  der  sie  von  der 
Öffnung  abhängen.  Ztmi  Beispiel  wird  die  chromatische  Vergrößernngs- 
(lilferenz  tind  die  Verzeichnung  gar  nicht  geändert,  die  chroma- 
tische Aberration  in  der  Achse  (in  erster  Annäherung),  der  Astig- 
niatismns  und  die  Bildkrümmung  werden  auf  den  m-ten  Teil,  und, 
wenn  wir  uns  auf  Glieder  3.  Ordnung  beschränken,  die  Koma  auf 
den  »i*-ten  Teil,  die  sphärische  Aberration  auf  den  Mi*-ten  Teil  ver- 
kleinert. 

Das  zusammengesetzte  System  endlicher  Brennweite  bebandeln 
wir  unter  den  speziellen  Voraussetzungen,  da£  das  Objektiv  ent- 
neder  ein  stark  vergrößertes  oder  ein  stark  verkleinertes  Bild,  und 
daß  das  Okular  ein  stark  vergrößertes  Bild  entwirft.  Wir  gehen 
zunächst  auf  den  Strahlengang  eines  einfachen  Systems  bei  weit 
entferntem  Objekt  oder  Bild  ein.  In  diesem  System  seien  für 
parallel  einfallendes  Licht  gewisse  Bildfehler  gehoben.  Soll  nun  das 
System  für  eine  grofie  endliche  Entfernung  benutzt  werden,  so  wird 
man  im  allgemeinen  auch  durch  kleine  Radienänderungen  auf  die- 
selben Fehler  korrigieren  können.  Dann  wird  man  meist  ohne  zu 
grobe  Vernachlässigung  behaupten  können,  daB  die  Übrig  bleibenden 
Aberrationen  in  beiden  Fällen  gleich  sind,  und  daß  die  in  das  Ob- 
jekt zurück  projizierten  Zerstreuungskreise  proportional  der  Objekt- 
entfemung  sind.  Liegt  umgekehrt  das  Objekt  in  der  Nähe  des 
vorderen  Brennpunkts,  so  daß  das  Bild  in  große  Entfernung  rückt, 
so  sollen  hei  Benutzung  des  Systems  für  verschiedene  Bildabstände 
die  in  das  Objekt  zurück  projizierten  Zerstreuungskreise  als  gleich, 
die  Zerstreuungskreise  im  Bilde  als  proportional  dem  Bildabstande 
angenommen  werden. 

WoUen  wir  nun  wissen,  wie  sich  zwei  zusammengesetzte  Systeme 
zueinander  verhalten,  deren  Objektive  und  Okulare  (bis  auf  die 
erwähnten  kleinen  Kadienänderungon)  von  dem  gleichen  Typus 
sind,  und  bei  denen  die  Bild  Vergrößerung  auf  Objektiv  und  Okular 
verschieden  verteilt  ist,  so  haben  wir  nur  zu  untersuchen,  was  eine 
Änderung  der  durch  das  Objektiv  und  der  durch  das  Okular  bewirk- 
ten Vergrößerung,  eine  jede  für  sich  genommen,  auf  die  Aberrationen 
ausmacht.  Da  die  Vergrößerung  des  ganzen  Systems  die  gleiche 
Weiht,  macht  es  für  den  Vergleich  nichts  aus,  ob  die  Zerstreuungs- 
kreise auf  das  Objekt  oder  auf  das  letzte  Bild  bezogen  werden. 
Bei  unserem  Vergleich   soll  der  öffnungswinkcl   der  vom   Objektiv 
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nnd  damit  auch  vom  ganzen  System  aufgenominenen  Büschel  der 
gleiche  sein;  bei  stark  vergrößerndem  Objektiv  oder  Okular  ver- 
nachlässigen wir  die  Änderung  des  objektseitigen  öffnungswinki'ls 
mit  dem  Objektabstand. 

Um  uns  im  folgenden  kürzer  (assen  zq  können,  führen  wir 
einige  Bezeichnungen  ein.  Wird  der  Maßstab  des  Systems,  sowie 
die  Größe  und  der  Abstand  von  Objekt  und  Bild  auf  den  m-fachen 
Betrag  gebracht,  so  nennen  wir  die  Zahl,  welche  die  Steigerung  dc-s 
Durohmessers  des  Zerstreuungskreises  angibt,  m^.  Wird  der  Objeki- 
abstand  bei  stark  verkleinerndem  System  m-mal  so  groß  genommen, 
80  nennen  wir  sie  beim  objektseitigen  Zerstreuungskreise  ni,.  Wird 
der  Bildabstand  bei  stark  vergrößernden  Systemen  m-maJ  so  groß 
genonmien,  so  nennen  wir  sie  beim  objektseitigen  Zerstreuungs- 
kreise ni-g,  beim  bildseitigen  Zerstreuungskreise  m^.  Es  wurde  oben 
gefunden,  daß  der  Wert  von  m,,  m,  und  m^  gleich  m,  der  von  w, 
gleich  1  ist:  Die  Zahlen,  die  angeben.  In  welchem  Yerhültnis  sicli 
der  Durehmesser  des  Zerstreuungskreises  ändert,  wenn  der  Durch- 
messer der  Öffnung  und  wenn  die  Hauptstrahlneigung  atif  das 
m-fache  gebracht  wird,  nennen  wir  Ifj  und  M^.  Sie  nehmen  naeh 
den  früheren  AusDjnandersetznnpen  verschiedene  Werte  an  je  nach 
dem  Bildfehler,  mit  dem  man  es  zu  tun  hat. 

Die  Lttteralabcrration  des  Bildpunktes  eines  zusammengesetzten 
Systems  rührt  zum  einen  Teil  vom  Objektiv,  zum  andern  Teil  voiu 
Okular  her.  Wird  die  Verteilung  der  Gesamt  Vergrößerung  auf  Ob- 
jektiv und  Okular  geändert,  so  werden  diese  beiden  Teile  jeder  tfir 
sich  geändert.  Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  dem  vom  Okular 
herrührenden  Teil.  Wird  die  Ei  gen  Vergrößerung  des  Objektivs  auf 
das  m-fache  erhöht,  so  hat  das  Okular  von  dem  m-fach  vergrößerten 
Objektivbild  mit  m-mal  kleineren  Öffnungswinkeln  ein  tn-mal  kleinere- 
Bild  zu  entwerfen.  Wird  dies  dadurch  erreicht,  daß  die  Okular 
brennweite  m-mal  so  groß  gewählt  wird,  so  wird  die  Ändening  <\<-r 
vom    Okular    herrührenden    Lateralaberration    durch    den    Faktor 

Pow^ — tr^^Hf   angegeben.     Wird  dagegen  die  Okular\ergröBe- 

rung  durch  Verkleinerung  der  Bildweitc  auf  den  gewünschten  Beira;.' 

gebracht,  so  ist  Pow  =  — h-  ■    Soll    die    Objekti\Tergrößeruiig  ^'^ 

weit  entfernten  Objekten  m-mal  so  groß  werden,  so  kann  dies  durcli 
Vergrößerung  der  Brennweite  des  Objektivs  bei  festgehaltenem 
Durchmesser  oder  durch  Verkleinerung  der  Objekt enlfenmng  und 
der  Objektivöffnung  erreicht  werden.     Im  ersten  Fall   ist  die  Ver- 
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gxößerang    der   von  dem  Objektiv   herrührenden  Lateralaberration 

Pow= \^  =  ^r>  ini  zweiten  Falle  ist  Pm  =  —  ~-     SoH  bei 

nahen  Objekten  und  stark  vergrößernden  Objektiven  die  Eigeiiver- 
größerung  aul  das  m-fache  gesteigert  werden,  so  wird  man  entweder 
die  Brennweite  und  den  Durchmesser  des  Objektivs  m-mai  verkleinem 
oder  den  Abstand  des  Objektivbilds  m-mal  vergrößern.    Im  ersten  Falle 

ist  Po^' = — ^'-3fj==— ^;  im  zweiten  Falle  ist  P^-^nig^l. 


6.  HiHtoriache  Notizen. 

Zu  1. 

J.  pETzvAi.  hat  die  nach  ihm  benannte  Badingung  in  zweden  seiner  Ah- 
baadlangen  (1.  as.)  1848  und  (9.  M.)  1857  hchandält.  Was  ihre  ErfüUung  be- 
trifft, Bo  bemerkt  er  in  der  letzten  Abhandlung,  daB  bei  einem  dünnen  Linsen- 
gysten  infolge  der  Kleinheit  das  Brechangsanterschieds  zwischen  den  Gläsern 
die  Starken  dar  einzelnen  Linsen  im  Verhältnis  zur  Sttlrke  des  ganzen  Sjatems 
selir  gtoä  anslallen.  Ein  Jahr  vorher  hatte  L.  Sbidhl  [S,  ssaj  du'auf  hin- 
gewiesen, daB  es  bei  einem  dünnen  Linseasystiem  aus  den  damals  vorbKudenen 
^wohnlichen  Silikatgläaem  nicht  mOglich  sei,  die  chromatiache  Bediugang  mit 
in  erfüllan.  „Nur  da,"  fährt  er  fort,  „wo  es  möglich  ist,  verhältDiBinäasig 
starke  Dicken  der  Gläser  anzuwenden,  also  bei  kleiner  Ocffnung,  etwa  bei 
Ocnlaren  nnd  Tielleicht  bei  Mikroskop -Objectiven,  kann  man  hoffen,  dem  Wider- 
sprach ansEuweichen."  Behen  wir  xu,  wie  man  in  der  Praxis  dieser  Schwierig- 
kaiten  Herr  wurde,  wobei  wir  uns  zuD&chüt  auf  die  Objektive  aus  alten  Gläsern 
beschrdaken.  Das  erste  nnter  ihnen,  bei  dem  den  beiden  Bedingungen  ge- 
nügt war,  ist  das  bei  M.  von  Robb  |3.  »ho)  beschriebene  Fantoskop  von  £.  BcacH, 
das  eine  Fortbildung  der  gtobe  Uns  von  C.  C,  HAMuaoN  and  .  .  Schnttzbr  dar- 
stellt. Bei  der  außerordentlich  starken  Durchbiegung  der  Linsen  kam  man  mit 
gerinj^r  Trennung  der  sammelnden  AuBenilächen  von  den  zerstreu  anden 
InnenQächen  und  dementsprechand  mäSigen  Dicken  aas.  Dies  Objektiv  hat 
den  Nachteil,  daB  die  sphärische  Korrektion  nicht  möglich  ist.  Auch  diese 
herbeizuführen,  gelang  erst  H.  D.  Tah-or  <3.]  189S  bei  einem  durch  theo- 
retische Betracbtangen  gefundenen  Objektivtypus,  der  aus  drei  ochromatischeD, 
aus  den  gleichen  Paaren  gewöhnlicher  Silikatgläser  gebildeten  Linsenkombi- 
uationen,  zwei  sammelnden  und  einer  mittleren  zerstreuenden,  in  endlichen  Ab- 
standen zDsammengeaetzt  war.  Iniwischen  waren  bereits  1886  von  Schott 
und  Gen.  die  hochbrechenden  Bariam  krön  glase  r  auf  den  Markt  gebracht 
worden.  Diese  hatten  H.  Schsoedeb  (».)  in  seiner  sphärisch  nicht  korrigier- 
baren concantric  lens  (1887)  und  P.  Robolph*)  in  seinem  sphärisch  korri- 
gierten Acastigmaten  Serie  Illa  (1891)  dazu  gedient,  zn  gleicher  Zeit  die 
PsTZTALsche  nnd  die  chromatische  Bedingung  2U  erfüllen. 
Za  2. 

Was  dift  Aufhebnng  der  tttni  SsiuBLSchen  Bildfehler  betrifft,   so   behan- 
deln Ij.  Eülbb  (».),  S.  Klüobl  (i.),  S.  Stampfer  1*.),  J.  J.  Littrow  (i.  ».i,  Srani 
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BXVS  (1.),  J,  A.  GBmiEBT  (1.),  A.  StBIKRBIL  (1.),  P-  A.  HlHSBN  (».),  W.  SCHUDT  ll.i, 

W.  ScHBiDHBB  (I.),  S.  Kaljaa  (l.)  nnr  die  Aufhebung  des  Bildfehlers  I,  L.  Seidel 
13.  9**),  A.  Krimeb  (I.),  C.  Moser  (s.),  A.  Kkbbbs  i<.,,  B.  Stbinhiil  (i.i. 
C.  V.  L.  Chaslibb  (4.),  H.  Hartino  {!.».),  E.  von  Höboh  (S.),  H.  Hibtuio  13.'. 
A.  Leiun  |i.),  H.  Haktiho  |e.),  K.  Stbehl  (1.)  die  Aufhebung  dar  Bildfehler  I 
nud  II  fU.r  ein  dünnes  Linaensjstem,  C.  Mobrh  14.),  A.  Kbhbkb  «.),  H.  Hibtikq  i4.i 
die  Aufhebung  der  Bildfehler  I  und  Illa  oder  Illb  iüi  ein  dtlnnes  Liusen. 
STStem,  E.  Zihcee  gen.  Sohmeb  (S.B4]  die  Aofbehung  der  Bildfehler  I,  U 
und  m  unter  Berllcksichtigung  der  Dicken  und  AbstAnde  in  erster  Anuftherun;;, 
Zu  8. 
In  anderer  Art  findet  man  die  Aufgabe  behandelt  bei  A.  £bbbeb  [f.lO' 
H.  Habtino  (».),  A.  Ebbbeb  (II.),  H.  Uastimo  (3.),  A.  Lbmah  (i.\  H.  HiBme  («-<. 

A.   KXBBBB    (13.14.W.). 

Zu  4. 
Die  Aufgabe  ist  in  der  Literatur  uur  gelegentlich  in  BUckaicht  sdI  spe- 
zielle praktische  Fragen  behandelt,  eingehender  von  S,  Czapski  fS.iat.ati. 
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Vm.  Kapitel. 
Die  Prismen  und  die  Prismensysteme. 

Bearbeiter:    F.  L5we.*) 


1.  Die  VerfoI^D^  eines  einzelnen  Strahles  darch  ein  Prisma 
und  eiQ  Prismensystem. 

Ein  von  zwei  beliebig  großen  Ebenen  begrenztes  brechendes 
Mittel  ftilirt  in  der  Optik  den  Namen  ein  Prisma.  Der  Winkel,  den 
beide  Begrenzungsebenen  einschließen,  heißt  der  brechende  Winkel 
des  Prismas,  und  die  Gerade,  in  der  sich  die  Ebenen  schneiden, 
die  Prismenkante;  diese  Ebenen  selbst  werden  auch  die  Seiten  des 
Prismas  genannt.  Im  folgenden  wird  unter  der  ersten  Prismen- 
pcite  oder  -fiftche  diejenige  verstanden  werden,  auf  die  das  in  der 
Zeichnungsebene  von  links  nach  rechts  sich  fortpflanzende  Licht 
zuerst  trifft.  Eine  auf  der  Prismenkante  senkrechte  Ebene  heißt 
Hauplebene  des  Prismas. 

Zur  Ableitung  der  wesentlichen  Eigenschalten  von  Prismen 
und  Prismen  Systemen  den  Begriff  des  Lichtstrahles  zu  benutzen, 
sind  wir  insofern  berechtigt,  als  wir  es  bei  der  praktischen  Ver- 
wendung von  Prismen  fast  immer  mit  parallelstrahligen  BUscheln, 
d.  h.  mit  ebenen  Weilenzügen  zu  tun  haben,  deren  Repräsentanten 
die  Wellennormalen  oder  „Lichtstrahlen"  sind. 

Zur  Verfolgung  eines  Strahles  durch  Prismen  auf  Grund  des 
f^NBLLiusschen  Brechungsgesetzes  bedient  man  sich  entweder  gra- 
phischer Konstruktionen  oder  der  trigonometrischen  Durchrechnung. 

*;  Diasea  Kapitel  ist  im  wesentlichan  eine  erweiterte  Betirbaitung  des 
gleichnamigen  Kapitels  in  Czafskis  Theorie  der  optischen  Instrumente  nach 
Abbe.  Von  neoanfftenommenen  Arbeiten  seien  hier  nar  diejenigen  Ober  homo- 
lentriscbe  Abbildung  und  Ober  Bilddrehung  erträhnt. 
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A.  Die  graphische  Konstruktion. 

Graphische  Konstruktionen  des  Strahlenganges  in  Prismen  sind 
mehrfach  angegeben  worden,  so  z.  B.  von  Hebschel  Ä),  Kbüsch  <2.\ 
Radau  {!.),  Lommel  {!.),  Kessles  (.!■),  Cobnü  (S.)  u.  a.  m.;  wir 
werden  nur  die  einfachste,  in  der  Praxis  noch  heute  vielfach  be- 
nutzte angeben,  diejenige  von  Reusoh. 

a)  Rb0SCh'  Konstruktion  eines  im  Sauplschnitte  eines  Frismas 
verlanfenden  Strahles. 


itnilitlOfl  ia  Xnrhiin« 


Sei  AO  (in  Fig.  88)  der  im  Mittel  vom  Brechungsindex  n  ein- 
fallende Stahl,  ON  die  in  0  errichtete  Normale  zur  Trennan|rr^- 
ebene  der  Mittel  (n)  und  («'),  so  findet  man  die  Richtung  des  ge- 
brochenen Strahles  OB  in  folgender  Weise: 

Man  schlage  um  0  die  Kreise  mit  den  Radien  OQ^o-n  uail 
OQ' ^a-n',  wobei  a  eine  beliebige  Konstante  ist.  Der  im  Mitte) 
(w)  einfallende  Strahl  ÄO  werde  von  dem  Kreise  mit  dem  Radio« 
OQ^=a-n  in  R  geschnitten.  Fällt  man  nun  von  R  das  Lot  SP 
auf  die  Trennungsebene  beider  Mittel,  und  verlängert  es,  bis  e^' 
den  Kreis  mit  dem  Radius  OQ'^=a-n'  in  B'  schneidet,  so  ist  a'-' 
die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  OB,  d.  h.  2fOB'  =  yOB=i'- 
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Der  Beweis  folgt  aus: 

•^  ^^^      .        .Bin  OJS'P       OB       n 
<OBP=.  und    -^s-^  =  öS-W 

BetrachteD  wir  die  Trennungsebene  der  beiden  Mittel  als  die 
erste  Seite  des  Prismas  G  OH  (Fig.  89)  und  behalten  wir  die  Be- 
zeichnungen der  Figur  88  bei,  so  ist  hier  OB  die  Richtung  des  im 
Prisma  verlaufenden  Strahles.  Der  Strahl  OB  wird  nun  an  der 
zweiten  Prismenflftche  (OH)  gebrochen.  "Wir  finden  die  Richtung 
des   gebrochenen  Strahles  genau  in  derselben  Weise  wie  oben,  nur 


mit  der  Maßgabe,  daß  der  Strahl  jetzt  im  Mittel  (n")  einfällt  und 
daß  der  Einfallswinkel  jetzt  der  Winkel  des  Strahles  mit  der  Nor- 
malen der  zweiten  Prismenseite  ist.  Die  Konstruktion  ergibt  OC 
als  Richtung  des  gebrochenen  Strahles. 

Mit  AO,  OB  und  OC  sind  somit  die  Eich tungen  des  einfallen- 
den, des  im  Prisma  verlaufenden  und  des  austretenden  Strahles 
bestimmt.  Parallelen  (A,  B,  C)  zu  diesen  Richtungen  liefern  uns 
die  entsprechenden  Strahlenabschnitte  für  einen  in  beliebiger  Ent- 
fernung von  der  brechenden  Kante  auf  die  erste  Prismenscite  auf- 
treffenden Strahl. 
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Liegt  ein  System  von  Pristne«  vor,  deren  brechende  Kanten 
alle  einander  parallel  sind,  die  also  einen  gemeinsamen  Hatipt- 
schnitt  haben,  so  kann  man  den  Verlauf  eines  Strahles  in  diesem 
Hauptscimitte  durch  die  Tortgesetzte  Anwendung  von  Kbcs(s'  Kon- 
struktion feststellen.  Dabei  ist  es  meist  zweckmäßig,  die  Eichtungen 
der  Strahlenabschnitte  wie  oben  an  den  brechenden  Kanten  (z.  B, 
an  der  ersten,  dritten  u.  s.  f.)  zu  bestimmon  und  den  Weg  einos 
einzelnen  Strahles  durch  Parallelen  zu  diesen  Bichtungen  zu  er- 
mitteln. 

b)  Auch  fttr  einen  außerhalb  des  Sauplschtiitfes  eines  Prismas 
verlautenden  sowie  einen  ein  System  von  beliebig  orientierten  Prismen 
durchsetzenden  Strahl  behält  Reüsch'  Konstruktion  ihre  Giltigkeit: 
man  hat  dann  anstatt  der  Kreise  Kugeln  zu  schlagen,  deren  Radien 
sich  wie  die  Brechungsquotienten  der  aneinander  grenzenden  Mittel 
verhalten.  Da  die  Konstruktion  in  diesem  Falle  rein  geometrisches 
Interesse  hat,  sei  auf  Reüsch'  Abhandlung  selbst  verwiesen. 


B.  Die  trlconometrlscbe  Durcfarechnunf. 

Für  die  trig&nometrisclie  Durchrechnung  anes  Strahles  durch  Prismen 
mögen  zunächst  über  die  Bezeichnung  und  die  Vorzeichen  der 
Winkel  folgende  Festsetzungen  getroffen  werden,  die  im  Einklänge 
mit  dem  anf  S.  9  festgesetzten 
stehen. 

Einfalls-  und  Brechungs- 
winkel an  der  vtcn  Fläche 
heifien  t,  und  i,';  ihr  Vorzeichen 
ist  von  der  Richtung  de» 
Strahles  (dem  Sinne  der  Liehl- 
bewegung)  unabhängig,  es  ist 
positiv,  wenn  der  Strahl  durch 
eine  Drehung  um  den  Einfalls- 
punkt im  Sinne  des  Uhrzeigers 
auf  seine  Normale  zu  bewegt 
wird. 

Die  brechenden  Winket  der 
Prismen,  a„  werden  als  positiv 
gerechnet,  wenn  ihre  Scheitel 
links  von  einem  mit  dem  Strahle 
sich  Bewegenden  und  auf  die 
Ebene  der  Zeichnung  Blickenden 
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liegen,  ihr  Vorzeichen  hängt  also  von  der  Bichtung  des  Licht- 
strahles ab. 

Die  Ablenkang  £,,  die  ein  Strahl  durch  die  Brechung  an  der 
yten  Fläche  erfährt,  gilt  als  positiv,  wenn  der  einfallende,  über 
den  Einfallspunkt  hinaus  verlängerte  Strahl  durch  eine  Drehnng  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  auf  den  austretenden  Strahl  zu  bewegt  wird,  ihr 
Vorzeichen  ist  also  ebenfalls  von  der  Richtung  des  Strahles  abhängig. 

Der  Verlauf  im  HanptBchDitte  eines  Prismofi.  Wenden  wir 
uns  nun  zunächst  zur  Betrachtung  eines  im  Hauplschnitte  eines  Prismas 
verlaufenden  Strahles.     (Fig.  90.) 

Das  Prisma  habe  den  Breehnngsquotienten  n^  und  befinde  sich 
in  einem  optischen  Mittel  vom  Brechungsquotienten  n^,  wobei 
»ijS^n,  ist. 

Für  den  Weg  eines  Strahles  gelten  alsdann  die  folgenden 
Gleichungen : 

Mj  sin  t,  =^  «,  sin  i^'  *i  =  'i  —  h' 

(1)  «.  —  »,'-"  (2)  e,  =  t,-V 

«,  sin  t,  =  Wj  ■  sin  t,'  e,  -}-  Cj  ^  e  =  i,  —  tj'  —  a 

Bezeichnet  man  in  den  Gleichungen  (1)  den  relativen  Brechungs- 
quotienten   der  Prismen  Substanz   gegen    das    umgebende  Mittel,   — 

mit  »,  wobei  nS:  1  ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (l)  in  folgen- 
der W^eise  schreiben: 

sin  t,'^  — sintj,  i^=i^  ~a,  und  sin  t,' =  n  sin  i,.       {3} 

Die  Gesamtablenkung  e^  +  Cj  =  e,  die  dem  Strahle  durch  das 
Prisma  erteilt  wird,  ist  durch  Gleichung  (2)  und  (3)  als  Funktion 
von  ij,  a  und  n  eindeutig  bestimmt  und  kann  nicht  Null  werden, 
solange  n^l  tmd  a^sO  ist;  dagegen  kommen  jedem  Werte  der 
Ablenkung  e  zwei  Werte  des  Einfallswinkels  %  zu. 

Betrachten  wir  nämlich  zwei  Strahlen,  von  denen  der  erste 
den  Einfallswinkel  i^  =  a,  und  den  Austrittswinkel  i,'  =  6  hat,  und 
der  zweite  den  Einfallswinkel  (ij  =  —  b  und  den  Austrittswinkel 
(i,')=^  —  a,  so  ist 

die  Ablenkung 
des  ersten  Strahles        e^=ij^  —  ig'  —  a^a  —  b~a    und 

die  Ablenkung 
des  zweiten  Strahles  (f:)=^(ij— (i,')— a=  — 6  +  a  — a,  d.  h.  (e)  =  c. 
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Es  erfahren  also  je  zwei  Strahlen,  von  denen  der  eine  nnler 
dem  negativ  genommenen  Winkel  t,'  in  das  Prisma  eintritt,  unter 
dem  der  erste  austritt,  durch  das  lYisma  die  gleiche  Ablenkung. 

Ein  solches  Strahlenpaar  stellt  z.  B.  auch  derjenig^e  doppelt 
zählende  Strahl  dar,  für  den  »,  :=  (»',)  =  — t,'  ist ;  dieser  Strahl  dnrcli- 
setzt  das  Prisma  symmetrisch,  er  schneidet  die  Halbiemngsebene 
des  Prismen  Winkels  rechtwinklig  und  ist  gleichzeitig  dadurch  aus- 
gezeichnet, daß  die  Ablenkung,  die  ihm  das  Prisma  erteilt,  wie  wir 
nunmehr  zeigen  wollen,  ein  Minimum  ist. 

Die  für  den  syminetrisckm  Durchgang  durch  das  Prisma  gellen- 
den Werte  der  Winkel  sollen  durch  den  Index  ^  gekenEzeichnel 
werden. 

Damit  die  Ablenkung  s^  ein  Minimum  darstelle,  muü  sie  die 
Bedingungen 


\di. 


)  >  0  (4) 


erfttllen. 

Die  Forderung 


(^r^'^r^-^. 


verlangt,  daß 


(^; 


=  1  sei. 

Nun  ist,  wie  ans  den  Gleichungen  (3)  durch  Differentiation  folgt: 

-r.-  =  -^^,  6i,  =  oi,,  und  -j^  =  -=-J-; 
also 

(^  _  (^'  ^''\  -  (V''  «A"!  _ , 

oder 

VtgtVp  Vtgi,y„ 

Vermöge  der  Gleichungen  (3)  ist  die  Unke  Seite  der  Gleichung 
(6)  dieselbe  eindeutige  Funktion  von  t,,  wie  die  recht«  von  v 
d.  h.  es  muß  entweder  sein: 

»1  =  +  h'  ^"^^  oder  tj  =  —  i,'  und 
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Die  erste  Forderung  würde  a  =  0  inactien,  ist  also  bei  einem 
Prisma  nicht  erfüllbar.     Es  bleibt  daher  nur  das  Wertepaar 

ij  =  —  »t'  nnd  (7) 

t^'  =  — i,  bestehen. 
Dies  sind  aber,  wie  wir  oben  sahen,  diejenigen  Werte,  die  für 
den  symmetrißcben  Durchgang  gelten. 

Daher  kann  die  Minimalablenkung,  wenn  sie  überhaupt  statt- 
findet, nur  gleichzeitig  mit  dem  symmetrischen  Durchgange  eintreten. 

Zur  Ableitung  des  Vorzeichens  von  -j^  gehen  wir  davon  aus,  daß 
allgemein 

nnd 

Ftlr  symmetrischen   Durchgang  ist  [tv')  ^0,  und  ii^-^ii,'. 
Daher  wird 

Femer  ist  e^   dieselbe  Funktion  von  i^,    wie  c,  von  t,',    also 


und 


/  d's  


Berechnung  von 

m. 

-» m 

r(^l— ¥— Ä--- 

f*'«."!        '  (, 

tgii'\             d  /■Binij'cost\\            1   6  /eoat, 

\i\i-K^ 

tgi,/o          ^t,  Un tj  eost//o          n  öi^  Vcosi/ 

r.m(,-  -,■■))       1  -in... 
i\     cos^j,      /o      ncos^i^j' 

(8) 
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In  dem  Ausdrucke  für  (-r^l  in  Gl.  (S)  sind  alle  Glieder  außer 
sine.,  positiv.  Das  Vorzeichen  von  [-rrk]  ,  also  auch  dasjenige 
von   ,.  °  ist  daher  dasselbe  wie  daBjenlge  von  sin  e^^ . 

Bis  jetzt  haben  wir  über  den  Wert  von  n  =  -'    noch   keine 

Voraussetzung  gemacht.     Für  die  Diskussion  des  Vorzeichens  von 

-jrr%  müssen  wir  die  zwei  Fälle  n  >  1  und  n  <  1  unterscheiden. 

1.  FalL  Es  sei  n  >■  1 ,  also  «,>■«,,  d.  h.  das  Prisma  sei  in 
einem  Mittel  von  niedrigerem  Brechnngsquotienten. 


»  Stnhlei  Im  Hiuplubnftle  eines  Im  iiärksr  brechenden  Mittel  b«nndUel>eB  PriHBu. 


Dann  ist  »o,  !>*(,,'.  'oi~'oi'"^*i^^'  '^^^  ' 
diesem  Falle  tritt  ein  Minimum  der  Ablenkung  ein. 

2.  Fall.  Es  sei  n<C  1  (vergl.  Fig.  91),  also  das  Prisma  habe  eine 
niedrigere  Brechung  als  das  umgebende  Mittel. 

Hier  ist  ij,,  <^  tjj^',  und  -^f-r-^  negativ,  die  Ablenkung  erreicht  also 

hier  ihr  Maximum.  Dieses  auffallende  Ergebnis  wird  sofort  ver- 
ständlich, wenn  man  bedenkt,  daß  in  diesem  Falle,  nach  unseren 
Festsetzungen,  die  Ablenkung  selbst  einen  negativen  Wert  hat: 

Die  negative  Ablenkung  erreicht  bei  symmetrischem  Durchgänge 
dis  .Strahls  durch  das  Prisma  ein  Maximum,  d.  h.  ihr  absolnier 
Wert  erreicht  ein  Minimum. 

Ein  Prisma  in  Luft.  Wenden  wir  nun  diese  Ergebnisse  ant 
den  in  der  Praxis  häufigsten  Fall  an,  auf  den  eines  Pris^iuas  in 
Luft,  so  haben  wir  nj  =  ji,  =  l  und  «,  —  «>].  Für  die  Durch- 
rechnung eines  Strahle.»  gelten  die  Gleichungen 
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.     .,        X    .     .                                               £,  =  t,-(/ 
sin  »1  =  —  sin  1,  ,'      . , 

(3)         tj  =  »,'  — a        und  (2)       £, -l-f,E2«  =  i,  —  i,'— « 
sin  ij'  ^  n  ■  sin  tj 
und  für  die  Minimalablenkang  insbesondere: 

«01  =  -*«'   an^    [«0=2*01  — ö 
•oi  —      'oa  ( 'oi  — "' "  2       ' 

woraus  sich  vermöge  sin t^u^n-sin »'(,,'  schließlich  ableitet: 

sin-'^-  =  n-8in-.  (10) 

Auf  Gleichung  (10)  gründet  sich  das  FsAüNHOFEBsche  Verfahren 
zur  Bestimmung  des  Brechungsquotienten  von  Prismen. 

Lassen  wir  den  Einfallswinkel  i^  von  dem  für  die  Minimal- 
ahlenknng  geltenden  Werte  t^,  aus  zunehmen,  so  wächst  auch  die 
Ablenkung  e,  und  zwar,  wie  der  Hilfssatz  auf  S.  16  lehrt,  schneller 
als  i^;  dem  größten  möglichen  Einfallswinkel  ij  =  -j-90''  entspricht 
daher  auch  das  Maximum  von  e,  d.  h.  der  in  der  Bichtung  auf 
die  brechende  Kante  zu  Ktreifend  eintretende  Lichtstrahl  erfährt 
(las  Maximum  der  Ablenkung :  r=  90**  —  x,' —  a.  Dieselbe  maximale 
Ablenkung  erfährt  nach  dem  auf  S.  414  abgeleiteten  Satze  auch 
der  unter  dem  Einfallswinkel  i,  ^  —  i^'  in  das  Prisma  eintretende 
und  streifend  aas  der  zweiten  Prismenseite  austretende  Strahl.  Über 
<it'n  Weg,  den  ein  unter  tj  =  —  90",  also  von  der  Prismenkante  her 
i'treitcnd  einfallender  Strahl  durch  das  Prisma  nimmt,  läßt  sich 
vorderhand  noch  nichts  aussagen. 

Bei  der  Ableitung  obiger  Folgerungen  aus  den  Gleichungen  (2), 
i3),  (9)  und  (10)  haben  wir  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  jeder 
')ftrachtete  Strahl  das  Prisma  auch  wirklich  durchsetzen  könne. 
Diese  VoraussetÄung  ist  aber,  wie  wir  nunmehr  zeigen  werden, 
dnrehaus  nicht  immer  erfüllt. 

Allgemein  entspricht  beim  Übergange  des  Lichtes  aus  einem 
i'jitisch  dünneren  in  ein  optisch  dichteres  Mittel  jedem  im  dünneren 
Mitlei  gelegenen  Einfallswinkel  auch  ein  reeller  Brechungswinkel  im 
(lichteren  Mittel;  das  Umgekehrte  ist  aber  nicht  der  Fall:  Denn 
beim  Übergänge  in  das  dlinnere  Miltel  gehört  zu  dem  durch 


nsini  =  sin90**=l  (11) 
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bestimmten  Einfallswinkel  i  bereits  der  größte  Überhaupt  mögliche 
Brechungswinkel  90"  (Strahl  B  in  Fig.  92).  EUn  noch  schräger  im 
dichteren  Mittel  auf  die  Prismenseite  auffallender  Strahl  (T>il 
wird  an  dieser  überhaupt  nicht  mehr  gebrochen,  sondern  in  das 
Innere  des  Prismas  total  refiekHert.  Dieser  Winkel  i  führt  daher 
den  Namen:  Orenzwinkel  der  Totalreflexion;  er  ist  nach  Gleichung  (11) 

=  arc  sin  —    und     dient     in     der 

praktischen  Optik  zur  Bestimmung 
der  Brechungsindices.  (Total- 
reflektometervonKoHLKAOSCH  (i., 
Abbe  (3.),  Pdlfbich  (1.  2.).) 

Besondere  Pfille.  Während 
also  bei  einem  Glasprisma  in  Lnfi 
alle  auf  die  erste  Prismenseite  auf- 
fallenden Strahlen  eines  Büschels 
in  das  Prisma  eindringen,  können 
durch  die  zweite  Prismenseite  nur 
diejenigen  wieder  austreten,  deren 
Einfallswinkel  t,  kleiner  als  der 
durch  Gleichung  (11)  bestimmt«- 
Grenzwinkel,  oder  diesem  gleich 
sind. 

Setzen  wir  nun  einmal  den 
besonderen  Fall,  ein  Strahl  träte 
durch  die  erste  Prismenseite  streifend  ein  und  durch  die  zweite 
streifend  aus,    so   ist  sowohl  \'  als  i^   dem  absoluten  Werte  nach 


Fl«.  M. 
Der  WeK  aln»  SliHbleg  bei  Btrelteudem 
falle,  «Iielleiidain   AiutritUund  bei  1 


gleich  dem  Grenzwinkel  i  ^  arc  a 


1 


wegen   der  Symmetrie  des 


Strahlen  ganges  findet  Minimalablenkung  statt  und  es  ist 


sm  - 


(12) 


Der  durch  (12)  als  Funktion  von  n  bestimmte  Wert  ä  ist  somit 
der  größte  brechende  Winkel,  den  man  einem  Prisma  von  dem 
Brechungsquotieuten  n  geben  darf,  damit  Licht  durch  bloße  Brechung 
an  den  beiden  Prismenseiten  (also  insbesondere  ohne  innere  Re- 
flexionen) das  Prisma  durchsetze. 
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Die  Ablenknng  J  ist  in  diesem  Falle  F=180**  — ä. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  fttr  eine  Reihe  von  Brechungs- 
quotienten  die  durch  Gleichung  (12)  bestimmten  höchstzuläsBigen 
Werte  des  brechenden  Winkels  «  und  die  zugehörigen  Ablenkungen  T. 

Tabelle  I. 


«=       ',3 

".4 

'.5 

t.6 

«,7 

•.8 

•-9 

z,o 

"=(=ICK)'»34' 

gi'io' 

83«  3r' 

r:»  in' 

67»  30' 

63"  so- 

6o»  0' 

T=  noib' 

88»  so' 

96»  !3' 

loz»  38' 

107»  56' 

u.»3o' 

lle«  30' 

I20»     0' 

Wegen  der  bei  sehr  schrägem  Einfalle  der  Lichtstrahlen  außer- 
ordentlich starken  Lichtverluste  durch  Reflexion  gibt  man  den 
Prismen  wesentlich  kleinere  brechende 
Winkel. 

Ee  sei  noch  kurz  auf  einen  weiteren 

Sonderfall  hingewiesen.  Ist  der  brechende 

Winkel    des    Prismas    gleich    dem    für 

die  Prismen  Substanz    charakteristischen 

Grenzwinkel     der    Totalreflexion ,     also 

.     1       j         .  1 

«^arcain-,   oder  sina^  —  ,    so   tritt 

ein  senkrecht  einfallender  Strahl  streifend 
aus,  und  umgekehrt,  (vergl.  Fig.  93). 

Auf  diesen  Fall   gründet  sich  eine 
von  PüWBiCH  {3.)  angegebene  Methode, 
die  Brechungsindices  von  Flüssigkeiten      ''"*"'"^"  ""^jj-^^^^""  """«''"f 
zu  messen,    die   hinsichtlich    der  Höhe 
des  Brechungsindex   keinerlei  Beschränkung   unterworfen  ist. 

Zur  Veranschaulichung  des  Ganges  der  Ablenkung  in  einem 
Prisma  von  30"  brechendem  Winkel  aus  einem  Glase  vom  Brechungs- 
index 11  =  1,6  diene  die  folgende 

Tabelle  II. 


Flg.  M. 


"-", 

S 

«-30" 

EinJaUawinkBl  i, 

1   +90»-' 

+  S3"   »' 

+  .4>  18' 

+  »" 

-■3"S9' 

ÄQBtrittswinkel  t, 

+  46-    .' 
'      +13*  59' 

+   0" 

+  .8'>56' 
—  24-28' 

+  „•    8' 
-S3«   »' 

+  46.    ■■ 
-90«-' 

Dieses  Prisma   kann  also  nur  von  solchen  Strahlen  durchsetzt 
werden,  deren  Einfallswinkel  \  zwischen  +  90"  und  —13" 59'  liegen; 
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alle  zwischen  —90^  und  —14*'  einfallenden  Strahlen  werden  an 
der  zweiten  Prismenfläche  total  reflektiert;  insbesondere  kann  ein 
von  der  Priamenkante  her  streifend  einfallender  Strahl  das  Prisnia 
nicht  durchsetzen,  und  zwar  ist  dies,  wie  sich  leicht  zeigen  ließe, 
eine  allgemeine  Eigenschaft  eines  jeden  Prismas,  gleichviel  ob  es 
sich  in  einem  Mittel  höherer  oder  niederer  Brechung  befindet. 

Nehmen  wir  mit  Hbath  (Z.33.)  den  brechenden  Winkel  a 
eines  Prismas  so  klein  an,  daß  man  seinen  Sinus  durch  den  Bogen 
ersetzen  und  cosa=l  rechnen  kann,  so  ist  auch  die  Ablenkung  e 
des  Prismas  klein,  und  aus 

e  =  t"i  —  ig'  —  a 
folgt 

sin  ^'  =  sin  [\  —  (z-\-  «)]  =  sin »,  —  (e  -j-  <*)  *^s  *i  i 
anderseits  ist 

sin  ig'  =  M ■  sin »j  =  n ■  sin  {i^ '  —  a)  ^  m ■  sin  i^'  —  n-a-  cos  i^' 
GleichsetÄung  der  rechten  Seiten  ergibt  also 

sin  ij  —  (e  +  a)  cos  i^  =  sin  t^  —  « ■  a  ■  cos  t^' 
und  schlieSlich,  für  endliche  Einfallswinkel, 


Beschränken  wir  uns  nun  noch  auf  kleine  Einfallswinkel,  so 
wird  cosij'  =  cosi,  =  l   und  der  Annäherungswert  der  Ablenkung 

.-a(— 1)  (13) 

tmabhftngig  vom  Einfallswinkel. 

Der  Verlauf  im  Hauptscfanitte  eines  Prismensystema.  Wenden 
wir  uns  nunmehr  zu  einem  System  von  k  brechenden  Ebenen,  also  von 
ft— 1  Prismen,  und  setzen  wir  voraus,  daß  die  Hauptschnitte  aller 
Prismen  zusammenfallen,  oder  daß  alle  Prismenkanten  einander  parallel 
sind  (vergl.  Fig.  94). 

Unter  Beibehaltung  der  in  Gleichung  (l)  und  (2)  benulzten 
Bezeichnungen  sowie  der  über  die  Vorzeichen  der  Winkel  am  An- 
fange des  Kapitels  getroffenen  Fests-etzungen  bestimmt  dann  nach 
Glkichen  (3.)  und  Czapski  (3, 137.)  das  folgende  Gleichungssystein 
den  Weg  eines  Strahles  im  Hauptschnitte 
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(14)     M,-8iiit/:^n, -sini^     und     (15)     «1^*1  — 'i' 

Mj  •  sin  t,'  =  B,  ■  sin »,  e,  =  i,  —  ij' 


K»  •  ein  t»  =  Hfc  •  sm  u 
daher  ist  die  Gesamtablenkung 


2  a.i  die  algebraische  Summe  aller  brechenden  Winkel,  ist 
nichts  anderes  als  der  Winliel  zwischen  der  ersten  nnd  der  letzten 
Prismenfl&che  =a^„„  also  e'*'  =  «i  — ü'  — ai^- 


Die  Gesamtablenknng  c'"''  ist  eine  Funktion  des  Kinfallswinkcls 
an  der  ersten  FIftehe,  der  Brechungsquotienten  n,  bis  «»'  und  der 
brechenden  Winkel  a,  bis  Oji—i. 

Unter  der  Voraussetzung,   daß    rv^  ^  0  ist,  bestimmt  die  Be- 

diugungsgleichung 


-iit' 


(16) 


denjenigen  Einfallswinkel,  für  welchen  die  Ablenkung  e'*'  ein  Mini- 
ninm  ist. 

Das  durch  Differentiation  aus  Gl.  (14)  abzuleitende  Gleichungs- 
system (17)  liefert  uns  »JrV  als  Funktion  von  di^: 
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,        M^     COS  (,      ,  . 
M,     cost, 

Äi,'  =  — ^> 71-^t,,  worin  dü^di,' ,  (17) 

,  . ,       «it     cos  ü     ,  .  ...         ,  -t 

oik  =—,  • r7'oi»,  wenn  du^oit-i! 

«ft     cos  tj, 

also  schließlich 

,       «,     cosi,     cost",  cosH  , 

Mjl       cos  l,       cos  ta  cos  U 

Hierin  ist ~ ,  dos  Verhältnis  der  CoBintis  von  Einfalls-  nnd 

cost, 

Brechungswinkel  an  je  einer  Fläche,   eine  Funktion   des   Eintalls- 

winkels  t,  und  des  relativen  Brechungsverliältnisses  beider  Mittel 

',  ■     Bezeichnen  wir  die  Produkte  durch   das   Zeichen  ü,   so  ist 

bei  der  Mintmalablenkunff,  wo  nach  Gl.  (16)  öi^^Ai»   ist, 

n,  ■  ^  ff  cos  i,  =  tifc'  ■  ^n^  cos  iy' 

oder,   wenn   das   erste  und  letzte  Mittel  Luft  ist,   also  «,  =  «/=!, 

77  cosi,=  77  cos  C-  (19^ 

Für  den  Fall  k^2,  d.  h,  für  ein  einzelnes  Prisma,  wii-d 

cos  ij  ■  cos  i,  =  cos  i^'  ■  cos  i^',  (19*) 

die  Bedingung  für  minimale  Ablenkung,  nnd  diese  deckt  sich,  ver- 
möge des  Brechungsgesetzes,  mit  der  früher  für  Minimalablenkung 
bei  einem  Prisma  abgeleiteten  Forderung 

Der  Fall  zweier  gekreuzter  Prismen.  An  einem  Beispiele 
möge  noch  gezeigt  werden,  wie  es  unter  Umständen  möglich  und 
zweckmäßig  ist,  die  Wirkung  zweier  Prismen  dnrcli  die  eines  ein- 
zigen zu  ersetzen.  Der  allgemeine  Fall  zweier  beliebig  zueinander 
orientierten  Prismen  in  Luft  ist  durchaus  unübersichtlich;  wir  be- 
schränken uns  daher  auf  folgenden  Sonderfall,  der  von  einer  ge- 
wissen praktischen  Bedeutung  ist. 
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Zwei  Prismen  gleicher  Form  nnd  Substanz  {vgl.  Fig.  95). seien 
nur  durch  eine  planparallele  Luftschicht  getrennt  und  können  um 
eine  Normale  c  der  beiden  inneren  einander  zugewandten  Prismen- 
seiten  als  Achse  gedreht  werden.  Benutzt  man  als  Maß  der  Drehung 
den  Winkel  q,  den  die  brechende  Eante  des  Prismas  1  mit  der 
senkrechten  Projektion  der  Kante  des  Prismas  2  auf  die  innere 
Seite  0,  Q^  des  Prismas  1  jeweilig  miteinander  bildet,  so  läfit  sich 
der  Znsammenhang  zwischen  q  und  dem  von  den  äußeren  Prismen- 
seiten Oj  P,  und  Oj  Pj  eingeschlossenen  Winkel  a  folgendermaßen 
ableiten : 


A  glekhcn,  um  die  iromeli 


le  Arhae  t  drehbueo  Primien  beglebond«!  P 
d  konttanl^  LAge  der  brechenden  Kute  %' 
^I'iO,li,  Bletig  vciUodert  werden. 


Anfangs  seien  die  Prismenkanten  0^  tmd  Oj  einander  parallel 
und  auf  derselben  Seite  der  Drehungsachae  c  gelegen.  Die  von 
einem  beliebigen  Punkte  M  der  Drehungsachse  auf  die  Prismenseiten 
Ol  P,  und  Oj  P,  gefällten  Lote  o^  und  b^  bilden  miteinander  den  Winkel 
Oo=2P,  0,Qj  =  2PjOj,Q,,  der  von  c  halbiert  wird.  Dreht  man, 
während  Prisma  2  festgehalten  wird,  Prisma  1  um  c  als  Achse,  so 
beschreibt  ein  Punkt  Ä^  (vgl.  Fig.  96)  der  zum  Prisma  1  gehörigen 
Normalen  a^  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  c  liegt.  Dieser 
Kreis  gehört  der  Kngel  an,  die  man  mit  MA^^MB^^  als  Radius 
um  M  als  Mittelpunkt  schlagen  kann ;  er  bat  den  Durch stoßungs- 
punkt  C  der  Drehungsachse  c  zum  Pole,  und  die  Durchstoßungspunkt« 
Ag  und  Bq  der  Normalen  a,j  und  6^  liegen    auf   einem   und    dem- 
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selben  Meridiane.  Der  resultierende  brechende  Winkel  des  Prismen- 
syatems  in  der  Antangslage,  Og,  ist  der  zu  ^CBq  gehörende  Zentri- 
winkel ;  nach  einer  Drehung  des  Prismas  1  um  den  "Winkel 
Q^'^A^CA  ist  der  zu  dem  Bogen  AB^  gehörende  Zentriwinkel  c 
der  nunmehrige  Winkel  zwischen  der  Normalen  a  der  Prismenseite 
0^X'^  und  der  Normalen  &„  der  Prismenseite  OjPj,  d.  h.  der  neue 
resultierende  brechende  Winkel. 


XJM 


Flg,  I«. 
Ellang  des  ZuuninienbinKVi  ii-lichiMi  dem  Drrhunini'inkel 
n  WlDksl  a.    I>le  Khene  der  Z«<cIiduiir  Isl  der  HuiptsrhuiU  att  icaiei 
DrehungMciiw,  MA  die  Xomule  der  ITIche  ^,0,  ia  Flg.  Sl. 


dem  mnlüemidi^ 


Nach  dem  Cosinussatz  ist  in  dem  sphärischen  Dreiecke  ACB^ 
aoa  ABf^:=co^  CBf^Qo&  CA  ■\- am  CB^sm  CA  cos  Bf^CA,  oder, 


,  und  ^.iCBo=180»-<JCJ(, 


=  2B- 


In  der  Antangslage  ist  ^  =  0  und  a'=c^;  nach  einer  Drehung 
des  IMsraas  um  p^lSO"  ist  a  =  0,  d.  h.  das  Prismensystem  wirkt 
dann  ivie  eine  Plaiiparallelplatte. 

Wird  das  Prisma  2  gegen  da«  Pi-isma  1  um  den  Winkel  o 
aus  der  Anfangslage  gedreht,  so  dreht  die  resultierende  brechpiide 

Kante  sich  aus  Symmetriegründen  um  - ;  stellt  man  die  Forderung, 

daß  die  resultierende  brechende  Kante  ihre  Anfangslage  beibehalten 
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soll,  so  muß  man  beide  Prismen  in   entgegengesetzter  Richtung  je 
um  denselben  Winkel  aus  der  Anfangslage  herausdrehen. 

In  einer  die  symmetrische  Drehung  beider  Prismen  ermög- 
lich enden  AustUhrungsform  und  zwar  insbesondere  in  den  der 
Stellung  e^lSO",  a^O  benachbarten  Lagen  dient  ein  solches 
Prismensyslem  aus  zwei  identischen  Prismen  dazu,  einem  Strahlen- 
büschel Ablenkungen  von  beliebigem  Vorzeichen  zu  erteilen,  die 
in  einer  Ebene  verlaufen ;  es  ist  gleichwertig  einem  Prisma,  dessen 
brechender  Winkel  bei  unveränderter  Lage  der  brechenden  Kante 
stetig  zwischen  den  Grenzen  0  und  Oq  verändert  werden  kann,  wo 
Oq  das  Doppelte  des  brechenden  Winkels  eines  einzelnen  Prismas  ist. 


Ale  aal  die  Elnfalliinoniiile  ^miten  Lote. 

Alle  bisher  erörterten  Eigenschaften  von  Prismen  und  Prismen- 
systemen sind  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet  worden,  daß  der 
betrachtete  Strahl  im  Hauptschnittc  des  Prismas  oder  Prismensystems 
verlaufe. 

Lassen  wir  nunmehr  diese  Voraussetzung  fallen  und  wenden 
wir  uns  der  allgemeineren  Aufgabe  zu,  den  Weg  eines  Strahles 
außerhalb  des  Hanptschnittes  zu  verfolgen. 

Der  Verlauf  aoBerhalb  des  Haoptschnittes  eines  Prismas. 
Nehmen  wir  hier  wiedemm  die  Hauptebene  eines  Prismas  als  in 
der  Ebene  der  Zeichnung  liegend  und  den  Einfallspunkt  0  ent- 
haltend an  (Fig.  97),  und  verlauft  der  einfallende  Strahl  PO  unter 
der  Ebene  der  Zeichnung,  so  verläuft  der  gebrocliene  Strahl  OP" 
Über  derselben.     Wir  machen   die  Strecken  P0-=1  und  OF'  =  n. 
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Fällen  wir  nun  von  P  und  P*  auf  die  EinfallsDormale  die  Lote  PQ 
und  P'Q',  so  ist  <QOP=t,,     0^01^  =  */  und 
PQ  =  PO-sint,  =  smJ, 
P'Q'=0P'-8inV=-«-8inV.  d.  h. 

pq^F'q: 

Diese  beiden  Lote  auf  der  Einfaltsnormalen  liegen  in  der  gegen 
die  Hanptebene  geneigten  Einfallsebene  und  sind  einander  parallel 
und  gleichgroß. 

Projizieren  wir  nun  P  und  P'  auf  die  Hauptebene,  und  be- 
zeichnen die  Spuren  von  P  und  F'  mit  S  und  B",  so  sind  die 
Strecken  QB  und  Q'B'  als  die  Projektionen  von  PQ  und  PQ" 
einander  gleich. 

Bezeichnet  man  mit  ^  und  &'  die   spitzen  Winkel  ROP  und 
R'OP',   die  der  einfallende  und   der  gebrochene  Strahl  mit  der 
Hauptebene  bilden,  ebenso  wie  auf  Seite  14  und  16,  so  ist 
Pfi  =  PO-sint?  =  sin)?  und 
P' B*  =  OP' ■  sin  1?'  =  M ■  sin  #'  und  wegen  PR=  P B'  schließlich : 
8intf  =  nsint?',  d.  h. 

Die  Winkel,  die  der  einfallende  und  der  gebrochene  Strahl 
mit  der  Hauptebene  einschließen,  folgen  dem  Brechungsgeseue. 

Bezeichnen   wir  femer  die  spitzen  Winkel  QOB  und  i^Off, 

die  die  Projektion  des  einfallenden   und   des  gebrochenen  Strahleä 

mit  der  Normalen  bilden,  *)  mit  x  """l  x'i  ^^  '^^ 

OB 
0B  =  -^ =0P-cosö  =  co8*  und 

0'B'  =  -^— r=  0P'-co8^  =  »i  cos d' und  wegen  QB  =  Q'B' 
sin/  _^ 

n     .  ni     .      .     ,       sin  y  cos  &' 

cosw-siny  =  «-cosff  -sm  y   oder  — -;  ^n r- . 

^  *■  sinx  cosö 

Die  Projektionen  B  0  des  einfallenden  und  0  H  des  ge- 
brochenen Strahles  sind  einem  dem  Brechungsgesetze  analogen  Ge- 
setze unterworfen,  bei  dem  der  Brechungsquotient  n  durch  n- „. 

also  durch  einen  von  der  Neigung  &  des  einfallenden  Strahles  gegen 
die  Hauptebene  abhängigen  Wert  ersetzt  ist. 

•)  Biese  Winkel  wurden  anf  Seit«  14  und  15  mit  ?>,  tp'  beEeiohnet. 
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Für  die  Brechung  eines  Strahles,  der  im  Punkte  0  auf  die 
erste  Prismenseite  auffallt,  der  femer  mit  der  Normalen  den 
Winkel  i,  und  mit  der  Hauptebene  den  Winkel  ^j  bildet,  und  dessen 
Projektion  auf  die  Hauptebene  den  Winkel  Xi  ™it  "ißr  Normalen 
einschließt,  gelten  demnach  die  Gleichungen: 

...       1     .    . 
sint,  =--smij 


(20) 


Nehmen  wir  für  die  zweite  Prismenseite  ebenfalls  die  Haupt- 
ebene des  Prismas  als  Projektionsebene,  so  ist  '?a^=^i'  und  wegen 

sini>,'  =  «-sindj  =  »'Bind,' 

auch  ^s'  =  *i,  d.  h. 

Der  ans  dem  Prisma  austretende  Strahl  ist  gegen  den  Haupte 
schnitt  ebenso  stark  geneigt  als  der  eintretende. 

Bezeichnen  wir  daher  diesen  Neigungswinkel  in  Luft  mit  &, 
und  mit  ö'  den  im  Prisma,  so  bestimmen  die  Gl.  (21)  den  Weg 
des  auf  den  Hauptschnitt  projizierten  Strahles  innerhalb  des  Hanpt- 
schnitts: 

.    „,       I     .     „ 


n  ■  sin  Xi  ■  cos  i>'  ^=  sin  Xt '  cos  &  (21) 

sin  Xi  •  cos  ^  =  n  ■  sin  Xg  •  cos  ^'. 

Wir  kommen  nun  zur  Bestimmung  der  Ablenkung  E,  die  der 
Strahl  durch  das  Prisma  erfährt,  sowie  der  Äblwkung  r],  die 
der  Projektion  des  Strahles  auf  den  Hauptschnitt  in  diesem  er- 
teilt wird. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir,  da  es  uns  nur  auf  die  Eich- 
tungen der  Strahlen,  nicht  auf  die  LH-nge  des  im  Prisma  zurück- 
gelegten Liehtweges  ankommt,  durch  einen  Punkt  0  der  brechenden 
Kante  JK  des  Prismas  (Fig.  98)  OP  parallel  dem  in  das  Prisma 
einfallenden   Strahle  und   OP'  parallel   dem   aus  dem  Prisma  aus- 


,y  Google 


Lowe,  Die  Prismen  und  die  FrismenByateme. 


tretenden  Strahle  und  wählen  die 
durch  JK  und  OP'  beatimmte  Ebene 
zur  Ebene  der  Zeichnung.  Wir 
schlagen  nun  um  0  eine  Hilfskngd, 
die  von  JK  in  J  und  K,  von  OF  und 
OP'  in  P  undP*  geschnitten  werde. 
Dann  ist  der  Winkel  FOP"  die 
Ablenkung  £,  die  das  Prisma  dem 
Strahle  erteilt.  Legen  wir  nunmehr 
durch  0  die  Hauptebene  (Äquatoreal- 
ebene)  senkrecht  zu  KJ,  welche  den 
durch  P  gehenden  Meridian  KPJ  in 
S,  und  den  durch  P'  gehenden  in 
R'  schneide,  so  stellt  BOS  die  Pro- 
jektion j;  der  Ablenkung  E  auf  die 
Hauptebene  dar,  und  POR-^POS 
die  Neigung  ^  des  Strahles  in  Luft 
gegen  die  Hauptebene. 

Der  größte  Kreis,  der  P  mit  f 

verbindet,  schneide  den  Äquator  ES 

'"'»"ifdie  i° -''^i  dann  folgt  aus  der  Kongruenz 

I  E  M.at  den  iiauptaciinitt  der  rechtwinkeligen  sphärischen  Drei- 

ecke  PRN  und  P' S H,  daß 

BN=liN=^RlS  =  -■*},  und 

PN=P'N=^PP'=^E  ist. 
Die  in  demselben  Dreiecke  Pfi^  geltende  Beziehung: 
cos  fN=  cos  RS'  cos  RP 
läßt  sich  daher  in  folgender  Weise  schreiben: 

cos    -.E^cos-    f^-cosd.  (22) 

rj,  die  Ablenkung  im  Hauptscknitte,  erreicht  ihr  Minimum  ij„.  ebenso 
wie  die  Ablenkung  eines  wirklichen  Strahles,  für 

Xi X,'  =  -^(Vo  +  <^)  und  Xt=-Xt  =  -^> 
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durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  zweite  der  GL  {21)  erhalten 
wir  somit 

.    1  ,      ,     ,  .    a    cosd'  , , 

sin -r- (»„  +  «)  =  n-sin—--     ■    ..■  .  (23) 

2  ^ '"  '     '  2     cos  *  ^     ' 

Für  #=0  =  #'  wird  Gl.  (23)  und  alle  darin  enthaltenen 
Winkel  dieselben  wie  für  einen  Strahl  im  Hauptschnitt,  d,  h. 

8'"-2(''o  +  «)*=')  =  "'S™|-  =  ^iQ2{eo  +  «)        (2*) 
oder,   für  endliches  #,   wenn  man  den  Wert  {24)  von  n-sln—   in 
Gl,  {23)  einsetzt, 

.       1    /  1        ^  .       1    /  r        ^       COB  ^'  ,„ . , 

Nun  ist  fürn >■  1  stete  tf' ■< t?,  also s- >  1.  es  ist  also  immer 

cos^ 

Bin  ^  (%  +  «)>  8in  g- {«0  +  o) , 

d.  h.  bereits  in  ihrer  Projektion  rj^  auf  den  Hauptschnitt  hat  die 
mirtmale  Ablenkung  £q  eines  außerhalb  des  Hauptschnittes  vcrlanfenden 
Strahles  einen  größeren  Wert  als  die  minimale  Ablenkung  e^  eines  unter 
gleichem  Winke)  i'^  einfallenden ,  im  Hauptscknitte  verlaufenden 
Strahles;  dasselbe  gilt  also  um  so  mehr  von  der  minimalen  Ab- 
lenkung E^  selbst,  wie  auch  Keusch  und  Heath  ableiten. 

Ist  n<^  1,  so  gilt  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  die  oben  (S.  416) 
beim  Falle  eines  Strahles  angestellte,  der  ein  Prisma  im  Hauptschnitt 
durchsetzt. 

Ffir  den  Weg,  den  die  Projektion  eines  unter  dem  Neigungs- 
winkel ö  gegen  die  Hauptebene  einfallenden  Strahles  In  dieser 
nimmt,  war  nach  Reüsch  der  Brechungsquotient 

cos#' 

na  =  n ^ 

COBW 

maßgebend;  n#  läßt  sich  nach  Cobhu  (8.)  mit  Berücksichtigung  von 
sind'^  —  sind  auch  in  der  Form  schreiben 


«ö  =  VH»  +  K-l)-tgi^'. 

der  Spektrallinien.     Eine  Folge  dieser  Abhängigkeit 
des  Brechungsquotienten  «^  von  der  Neigung  tf  des  Strahles  gegen 
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die  Hauptebene  ist,  daß  Strahlen,  die  von  dea  Punkten  einer  zur 
Prismenkante  parallelen  Geraden  ausgehen  und  unter  verschiedenen 
Winkeln  gegen  den  Hauptschnitt  des  Prismas  verlauten  (z.  B.  sich 
alle  in  einem  Punkte  — -  etwa  in  der  Mitte  der  Pupille  des  Beob- 
achters —  kreuzen)  verschiedene  Ablenkung  erfahren.  Die  geringste 
Ablenkung  erföhrt  der  Strahl,  der  mit  jenem  Kreuzungspunki  in 
demselben  Hauptschnitt  des  Prismas  liegt,  die  Ablenkung  der 
anderen  ist  umso  größer,  je  größere  Winkel  sie  beim  Einfall  mit 
dem  Haupteehnitt  bilden.  Wenn  diese  Strahlen  die  Achsen  von 
Büscheln  sind,  deren  Spitzen  in  jener  Geraden  liegen,  so  wird  das 
Bild  der  Geraden  im  Sehfeld  gekrümmt  erscheinen,  einen  Bogen 
bilden,  dessen  Scheitel  in  dem  Hauptsehnitte  liegt,  der  durch  den 
Kreuzungspunkt  der  Hauptstrahlen  (z.  B.  der  Pupille  des  durch  das 
Prisma  blickenden  Auges)  geht. 

Die  genauere  Berechnung  der  Bildkurve  durch  Ditscheineb  U-) 
und  J.  VON  Hefpeboeb  (2.)  ergibt,  daß  sie  eine  Parabel  ist.  Der 
Krümmtinffsradius  Q  der  Kur\'o  im  Scheitel  bei  MimmalabMamg 
findet  sich  bereits  bei  Bbavais  (i.)  angegeben. 


..f-V- 


2(.'-l)i,liiJ  "■  ' 

worin  f  die  Brennweite  des  Fernrohres  ist.     Geht  man  zu  anderen 

Spektralgebieten  über  [Käysee   (J.  5a;.)],  so  ändert  sich  — r-y— -, 

der  erst«  Faktor  von  g,  nur  langsam,  d.  h.  im  Miniraum  der  Ab- 
lenkung ist  der  Krümmungsradius  der  Tangente  des  Einfallsiniinkels 
proportional;  die  Krümmung  der  Bildkurve  nimmt  also  mit  wach- 
sendem Einfallswinkel  ab.  Die  Arbeiten  von  Chbibtib  (J.),  Siioia 
(I.l  und  Crova  (1.)  über  denselben  Gegenstand  können  hier  nur 
erwähnt  werden. 


2.  Die  AbbilduDg  durch  ein  Prisma  und  ein  PrtemenBystfiD. 
Der  Astigmatlsinus. 

Die  Modifikationen,  welche  vo     e  nem  leuchtenden  Punkte 

ausgehendes  breites  oder  enges  Bü  chcl  bc  normaler  oder  schiefer 
Inzidenz  durch  Brechung  an  enen  Systeme  von  Ebenen,  z.B. 
einem  Prismensatz,    erfährt,  nerde      ol  ne  weiteres  aus   denjenigen 
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bei  der  Brechung  an  Kugelfläcben  abgeleitet,  indem  man  deren 
Radien  säratlicli  gleich  oo  setzt.  Die  Möglichkeit  einer  Abbildung 
(Itirch  solche  Breebungen,  sowie  deren  Grenzen  und  Fehler  lassen 
sich  unmittelbar  aus  den  früher  angestellten  Betrachtungen  auf  den 
vorliegenden  Fall  übertragen. 

Die  Abbildimg  durch  eine  Ebene.  Wenden  wir  uns  zunächst 
zur  Abbildung  durch  eine  Ebene,  Ein  dünnes  Büschel,  dessen 
Hanptstrahl  schief  auf  die  Ebene  auffällt,  erfährt  die  auf  8.  160 
und  S.  162  beschriebene  astigmatische  Veränderung. 

Die  Abbildung  zerfällt  in  zwei  getrennte  Abbildungen,  die  in 
zwei  aufeinander  senkrechten  Ebenen  vor  sich  gehen;  die  Abbildung 
in  der  sagiHalen  Ebene,  die  zur  Einlailaebene  senkrecht  steht, 
erfolgt  nach  anderen  Gesetzen  als  die  Abbildung  der  tangentiale«, 
in  der  Einfallsebene  verlaufenden  Strahlen.  Die  Brennlinie  der 
sagittalen  Strahlen  (zweiter  Bildpunkt)  ist  ein  unendlich  kleines 
titQck  der  Einfallsnormalen,  die  Brenniinie  des  tangentialen  Büschels 
dagegen  ein  unendlich  kleiner,  die  Einfallsebene  in  einem  Punkte 
(erster  Bildpunkt)  senkrecht  schneidender  Kreisbogen,  Das  Nähere 
(iber  die  geometrischen  Verhältnisse  siehe  bei  Reuscs  (?.),  Baüeb 
{2.  3.),  MATTH1ES9EM  (IS.)  und  Zech  (5.). 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Scheitelabstände  der  einfallenden 
Strahlen  in  der  Sagittalebene  mit  /,  diejenigen  in  der  Tangential- 
ebene mit  t,  die  Scheitelabstände  der  gebrochenen  Strahlen  mit  /* 
bezw.  mit  t",  und  behalten  wir  die  S.  412  formulierten  Festsetzungen 
über  die  Vorzeichen  der  Strecken  und  Winkel  bei,  so  gelten  für 
die  Brechung  eines  Strahl enbüsehels  an  einer  Ebene  die  auf 
S,  176  für  r  =  oo  abgeleiteten  Gleichungen,  wobei  wir  hier  auf  die 
Unterscheidung  der  i  und  j  verzichten. 
Im  Sagittalschnitt:  Im  Tangentialscbnitt: 

/,'^/*,---,  und  t,'=t,'— s-r-,  und 

^         ^  «,  '        '   M,  cos'i, 

dv,'       f.        n,  du,'       (,  cosi,'        n,  cost,  ,-., 

>■'-  it  "fi " '!  ■     '•  ~  ■<!»; "  V «™  ■: "  «7=«.^'"  ■   *  ' 

Ein  homozentrisch  einfallendes  Büschel  (yi  =  (,)  wird  also  bereits 
durch  eine  Brechung  an  einer  Ebene  astigmatisch,  und  zwar  erhtUt 
es  die  vom  Einfallswinkel  t,  abhängige  astigmatische  Differenz 
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Die  astigmatische  Differenz  verschwindet  nur  für  t\=(Y'=0,  d.  h. 
nur  ein  senkrecht  einfaliendes,  homozentrisches ,  unendlich  dünnes 
Strahlen büschel  bleibt  auch  nach  der  Brechung  an  einer  Ebene 
homozentrlsch. 

Um  den  Verlauf  der  astigmatischen  Differenz  in  ilirer  Ab- 
hängiglteit  vom  Einfallswinkel  darzutun,  milssen  wir  die  Falle 
"i  *C"i'  ^^^  "i!>"i'  unterscheiden. 

a)  Übergang  eines  homozcntrischen  Büschels  aus  eiuem  optisch 
dünneren  in  ein  optisch  dichteres  Mittel,  Mi<CV'-/i'  i^*  ^'°™  ^^^' 
fallswinkel  unabhängig;  l,"  ist^-i^  und  nimmt  mit  wachsendem 
Einfallswinkel  i\  zu  bis  zu  dem  für  streifenden  Eintritt  {i^  ^  90*) 
geltenden  Werte  r/^oo,  d,  h.:  die  astigmatische  Differenz  ist  positiv 
und  wachst  vom  Werte  -|-0  1*6'  senkrechtem  Einfall  bis  zu  dem 
Werte  +00  bei  streifendem  Einfall. 

b)  Übergang  aus  einem  optisch  dichteren  in  ein  optisch  dünneres 
Mittel,  «j  > «,',  (j'  ist  <  (j  und  nimmt  mit  wachsendem  Einfalls- 
winkel ab  bis  zu  dem  Werte  (,'^0  bei  streifendem  Austritt,  d.  h.: 

Die  einem  homozentriech  einfallenden  Büschel  erteilte  astig- 
matische Differenz  (j'— //ist  negativ  und  nimmt  mit  zunehmendem 
Einfallswinkel  ab  von  0  bis  zu  dem  für  den  Grenzstrahl  der  Total- 
reflexion  (tj  ^arc  sin— -1  geltenden  Werte —_/^  — . 


A.  Die  Abbildung  Im  Hauptschnitte  eines  Prismas  in  Luft. 

Beide  Fälle  treten  nacheinander  auf  beim  Durchgang  eines 
Strahlen büschels  durch  ein  Prisma  in  Luft  (n,  =  »,'^1,  w^'=in,=ti): 
es  wird  nämlich  dem  Büschel  durch  die  Brechung  an  der  ersten 
Fläche  eine  negative  and  durch  die  zweite  Brechung  eine  positive 
astigmatische  Differenz  erteilt.  Es  ist  zu  vermuten,  dafi  einem  ge- 
gebenen Schcitelabstande  (t^,  /J  sich  ein  Einfallswinkel  zuordnen 
läßt,  bei  dem  die  an  der  ersten  Fläche  erzeugte  negative  gleich 
der  an  der  zweiten  Fläche  erz engten  positiven  astigmatischen 
Differenz  ist. 

Bei  einem  solchen  Strahlengange  würde  also  der  in  einem 
Büschel  vor  dem  Eintritte  in  das  Prisma  vorhandene  Astigmatismus 
durch  die  prismatische  Brechung  nicht  verändert ;  insbesondere 
würde  ein  homozentrischcs  Büschel  nach  der  Brechung  durch  das 
lYisma  wieder  homozentrlsch  sein. 

Gehen  wir  nun  zur  rechnerischen  Verfolgung  des  Durchgang 
eines  Strahlen  büschels  durch  ein  Prisma  in  Luft  über. 
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Pur  die  Brechung  an  der  ersten  Frismenfläche  gilt  nacli  Gl.  (26), 
■wenn  wir  für  die  n^  die  obigen  Bpeziellen  Werte  einsetzen: 

Bezeichnen  wir  die  Lftnge  des  im  Prisma  znrUckgele^en  Weges  mit 
d,  so  gilt  für  die  zweite  Prismenfläche: 

'        »"«■'  'm*  cos't,       Ji    -^        '  cos*  i, 

/='-/.--  V-'^"''(V^-'---).   (2') 

n  '        cos*tj  \     eos*tj       »/ 

Ein  einfallendCB  StrahlenbUschel,  dessen  astigmatische  Differenz  den 
Wert  tj^—/i  hat,  erhält  durch  die  Brechung  im  Prisma  die  neue 
astigmatische  Differenz 

(,'  -// = t,  ■  ^^^'Li^s!.  _/  „  i  (^b'.  _  1  ] .     (28) 

'        '        '    cos'»i-coB*t,        ^      n  \eos*tj        /  ^     ' 

Ein  ftomozmtrisckes  einfallendes  Büschel  {/^  =  t^)  hat  nach  dem 
Durchgange  durch  das  Prisma  die  astigmatische  Differenz: 

<.'-/.-<.(°-'»V^''^'-l)--K4'-l).      (29) 

^  *  ^  \  COS*  Ij  COS*  Ig  /        n  \COB*i,  /  ^      ' 

Es  ist  bemerkenswert,  daS  bis  zum  Erscheinen  einer  Abhandlung 
von  BmtHESTBB  (i.)  die  unrichtige  Ansicht  herrschte,  ein  unendlich 
ddnnes  StrahlenbfiBchel,  das  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgeht, 
könne  abgesehen  von  dem  Falle,  wo  die  Strahlen  im  Minimum  der 
Ablenkung  dicht  an  der  brechenden  Kante  durch  das  Prisma  gehen, 
nach  dem  Durchgange  durch  ein  Prisma  sich  nicht  wieder  vereinigen, 
oder  ein  homozentrisches  auf  ein  Prisma  fallendes  Büschel  könne 
nach  der  Brechung  im  Prisma  keinesfalls  wieder  homozeutrisch 
sein.  Diese  falsche  Ansicht  ist  darauf  zurückzuführen,  daß  in  den 
IlEUCBOi/czschen  Gleichungen  (i.)  für  den  Durchgang  des  Lichtes 
durch  ein  Prisma  nur  der  Fall  behandelt  ist,  wo  die  Länge  des 
im  Prisma  zurückgelegten  Weges  (in  unserer  Bezeichnung  d)  gegen- 
über der  Länge  des  Strahles  vom  leuchtenden  Punkte  bis  zum 
Prisma  (Schnittweite  /^  bczw.  (,)  vernachlässigt  werden  kann. 

BuBMESTBE  beweist  dagegen,  dafl  bei  der  Brechung  der  Strahlen 
durch  ein  Prisma  sieh  jedem  Punkte  ein  bestimmtes  von  dem  Punkte 
Opiik  28 
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auBgehendes,  oder  nach  ihm  hinzielendes  dünnes  StrahlenbOschel 
zuordnen  läßt,  das  auch  nach  dem  Durchgänge  durch  das  Prisiua 
wieder  homozentrlsch  ist  (Satz  I),  femer  daß  dieser  Satz  auch  bei 
beliebig  vielen  Prismen  gilt,  vorausgesetzt,  daß  deren  Kanten 
parallel  sind  (Satz  II),  und  schließlich,  daß  es  sogar  eine  Kategorie 
von  das  Prisma  außerhalb  des  Hauptschnittes  durchsetzenden  Strahlen- 
bUscheln  gibt,  die  dabei  ihre  Homozentrizität  beibehalten  (Satz  III). 

BUBHESTEB  teilt  die  Konstruktionen  der  das  Prisma  homo- 
zentrisch  durchsetzenden  Strahlenbüachel  mit  und  fülut  den  Beweif^ 
für  die  drei  oben  genannten  Sätze  auf  geometrischem  Wege. 

Anknüpfend  an  Btmui:siEBs  Arbeit  weist  W11.6IHO  (1.)  darauf 
hin,  daß  die  ersten  beiden  Satze  Bcbuzstebb  eich  ans  den  Gleichungen 
von  S.  CzATSKi  (3. 159.)  und  A.  Gleichen  (3.)  ableiten  lassen  und 
gibt  selbst  auf  Grund  der  H ELMHOLTZschen  auf  dem  Prinzipe  der 
optischen  Länge  fußenden  Gieichungen  einen  analytischen  Beweis 
des  dritten  BuEMESTEEschen  Satzes. 

Die  homozentriBche  Äbbüdang.  Im  folgeaden  werden  wir  den 
I.  Satz  von  Bubuesteb  von  Gl.  (29)  S.  433  aus  herleiten: 

Die  Forderung,  daß  ein  homozentrisches  einfallendes  Büschel, 
nachdem  es  das  Prisma  durchsetzt  hat,  wiederum  homozentrisch 
sei,  liefert  durch  NnUsetzen  der  linken  Seite  von  Gl.  (29)  zwischen  (,, 
der  Schnittweite  des  einfallenden  Büschels  und  i^,  dem  Einfalls- 
winkel an  der  ersten  Prismenfläche,  folgende  Beziehung: 

^  d        cos'ij  (cos*  if  —  cos'j,)   ^  .    , 

*         H      COs'ii'cOB*!,'  — C0S*(,  C03*ij' 

Gl.  (30)  bestimmt  (^  als  eindeutige  Funktion  von  tj  und  d,  d.  h.; 

Auf  jedem  Hauptstrahle,  der  hier  durch  den  Einfallswinkel  1,  an 
der  ersten  Prismenf lache  und  durch  einen  Wert  von  d  charakterisiert 
ist,  gibt  es  nur  einen  Punkt,  der  durch  das  Prisma  homozentrisch  abgt- 
bildet  wird. 

Da  d  dem  Abstände  a  des  Einfallspunktea  Pvon  der  brechenden 
Kant«  O  proportional  ist,  so  ist  auch  t^  -^  a,  und  a  ^  0  macht  auch 
(j  =  0;  d.   h.: 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  durch  eine  Schar  von  unendiich 
dün7ie>t, Büscheln  mit  parallelen,  im  Hauptschnitte  verlaufenden,  gegen  dit 
erste  Prisme]ifi<'iclie  beliebig  getieigten  Hauptstrahlen  homozentrisch  abge- 
bildet werden,  ist  eine  durch  die  Prismenkante  gehende  Ebene. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  den  Winkel  \p^  zu  bestimmen,  den 
bei  gegebenem  Einfaltswinkel  i,  des  Büschels  die  homozentrisch  ab- 
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Ifohildetd    Ebene  L^^O   mit   der   ersten  Frismenaeite   OP  einschließt 
IS.  Fig.  99.) 

Bezeichnungen : 
OPi^o;      L^P~t^;     PQ^d;     ^OL^P^^^;     ^L^OP^y)^; 

Im  Dreiecke  L^PO  ist  alsdann: 

sin  f  j  a d  cos  j, 

slnv*!       ^       (^  sina  ' 


Mit  Benutzung  des  Wertes  von  -  aus  Gl,  (SO)  folgt: 


COStg  (cos'fj'  C' 


;— 's!.       (31) 


=  cotg  yi^  ■  sin  Ci  —  cos  Cj . 


sin  v'i       sin  a  coa*i^  (cos*»,'  —  cos't,) 

Ferner  ist  f^— >  180*>  — (Cj  — ViX  und  daher 
sinf,_Bin(;,-vJ^ 
sin  Vi  sin  y, 

lleichsetzuBg  der  rechten  Seiten  von  Gl.  (31)  und  (32)  ergibt: 

,    ^  ^  coRLcos'i.'cos'i«'  — cos'i,  cos't, 

eotgy  sinCi— C08Ci=n'-.   -— ,  .-       ", .  r— ■-  s-rr—^i 
sin  a       cns*  t^  (coa  i,  —  cos'  i,) 

daraus  folgt  unter  Berücksichtigung  von 
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Ci^SO^  +  tj,  d.  h,  sin f  1  =  C08 »1 ;     cosCi  =  — sini^: 

cos  i'     cos*  t' '  cos'  i,'  —  cob'  i,  ■  cos'  i,  .     , 

cotgifi.^n——^' \-, '..,"-,■,       —tgl..  (33 1 

aina         cos' tj  (cos' i,  —  cos't,)  ' 

Gl.  (33)  gibt  Vi ,  den  Winkel  zwischen  der  homozentrisch  abgebUdeien 
Ebene  OL^  und  der  ersten  Prismen seite,  als  Funktion  des  PriBmen- 
winkels  a,  des  Brechungsquotienten  n  der  Frismensubstanz ,  und 
des  Einfallswinkels  i\  der  Hauptstrahlen  der  abbildenden  Büschel  aus. 

Die  durch  Vi  definierte  Ebene  wird  durch  die  an  den  beiden 
Prismen  seilen  erfolgende  Brechung  homozentrisch  abgebildet;  es  ist 
für  den  hier  verfolgten  Zweck  unwesentlich,  die  zwei  „Büder"  der 
Ebene  OL^  genauer  zu  verfolgen,  die  durch  die  Brechung  an  der 
ersten  Prismen  fläche  von  den  sagittalen  und  den  tangentialen 
Strahlen  entworfen  werden;  es  genügt  uns,  zu  wissen,  dafi  diese 
beiden  Bilder  durch  die  Brechung  an  der  zweiten  Prismenfläche 
wieder  zu  einem  homozentrischen  Bilde  OL,'  der  Ebene  OL^  ver- 
einigt werden.*) 

Zur  Berechnung  des  Winkels  yj^'  zwischen  der  Ebene  OL,'  luid 
der  ersten  Prismenfläche  OP  benutzen  wir  das  Dreieck  ij'^fi 
(Fig.  99). 

Bezeichnungen:  Lf'Qr  V.  BQ^^,  ^QBO~ß,',  ^EQQ  —  y^'. 
Nach  Gl.  (27)   Ist,    da  nach    Voraussetzung    (,=/i    nnd    fj'=/('. 

setzt  man  hierin  für  t^  seinen  Wert  aus  Gleichung  (30)  ein,  so  kommt 

'       ^  I     ^'^^^  'i  ^^^^*  *«'  ~  *^°^'  'a)      _  .  \ 
^        nlcos'tj'cos'ij'  — cos'ijcos'ii        j 

, d      cos't,'(co8*ti  — cos* »,')  .  , 

n  cos*  tg'  cos*  ij'  —  cos* »,  cos*  ij " 
Durch  Gl.  (34)  ist  (,'  als  eindeutige  Funktion  von  \,  n,  a  und  i^ 
bestimmt. 

Femoi-  Ist        ^^  ^  ^  ,,^  ^  ^  ^^^  ^ 

sin^j'         COB (a  —  if) ' 
und 

.^  sin  c        „    sin  a 


RO  =  BQ- 

sm}'g 


gleiche  MtigButiBch* 
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Im  Dreieck  I/g'JiO  ist  nnn  ^OL^'B  =  ß,' —  tp^',  und  i/B  =(,' +  d', 
es  ergibt  sich  daher  für  v,'  die  Bestimmungsgleichung : 

Bill  (ß^'  —  y,')  ^  _0B_  ^        if-ai 


■sina 


i,'B         C08lV(V  +  <*'} 


'V(^+') 


hieraus : 


eotgVj  =eotg 


dn^,'.C08v(jr+i)' 

oder,  da  jSg'  =  90°  — (a  — t,') 

cotg  v«'  =  tg  (o  -  S')  H /j. r .      (3Ö) 

cos  (a  —  *,')  ■  cos  i,'  (^^  +  ij 

worin  noch 

fg'       1    cos(a  — !„Vcos*ij'(eos'i,  ~cos*t,') 
d'       n    cos  t,  (cos*  i('  cos'  i,'  —  cos'  ij  cos*  i^) 

einzusetzen  ist. 

Die  Gl.  (33)  und  (36)  sagen  aus: 

Es  läßt  sich  jedem  einfallenden  parallelen  Strahleiihiischel  eine 
durch  die  Prismenkante  gehende  Ebene  zuordnen,  die  durch  das 
Strahl enbüac hei  homo zentrisch  abgebildet  wirrt. 

Dieser  Satz  ist  jedoch  nicht  ohne  Ausaahme  giltig ;  beim  Durch - 
gange  im  Minimum  der  Ablenkung  nämlich  wird  in  Gl.  (30)  wegen 
t, ;=  — ij',  ix^  —  if  ^^^  Nenner  =0,  d.h.  i^^<x  für  alle  end- 
lichen 'Werte  von  d. 

Auf  jedem  symmetrisch  durch  das  Prisma  gehenden  Strahle, 
Uer  ea  nicht  gerade  an  der  Kante  durchläuft,  gibt  es  keinen  im 
Endlichen   gelegenen  Punkt,   der   homozentrisch  abgebildet  würde. 

Betrachten  wir  mit  Hklmholtz  (1.  259.)  einen  weiteren  Sonder- 
fatl,  nämlich  ein  dicht  an  der  brechenden  Kante  durch  das  Prisma 
(rehfndes  Strahlenbttschel ,  so  können  wir  den  im  Prisma  zurück- 
pfl(!gten  Weg  d  gegenüber  den  Schnittweiten  y^  und  t^  vemach- 
läÄsigen.     Gleichung  (27)  schreibt  sich  alsdann 

/,'  =/^  ,     t^  =  l^  ■  -^"^]  —J^-  ,  oder 
Bei  symmetrischem  Durchgänge  (ij'  ^  — »,)  ist  daher  in   der  Nähe 
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der  Kante  (,'  =  (,.  Über  die  den  symmetrisch  durch  das  Prisma 
gehenden  benachbarten  Strahlen  sagt  die  Gleichung  (27*)  ans: 
Die  größere  Schnittweite  haben  diejenigen  Strahlen,  die  unter  eiDem 
kleineren  Einfallswinkel  als  der  symmetrische  Strahl  in  das  Prisma 
eintreten. 

Den  Spezialfall  der  homozentriechen  Abbildnng  einer  gegen  das 
Parallelbüschel  geneigten  Ebene  in  eine  zu  dem  Büschel  senkrechte 
Ebene  —  also  die  Aufrichtung  eines  zur  optischen  Achse  eines 
Systems  geneigten,  im  übrigen  korrigierten  ebenen  Objektfeldes 
durch  ein  Prisma  —  hat  R.  Stbaubbl  (2.)  untersucht,    S.  auch  S.  442, 

BöBHESTEB  behandelt  femer  die  Abbildung  einer  zu  der  homo- 
zentrisch  abgebildeten  parallellen  Ebene  durch  ein  Prisma. 


Die  Abbildung  einer  lU  der  bomoieiiUiscfaen  Ebene  L  O  panllelen  Ebene  W. 


Sei  In  Fig.  100  der  Abstand  beider  Parallelebenen,  auf  der  ge- 
meinsamen Normalen  gemessen,  =b,  so  ist  der  Abstand  der  w« 
Durchschnittspunkte  eines  einfallenden  Strahles  mit  den  beiden 
Ebenen:  c  =  6:8inf. 

Wir  betrachten  die  zwei  Strahlen  aR^DÜR  und  JfPQA',  die 
die  homozentrisch  abgebildete  Ebene  in  £  und  L  schneiden  mögeii. 
Dann  ist 

und 


MP=  T,  =  (,  4-  c, 


,y  Google 


Die  ÄbbüdDH);  durch  PriBinen.     Der  ÄsttgmBitisintis.  489 

TOB'ij'cOs'tj'        b  COB*  ig' 

cos'  i^  cos'  »j       n  cos'  ij  ' 
eos'fj'cos't','      b  cos'  tj' 


"V    ■ 

1,'—   I,    ' 

-.+'■■ 

«,'=(!,  +  «)' 

t-+'< 

3;' -=(«,  +  »)' 

cos'  tj  cos    Jj         M  COS    (, 

w  cos  ij  cos'  i,       n  cos*  t. 

Daraus  folgt  unter  Berücksichtig:ung  von  *,  =/,  und  t^  =  f, 

'  '         ^  \  cos'  i,  cos''  tj         /       «  cos*  ij    ' 

.    b  cos'i/cos't,' 

M,  cos"  »1  cos*  »j 

analo|f 

T,'  -  s;  ~  I.  f'">iL<.'J!5-^;j.:  _  i)  _  i. »»'.  V  + 

Vcos'tjCos  ij  /       W  COB-I, 

,    d,    ,      cos'i.'cos'i,' 

H h  c  ■ — -t4 r.-  —  c  . 

«  cos*  I,  cos*  ig 

Id  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  vermSge  Gl.  (29)  die  Snmme 
der  drei  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  =^  0  und  es  bleibt: 

%'-%:=c^^^ii^^i--\\=T:-~s'    (36) 

*  '  \  cos'i/cos't,         )         t         t         \     ! 

Alle  Puntte  einer  za  einer  homozentrisch  abgebildeten  Ebene 
parallelen  Ebene,  von  der  homozentrisehe  Büschel  in  der  ausgezeich- 
neten Richtung  aasgehen,  erhalten  bei  der  Abbildung  durch  das 
Prisma  die  gleiche  astig^natische  Differenz;  diese  ist  dem  in  Richtung 
der  abbildenden  Strahlen  gemessenen  Abstände  c  der  Parallelebenen 
proportional. 

B.  Die  Abblldune  Im  Hauptschaltte  elncB  Prismensystems. 

Die  Gleichung  (26)  für  die  Bildorte  gestattet  den  Astigmatismus 
zu  berechnen,  welchen  ein  Büschel  durch  die  Brechung  in  einem 
System  von  ft  brechenden  Ebenen ,  also  von  Ä  —  1  Prismen  erhält, 
deren  Kanten  samtlich  parallel  sind.  Es  ist  hier  bequemer,  diesen 
Astigmatismus  direkt  durch  die  Differenz  der  letzten  Sehnittweiten 
selbst  zu  bemessen  und  nicht  —  wie  früher,  und  wie  das  auch  an 
sich  rationeller  wäre  —  nach  der  Differenz  der  Reziproken  von  f 
und  (. 
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Mao  hat  hierzu  zwei  Systeme  von  je  2  A  Oleichungen,  n&nüich 
für  die 

Sagittalstrahleii :  Tangentialstrahlen : 


n,         cos  i, 

'=1  tr  +  l=U'-dr 


worin  d,  der  von  dem  betreffenden  Ilauptstrahle  im  »'ten  Prisma 
zurückgelegte  Weg  ist  und  /^  bezw.  (^  sowie  «^  die  auf  das  erst«, 
/k,  tk'<  ^k  die  auf  das  letzte  das  Priemensystem  begrenzende  Hedimn 
bezogenen  Werte  der  betreffenden  Größen  sind. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergibt,  wenn  wir  Mj  =  ii|['=1, 
also  ein  beiderseits  von  Luft  begrenztes  Prismensystem  annehmen, 

/.'=/.-  2  ^ 

unabhängig  von  den  ir,  ir',  und 

Ein  homozentrisch  einfallendes  Büschel  (t^  =/i  ^  C)  erhält  demnach 
durch  die  Brechung   im  Prismeneystera  die  astigmatische  Differenz 

'      "  L'-i  Vcos'i,/        J      ,^i   n,    L*  =  ' Vco8*t,/        J 

In  dem  oben  betrachteten  Falle  der  Uinimalablenkung  ist 

d.  h.  der  Faktor  von  C  verschwindet;  die  astigmatische  Differenz 
wird  dann  unabhängig  von  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes: 
sie  hängt  aber  dann  noch  wesentlich  von  den  Größen  d,  ab  und 
verschwindet  mit  diesen,  wie  auch  die  analogen  Unterauchuiigen 
von  GuEicHBN  ergeben  haben.  Bei  endlicher  Größe  der  d,  ist  der 
Astigmatismus  relativ  zur  Bild-  oder  Objektentternung  desto  gering- 
fügiger, je  größer  diese  sind,  und  wird  gleich  0  bei  unendlich  ent- 
ferntem Objekte,  wie  denn  auch  die  unmittelbare  Betrachtung  zeigt, 
daß  parallel  strahlige  (telezentrische)  Büschel  durch  die  Brechung  an 
Ebenen  keine  andern  Ufodifikationen  erfahren,  als  solche  ihrer  Rich- 
tung und  ihres  Querschnitts.     Hierin  liegt  ein  wesentlicher  VarCeil 
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Jer  Anwendung  paralleler  Büschel  (Kollimatoren)  bei  allen  spektro- 
skopischen  Untersnchungen. 

Über  homozentrische  Abbildung  durch  ein  Priamensyatem  aei 
auf  das  letzte  Kapitel  von  L.  Bu&ukstbbs  mehrfach  erwähnter  Ab- 
handlung verwiesen. 

Das  Bild  eines  vertikalen  zur  Kante  der  Prismen  parallelen 
Spaltes  in  einem  Spektroskop  würde  bei  nicht  aufgehobenem  Aatig- 
matismas  scharf  bleiben,  wenn  man  das  Beobachtungsfernrohr  auf 
dasselbe  entsprechend  einstellte.  Nur  die  horizontalen  Endlinien  des 
Spaltes  würden  verwaschen  erscheinen.  Doch  bietet  die  Anwendung 
tclezentriacher  Büschel  bei  messenden  Untersuchungen  den  weiteren 
Vorteil,  daß  man  es  alsdann  nur  mit  Richtungen  und  deren  Än- 
derungen zu  tun  hat,  und  daß  man  unabhängig  wird  von  den 
gegenseitigen  Entfernungen  des  Prismensystems ,  Kollimators  und 
Beobachtungsfernrohrs . 

übrigens  kann  man  den  bei  nicht  telezentrischen  BUscheln 
auftretenden  Astigmatismus  benützen,  um  mit  Hilfe  eines  guten 
Prismas  Kollimator  und  Fernrohr  auf  oo  einzustellen,  ohne  ein 
G&usssches  Okular  zu  Hilfe  zu  nehmen.  Geht  man  nftmllch  von 
der  Stellung  der  Minimalablenkung  des  Prismas  aus  zu  grOSeren 
Einfallswinkeln,  so  ändert  sich  die  Bildweite  der  TangentiaJbüsehel 
und  man  mufi  das  Okular  des  Fernrohre  herausziehen,  um  den 
vertikalen  Spalt  des  Kollimators  deutlich  sichtbar  zu  behalten,  wenn 
derselbe  von  dem  Objektiv  zu  weit  entfernt  war,  und  hineinschieben, 
wenn  er  demselben  näher  als  der  Brennpunkt  war.  Beim  Übergang 
zu  kleineren  Einfallswinkeln  umgekehrt  [vergl.  Helmholtz  {I.ÄS?'.)]. 
Ein  ähnliches  Verfahren  wurde  von  Schdsteb  (Ä.)  voi^eachlagen. 

Die  VergrSBemiigBwirkniig  von  Prismen.  Ein  zum  Hauptschuitt 
des  PrismensystemB  senkrechter  Spalt  wird  von  demselben  in  seiner 
scheiitbaren  Länge  unverändert  abgebildet,  denn  wie  wir  gesehen 
haben,  tritt  jeder  Strahl  —  also  auch  der  Hauptstrahl  des  abbilden- 
den Büschels  —  unter  demselben  Winkel  i?i,'  gegen  den  Hauptschnitt 
aus  dem  Prismensystem  aus,  unter  welchem  er  in  dasselbe  einfiel. 
Die  scIuinbarB  Breite  des  Spaltes  aber  wird  durch  das  Prismensystem 
im  allgemeinen  verändert,  d.  h.  die  angulare  Breite  dit  des  Spalt- 
bildes,  gesehen  von  der  Austrittsstelle  an  der  letzten  Fläche  des 
Systems,  ist  im  allgemeinen  verschieden  von  der  scheinbaren  Breite 
^i,  des  Spaltes  selbst,  gesehen  vom  Einfallspunkte  des  Büschels  an 
der  ersten  Fläche.  Der  Zusammenhang  beider  Größen  wird  dar- 
gestellt durch  Gleichung  (18)  des  vorigen  Abschnitts,  also  bei  einem 
Prismensystem  in  Luft,  wo  n^=Mi'=l,  durch  die  Gleichung: 
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'  f  =  1  Vi 


AiiB  dieser  Gleichung  ergibt  sich,  daß  die  scheinbare  Breite  de« 
Spaltes  un^eftndert  dieselbe  ist  im  Bilde  wie  im  Objekt,  wenn  dor 
Hanptstraht  das  Prismensystem  im  Minimum  der  Ablenkung  dnn-h- 
setzt;  dann  ist  n&mlich 

n  (cosi,)=  n  (cosi,')- 

In  anderen  Stellongen  des  Frismensystems  kann  die  scheinbare 
Breite  des  Spaltes  sowohl  vermindert  als  vergrößert  werden,  Sie 
erscheint   unendlich   klein   bei  jeder   Stellung   des  Prismensystems, 

bei  welcher  einer  der  Einfallewinkel  ü  =  -r  ist,  und  jedesmal  un- 
endlich vergrößert,  wenn  einer  der  Austrittswinkel  V  ^  —  ist,  außer 
wenn  beides  zugleich  vorkommt. 

Bei  einem  einzelnen  Prisma  in  Luft  ist  ft^2,  und 

.  cost,  -cosi,  ,     , 


Ji.' 

r    cos't,  r    cos  t, 


Hieraus  folgt  nebenbei,  daß  bei  einem  Prisma  in  Lntt 

Die  scheinbare  Breite  des  Spaltes,  betrachtet  durch  ein  einfaches 
Prisma,  wächst  also  von  derjenigen  Stellung,  bei  welcher  der  Haopi- 
strahl  streifend  einfällt,  und  wo  sie  den  Wert  Null  hat,  stetig  bis  zu 
derjenigen  Stellung,  wo  der  HauptstraH  aus  dem  Prisma  streifend 
austritt,  in  welchem  Falle  sie  ^c»  wird. 

Über  die  astigmatische  Brechung  beim  Durchgange  eines  Slrahleii- 
büschels  durch  eine  Flanparallelplatte ,  oder  ein  System  solcher, 
siehe  S.  177  und  264. 

Die  Bilddrehung.  Wir  betrachten  mit  Stbaitbel  (Ä.)  zunächst 
den  Sonderfall,  daß  eine  der  Prismenkante  parallele  (Objekt-)  Ebene 
durch  parallele  unendlich  dünne  Büschel  abgebildet  wird,  deren 
Hauptstrahlen  im  Hauptschnitte  des  Prismas  verlaufen. 
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Die  Normale  der  Objektebene  schließe  mit  den  Haaptstrahlen 
des  einfallenden  tangentialen  Büschels  den  Winkel  ßi^,  mit  denen 
des  eagittalen  Büschels  den  Winkel  ft^  ein,  und  die  Normale  der 
Bildebene  bilde  mit  den  Hauptstrahlen  des  austretenden  Strahlen- 
bä&chels  die  Winkel  fi,  oder  ^';  Sthaotel  nennt  ^,  die  Objekt- 
nei^ong,  /i,'  die  BUdneigung.  über  den  Zusammenhang  zwischen 
Objekt-  und  Bildneigungeu ,  die  vom  Einfallswinkel  an  der  ersten 
Prismenflftche  sowie  vom  Brechungsquotienten  und  dem  brechenden 
Winkel  dea  Prismas  abhängen,  ergeben  sich  folgende  Gleichungen; 

tOr  die  Tangentiatbüschel : 

.Costa  cos»,'        (n' — Ilsina      1  — sin»,  sint-'cosft,'— O 

tg  fit  ^—  tg u,  — -.^=  -^^ TT : ,■        »  .;  — — 

*  cos  ig  costj        n-eosij  cos  tj  cost,  cos^t^, 

und  für  die  Sagittalbüschel : 

,  cos «,'  cos  i,         fti'  —  1)  sin  a 

tgU  '  ■ ?-  — tgM, 7^=-^^ —TT ■ 

^    '   cos  ig        '"^coat/        ncosii  costg 
Aus  diesen  Gleichungen  werden  folgende  Sätze  hergeleitet: 

,,1.  Für  Tangential-  wie  für  Sagittalbüschel  sind  Objekt-  und 
Bildnelgnng  verschieden,  indessen  kann  man  für  beide  Büschelarten 
und  jede  Strahlcnneigung  (>',,  i,',  tj,  t^')  ein  Paar  konjugierter  Ebenen 
finden,  deren  [Neigungen  ein  bestimmtes  Verhältnis  besitzen.  Beim 
Minimum  der  Ablenkung  entspricht  der  Fall  gleicher  Objekt-  und 
Bildneignng  Ebenen,  die  parallel  den  abbildenden  Büscheln  liegen." 

„2.  Einem  (zn  den  abbildenden  Büscheln)  normalen  Objekte 
entspricht  nie  ein  normales  Bild," 

Femer  werden  für  die  Tangential-  und  Sagittalbüschel  die  Be- 
dingungen entwickelt,  unter  denen  NeigTingsvergrößerung(tg/t^'>tg/*i) 
und  Neigungs Verminderung  eintritt.  Dabei  ist  das  Minimum  der 
Ablenkung  vor  jedem  anderen  Strahlcnverlauf  e  dadurch  ausgezeichnet, 
daß  Neigungs  Vergrößerung  oder  Neigungsvenuinderung  sich  nicht 
durch  die  Wahl  der  Objektstellung  erzielen  läßt,  sondern  für  jede 
Objektstellung  nur  Neigungsvergrößerung  stattfindet,  abgesehen  von 
dem  in  Satz  1  erwähnten  Sonderfalle  gleicher  Objekt-  und  Bildneigung, 
Bezüglich  alles  näheren  muß  auf  die  ausführliche  Diskussion  des 
Verlaufes  der  Bildneigung  (1,  c.  S.  67ff.)  verwiesen  werden,  in  der 
u,  a.  die  Beschränkungen  abgeleitet  sind,  mit  denen  eine  praktische 
Verwirklichung  einzelner  besprochener  Fälle  sich  erreichen  läßt. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  allgemeinen  FtUle,  der  Abbildung  eines 
den  Prismenkanten  parallelen  ebenen  Objektes  durch  konvergente 
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oder  divergente  Büschel,  deren  Hauptstrahlen  im  gemeinBamen  Uaupt- 
schnitte  des  Prismensystems  verlaufen.*) 

Wir  setzen  also  voraus,  daß  diese  Büschel  oder  ihre  Hauptstrableu 
sich  in  einem  beliebigen  Punkte  Ä  (in  Fig.  101)  schneiden,  und  wir 
beschränken  uns  auf  ein  so  kleines  Objektstack  EE,  daß  wir  von 
einer  gemeinsamen  Richtung  dieser  Hauptstrahlen  sprechen  können ; 
läge  A  im  Unendlichen,  so  dürften  wir  unsere  Betrachtung  auf  end- 
liche Objekte  ausdehnen. 

Dann  wird  das  Bild  mit  der  Richtung  der  bildseitigen  Haupt- 
strableii  im  allgemeinen  einen  anderen  Winkel  einschließen,  als  das 
Objekt  mit  den  objektseitigen  Hauptstrahlen  bildet.  Diese  Büddrehung 
wird  für  die  im  allgemeinen  verschiedenen  Bilder  der  Sagittal-  und 
Tangentialbüschel  verschieden  sein. 


/ 

/ 

E 

/ 

- 

B^^^^^ 

A  _— — -"T^^ 

.-2^ 

-  -  / 

/^ 

*, 

,/ 

/^ 

<i 

4 

ff 

Die  Objektebene  EE  (Fig.  101)  werde  durch  das  von  A  aus- 
gehende (bezw.  das  nach  A  konvergierende)  Strahlenbüschel  ab- 
gebildet; die  erete  Prisnicnseite  sei  PP.  Der  bevorzugt«  Haupt- 
strahl werde  durch  den  Index  Ä  gekennzeichnet,  ein  benachbarter 
durch  den  Index  1.  Die  Schnittpunkte  beider  Strahlen  mit  der  ersten 
ftism  eil  fläche  seien  B^  und  ßj,  die  mit  der  Objektebene  0^  und 
O^;  der  kleine  Winkel  0^.^10^  werde  mit  ÄHj,  der  kleine  Unter- 
schied O^Qj  =  AO^  — .liO^  mit  A  bezeichnet. 

A  ist  die  Einstellungsdilferenz,    die  ein  achsensymmetrisches  In- 


*)  Die  folgenden  Betrachtungen 
YerfUgan^  gestellt  worden  nnd 
gegebenen  Dorstollong  Uberein. 


t  Harm  Dr.  Alb.  Eöhio  inr 

von   0.  Epfbhbtbin   (S.  197} 
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stnmient  (z.  B.  eine  Lupe),  dessen  Äcbse  im  Hauptstrahle  (Ä  B^  0^ 
liegt,  und  in  dessen  Brennebene  das  Objekt  gebracht  werden  soll, 
zwischen  den  beiden  Einstellungen  aul  den  einen  und  den  anderen 
Objektpunkt  aufweisen  wird. 

Dann  folgt  aus  der  Fig.  101,  wenn  man  B^O^=^t,,;  Bj^O^  =  t^; 
B^Ä  =  af^.  B^A^a^  setzt  und  bei  den  Langen  die  Flftehenindices 
zunächst  unterdrückt: 

a)  für  Tangentialbüschel: 

'.  =  '».  +  «*-'^«itgi,  +  d,  (40) 

und  nach  Brechung  an  der  Fläche  PP  analog: 

Nun  ist  gemäß  Gleichung  (26)  allgemein 
, n^'  cos*  ij' 

*  ~"Mj    C03*i,    *' 

der  benachbarte  Strahl  A^B^O^  hat  den  Einfallswinkel  i,  +  d«j  und 
den  Brechungswinkel  i^'-\-du,',  also  ist 

, s,'  cos'  (l\'  -|-  dWj') 

*  n^    cos*(i, -J"^**!)    ^ 
n^'  (cos  tj'  —  (i«i'  sin  i^')* 

Wj  (cos  tj  —  du^  sin  ij*    * ' 
oder  bei  BeBchrftnkung  auf  die  ersten  Potenzen  der  kleinen  GrÖ0en 
du^^  und  du^' 

. ,      «,'  cos*i,'  — 2(i«,'Bint,'cosi/     ^  ,,.. 

t,^—  ir- ^rr^— ;~;^ ■     '  'i  ■  (^IJ 

'        n^     COB  ij  — 2aUj8mtjCos% 

Zur  Berechnung  von  d«^'  dient 

n^  sin  (ij  +  du^)  =  n^'  sin  (ij'  +  du^*) , 
woraus  folgt 

,        n,  cosi, 

au,  ==  — T r-,  att,  ; 

'        n^  cosij 

setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (41)  ein,  so  kommt: 
,       cos'  1^—2-^,  Bin  tj  cos  tj  a% 


1  —  2dMjtgti 

=  l+2ti«itgt^ 


,y  Google 


446  Lowe,  Die  FriBOien  and  die  PrismensjsMme. 

Dacb  einigen  Umformungen: 

»ijcos'tj  \  «j '       cos  tj        / 

worin  noch  (^  durch  seinen  Wert  aus  Gleichung  (40)  zu  ereetzen  ist. 
Aus  Gleichung  (40*)  folgt: 

J'  =  t^  —  l^  —  a^  du^'  tg  ii' .  (43) 

Das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (43)   täUt 

sich  schreiben: 

,,    / .    .  r  sin  t,' 

o.  du,  tg  t,  ™  Ol T-  du,  . 

^      1  ■»  1         *  cos  4       ' 

Setzt  man  diesen  Wert,  sowie  denjenigen  von  t^  aus  Gleichung 
(42)  und  den  von  t^  in  die  Gleichung  (43)  ein,  so  erhftlt  man 

rrf«!   (**  +  aAd«,tgt,+J) 


Bj  •      eos'ij 
sin  tj'  dWj 


(") 


Wenn  man  sich  wiederum  auf  die  ersten  Potenzen  der  kleinen 
Größen  du^  und  ä  beschränkt,   läSt  sich  Gleichung  (44)  schreiben: 


A'^^--^'^.-A- 


-s-r-  du,  ■+■  a,  -T r^  tg  t,  du, 

^i,       *   '     *n,'cos*t,  ^^     * 


—  Ol ?^d«, , 

cosij       * 

oder  nach  einigen  Umformungen: 

^'  =  -^-  --^-  J  +    "'  ,~'^^  tg  ij  d«,  (2 (^  +  a^) .         (45) 
«j  cos"  ij  »j  n,  cos'  I,  i\    n  I     M  \    I 

Analog  schreibt  sich  A,,  die  Änderung  der  Einstellungsdifferenz 
bei  der  Brechung  an  der  vten  Fläche: 


",-n,  +  i    cos'i 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  ergibt  für  die  Ändenmg 
von  A  nach  k  Brechungen 
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j  ,r  \  /'"»'V   TT  co6''V  , 

-^•^{mI-KX!  ■  .Z,-^>S^+  ■  (46) 


Jj(2'». 


+..,)"'^'T"'  ■'^'•°.°"'-  Ä 

B,  COS'l,         /•-='  +  ! 


Bezeichnet   man  mit   £^    die   Breite    O^Q,^  des  Hauptstrahlen- 
hilschels  am  Orte  des  Objektes,  so  ist  nach  Fig.  101 

die  Objektnei^ng. 

Nun  ist  -Bi  =(^1  — '»j,i)<iMi ,  also  nach  ft  Brechungen: 

^.■-(«.-«»•.)ä<— ^Ä,^^(l»,-«M)'i'','-     (4') 

Durch  Division  von  d^  in  B^^'  erhält  man  die  Bildneigong  nach 
k  Brechungen,  t(lr  tangentiale  Büschel. 
ß)  Sagiüalbüschel. 
Analog  den  Gleichungen  (40)  und  (40*)  hat  man 

und  nach  der  Brechung  an  der  Flache  PP: 

A'  =/*  i  +  a*  I  ■  du^'  tg  »V  +  J/ , 
temer,  da  das  BOschel  der  Hauptstrahlen  dasselbe  (ein  Tangential- 
büachel)  ist, 

,     ,. ,         ,  sint,'     , 

oder  schließlich  wegen 
,      n,   sint,'       M,'  — n,* 


Fttr  die  Änderung  der  E^nstellungsdifterenz  bei  der  Ken  Bre- 
chung ergibt  sich  also: 
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Ji,=  —  •  Ji»-|-- ,  -aj,,-a«, tgi,  ;■ 

und  nach  ft  Brechungen: 

A'n=du^'\-j^\-^]    n --\-  2i ,v-aft-tgu  i7 — ^-^1!. 

(48) 
Der  Bruch  B^-.A'i,,  Btellt  die  Bildneigung  tUr  die  Sagitwihüscbd 
dar;  wie  zu  erwarten  war,  iat  die  Bild neigung  ftir  die , tangentialen 
Bäschel  im  allgemeinen  verschieden  von  der  für  die  sagittalen. 


3.   Die  Ton  einem  Prisma  oder  einem  Prismeosyatem 
entworfenen  Spektra. 

A.    Allgemeine  Eigenschaften  eines  prismatischen  Spektninu. 

Nachdem  wir  die  Gesetze  abgeleitet  haben,  denen  einfarbige 
Strahlen  büschel  beim  Durchgange  durch  Prismen  unterworfen  sind, 
gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  von  Strahlenbüscheln  über,  die 
Licht  von  verschiedenen  Welleulftngcn  enthalten. 

Wir  können  daher  von  jetzt  ab  die  Brechungsquotienten  «^  der 
Prismen  nicht  mehr  als  Konstanten  behandeln,  sondern  müssen  deren 
Abhängigkeit  von  den  Wellenlängen  der  einzelnen  Lichtarten  (Farben). 
d.  h.  die  Dispersion  der  Prisniensubsianzen,  in  Käcksicht  ziehen. 

Geht  z.  B.  von  einem  Spalte  aus  ein  mehrfarbiges  Strahlen- 
httschel  durch  ein  Prisma,  so  wird  das  Bild  des  Spaltes  nicht  um 
einen  einzigen  nach  S.  413  bestimmten  Winkel  e  abgelenkt,  sondern 
das  Spaltbild  erfährt  ebensovtele  verschiedene  Ablenkungen,  als  ini 
einfallenden  Büschel  Farben  vorhanden  sind;  das  von  einem  Prisma 
entworfene  Bild  eines  mit  mehrfarbigem  Lichte  beleuchteten  Spaliw 
besteht  also  aus  einer  Reihe  einfarbiger,  nebeneinander  liegender 
Spaltbilder,  die  wir  unter  dem  Namen  „Spektrum"  2ueammcntas,-:en- 
Ohne  näher  auf  die  Einteilung  der  Spektren  einzugehen,  wenden 
wir  uns  zur  Ilerleitung  der  Anforderungen,  die  an  ein  für  Messungs- 
zwecke brauchbares  Spektrum  zu  stellen  sind, 

L  Ihe  Helligkeit  des  Spektrums  ist  von  dem  Querschnitte  des 
abbildenden  Strahlenbüwehels,  von  der  Spaltbreite  und  von  der 
Intensität  des  in  den  Spalt  eindringenden  Lichtes  abhängig;  die 
Helligkeit  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  bei  Spektren,  die  mild«"' 
Auge  beobachtet  werden   sollen,    während   man   bei   der  pbotogw- 
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phischen  Äulnahme  eines  Spektrums  geringe  Helligkeit  meist  durch 
längere  Belichtungsdauer  ausgleichen  kann. 

II,  Die  Beinheit  des  Spektrums.  Absolut  rein  würde  ein  Spektrum 
sein,  bei  dem  jeder  Wellenlänge  ein  unendlich  echmales  Spaltbild 
entsprieht,  das  von  den  Spaltbildom  der  beiden  benachbarten 
Wellenlängen  nicht  Überdeckt  wird.  Die  Beugungstheorie  lehrt 
nan  aber,  daß  selbst  das  Bild  eines  unendlich  schmalen,  mit  ein- 
farbi^m  Lichte  von  der  Wellenlänge  X  beleuchteten  Spaltes  nicht 
wiederum  unendlich  schmal  ist,  sondern  eine  von  i  und  der  Breite 
des  abbildenden  Strahlenbüachels  abhängige,  jedenfalls  endliche 
Breiten ausd eh nuQg  hat;  daraus  folgt,  daS  ein  absolut  reines  Spektrum 
sich  überhaupt  nicht  verwirklichen  läßt. 

In  einem  wirklichen  Spektrum  überdecken  sich  also  immer  die 
Spaltbilder  zweier  benachbarten  Wellenlängen  gegenseitig;  und  je 
kleiner  die  Anzahl  Wellenlängen  ist,  deren  Spaltbilder  auf  das 
Spaltbild  einer  einzigen  Wellenlänge  von  beiden  Seiten  her  über- 
greifen,  um  ao  reiner  ist  das  Spektrum. 

a)  Der  Helhholtz«cA«  Ausdruck  für  die  Seinheit  B  eines  Spektral- 
bereiches.  Diese  Anzahl  nun  wird  offenbar  um  so  geringer,  d.  h.  B 
wird  um  so  größer,  je  weiter  die  Spaltbilder  zweier  bestimmten 
Wellenlängen  durch  die  Dispersion  des  Priamensystems  auseinander- 
gezogen sind,  und  je  schmäler  femer  die  einzelnen  einfarbigen 
Spaltbilder  selbst  sind. 

Hblmholtz  (1.  äS9.)  setzt  daher  die  Reinheit  B  des  zwischen  den 
Wellenlängen  X^  und  i,  gelegenen  Spektral  bereiches 
_       Ausdehnung  des  Spektrums  zwischen  den  Spaltbildern  X^  und  X^ 
Breite  des  Spaltbildes  der  Wellenlange  ^  =  -^-(^1  +  ^. 

wobei  die  Länge  des  Spektrums  und  die  Breite  des  Spaltbildes  in 
Winkelmaß  gemessen  werden.  Da  die  linearen  Maße  dieser  beiden 
Faktoren  den  Brennweiten  der  in  einem  Spektralapparat  verwen- 
deten Objektive  proportional  sind,  so  falten  die  Brennweiten  aus 
dem  Quotienten  heraus,  d.  h.  die  nach  Helmholtz  definierte  Rein- 
heit eines  prismatischen  Spektrums  ist  eine,  abgesehen  von  der 
Si)aiibreite,  nur  durch  das  Prismensystem  bedingte  Eigenschaft,  die 
durch  FemrohrvergröÜerung  nicht  gesteigert  werden  kann. 

Die  oben  gegebene  HELMHOLTZsche  Definition  der  Reinheit  B 
eines  Spektrums  gestattet  uns,  die  in  einem  einzelnen  vorliegenden 
Falle  tatsächlich   vorhandene   Beinheit  B   nach   den   Segeln   der   geo- 
metrischen   Optik    zu    berechnen.      Nun    enthält   B    im    Nenner   die 
Opuk.  29 
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Breite  des  Spaltbildea,  ist  also  von  der  Spaltbreite  selbst  abhängig 
und  nicht  ausschlicülich  durch  die  Eigenschaften  des  Prismas  be- 
stimmt. Aus  diesem  Grunde  ist  die  nach  Helhholtz  definierte 
Reinheit  S  eines  Spektrums  nicht  geeignet,  für  den  Vergleich  der 
Leistung^sffthi^lceit  von  Prismen  und  Prismen  Systemen  zu  dienen, 
vielmehr  wird  dieser  Vergleich  erst  ermöglicht  durch: 

b)  die  „auflösende  Kraft  r  eines  Prismas  für  eiTien  ttTieRdlich  dünnen 
Spalt"  ruuA  Ratleioh  (2.)-  Die  Definition  von  r  wird  in  folgender 
Weise  erhalten.  Die  Reinheit  eines  Spektrums  an  einer  beliebigen 
Steile  l  ist  um  so  größer,  je  geringer  der  Unterschied  dl  zweier 
"Wellenlängen  A  und  i.-\-dX  Ist,  deren  streng  einfarbige  SpaltbUder 
dem  mensdUicken  Äuge  eben  noch  getrennt  erscheinen.  Ratlhgh 
kommt  auf  Grund  seiner  Versuche  zu  dem  Schluß,  daß  ein  Streiten 
von  der  Helligkeit  1  (z.  B.  eine  Spektrallinie)  uns  erst  dann  aus 
zwei  Streiten  (Linien)  zu  bestehen  scheint,  wenn  in  der  Mitte  des 
Streifens  ein  „dunkler"  Streifen  vorhanden  ist,  dessen  Helligkcii 
^0,81  oder  geringer  ist.  Mit  Hilfe  dieses  Versuchsergebnisses  ge- 
lingt es  Rayleigh,  den  Bereich  dl  für  den  allgemeinen  Fall  des 
Durchganges  eines  Strahlenbündels  von  endlicher  Breite  durch  ein 
Prisma  zu  berechnen.  Das  Verhältnis  l:dl^r  in  dem  besonderen 
Falle  des  symmetrischen  Durchgangs  bei  unendlich  dünnem  SpalU 
nennt  Ratleioh  die  auflösende  Kraft  eines  Prismas. 

Wie  wir  später  zeigen  werden,  ist  die  so  definierte  Größe  r 
gleich  dem  Produkt  aus  der  Basis  eines  Prismas  und  „der  charak- 

^  dn 
teristischen  Dispersion  -  -  ;  r  ist  also  eine  von  allen  übrigen  Ele- 
menten eines  Spektralapparates  unabhängige,  das  Prisma  cdlein  kenn- 
zeichnende Rröße,  und  zwar  bedeutet  es  die  höchste  Reinheit,  die 
das  durch  ein  vorliegendes  Prisma  bei  symmetrischem  Durchgange 
entworfene  Spektinim  eines  unendlich  dünnen  Spaltes  überbaupi 
aufweisen  kann.  Die  auflösende  Kraft  r  eines  IMsmas  gibt  daher 
für  die  Leistungsfähigkeit  eines  Prismas  einen  sicheren  Anhalt. 

Um  den  praktischen  Verhältnissen,  bei  denen  es  eine  imend- 
lich  kleine  Spaltbreite  nicht  gibt,  näher  zu  kommen,  bereclinei 
ScsüSTEB  (1.)  das  Trennungsvermögen  eines  Prismas  unter  Vor- 
aussetzung komogeiien  Lichtes,  aber  en^icher  Spaltbreite.  Den  letzten 
Schritt  tut  Wadswokth  {1.  S.  3.),  indem  er  dazu  übergeht,  die 
in  einem  Spektrum  tatsächlich  vorhandene  Reinheit  zu  berechnen 
unter  der  Annahme  eines  Spaltes  von  endlicher  Breite,  der  durch  I^hi 
von  den  Farben  -l  öi« -14- J-^  beleuchtet  wird.  Bezüglich  aller  Einwl- 
heiten   muß    auf   die    ausführliche   Besprechung    der   vortreHlichen 
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Arbeiten  von  Wädswobth  in  Katsebs  Handbuch  (i.  B53.)  verwiesen 
werden.  Auch  Wahswoeth  stutzt  sieh  auf  die  grundlegenden  Ver- 
suche Batleiohs,  insbesondere  auf  das  Ergebnis,  daß  das  Auge 
Helligkeitsontersehiedc  von  20  Proz.  mit  Sicherheit  erkennen  kann. 
Krst  durch  die  Arbeiten  Wadswoeths  ist  die  Frage  nach  der  Rein- 
heit eines  Spektrums  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht 
worden. 

Die  Ableitung  von  RATLEId^Hs  „anflöBender  Kraft"  eines 
Prtgmenftyatems  aaf  Grand  der  UndnlatJonstheorie.  Ehe  wir  dazu 
übergehen,  die  einzelnen  Faktoren  zu  besprechen,  die  die  allgemeinen 
Eigenschaften  eines  Spektrums  bedingen,  geben  wir  im  folgenden 
eine  nach  Kayleigh  (3.)  auf  die  Undulationstheorie  des  Lichtes  be- 
gründete Darstellung  des  Zusammenhanges  zwischen  der  auflösenden 
Kraft  eines  IMsmensystems  einerseits  und  der  Dispersion  und  dem 
Querschnitte  des  abbildenden  Büschels  andererseits. 

Wird  durch  die  Brechung  in  dem  Prismensystem  P  die  ebene 
Wellentläche  A^B^^  des  einrallendeu  Lichtes  in  die  Lage  AB  ge- 
bracht, so  ist  sowohl  der  Lichtweg  von  A^^  bis  A,  als  auch  derjenige 
von  Bf,  bis  B  ein  Minimum,  und  beide  sind  einander  gleich,   also 


j"-h- 


Eine  Welle  von  anderer  Wellenlänge  X-{-di  wird  in  der  gleichen 
Zeit  in  eine  andere  Lage  A'  B*  Übergeführt  (Fig.  102).  Die  Wege, 
welche  die  Strahlen  derselben  hierbei  beschreiben,  sind  nun  aller- 
dings verschieden  von  den  der  Wellenlänge  A  entsprechenden.  Die  Weg- 
unterschiede sind  aber  vermöge  der  Minimumeigenschaft  der  Wege 
Jfl  -  ■  -i  und  Bq.  .  B  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung  verschwin- 
dend klein  gegen  die  Wege  selbst.  Die  optischen  Längen  von  A^ 
bis  A'  und  B^  bis  B'  können  also  für  die  Wellenlänge  i  +  dJl  längs 
derselben  geometrischen  Wege  berechnet  werden  wie  für  l. 

Die  Differenz  der  optischen  Längen  von  ^  und  B^  nach  A 
und  B  ist  daher  für  X-\-dX  gleich 


idndl  -  fdti 


und  diese  Größe  L  dividiert  durch  den  Querschnitt  des  austretenden 
Blindeis,  AB^^  ist  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  den  Wellen- 
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längen  X  und  X-\-dX  entsprechenden  Wellenflächen  miteinander  ein- 
scblieflen,  d.  h.  gleich  der  Dispersion  di'. 


b:q- 


^di\ 


Der  geringste  Winkelabstand  zweier  Spektrallinien ,  d.  Ii.  der 
kleinste  Wert  di',  bei  dem  bei  gegebenem  Büschelquerschnitie  q 
die  zwei  Linien  eben  noch  getrennt  gesehen  werden  können,  ist 
nach  Ratleioh 

~  q 

worin  X  die  mittlere  Wellenlänge  der  beiden  betrachteten  Farhen 
bezeichnet.     Es  mnß  also 


d.  h.  auch  L>X  sein. 


Die  Chrom »llKhe  T«ri»tlQn  dor  Wellenflfche  A,B,  beim  Durehguige  durch  ein  Ptiioims'«™  r 

Bei  einem  System  von  Prismen  aus  gleicher  Substanz  ist,  «■enn 
wir  mit  e^  und  e,  die  von  den  äußersten  Eandstrahlen  des  Büschels 
im  Glase  zurückgelegten  Wege  bezeichnen, 

L^dn(e,-e,).  (46) 

Sollen  die  zwei  Spektral linien  vom  Farbenunterschied  äX.  — 
der  dem  Unterschied  dn  der  beiden  Brechungsindices  des  Ghs''» 
entspricht,  —  eben  noch  getrennt  erscheinen,  so  muß  also 

d>i(e^-e,)^X  (4T1 
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Geht  der  eine  Strahl  durch  lanter  Prisroenkanten,  so  ist  e^  =  0. 
Schreiben  wir  nnnmehr  e  statt  e^  und  dividieren   beide   Seiten   der 
letzten  Gloichong  durch  dX,  so  erhalten  wir 
3.  ^dn 
di^dl-'' 

•  xler  wenn  wir  den   tleinsten   zulässigen   Wert   von  -^j  mit   r  be- 
zeichnen, . 

Rayi-eiohb  „Auflösungsvermögen"  r  eines  PrismenBystems  ist 
iÜKct  hier  als  das  Produkt  eines  Glasweges  und  der  charakteristi- 
schen Dispersion  -jr  der  benutzten  Glassorte  ausgedrückt,  d.  h.  durch 
zwei  Eigenschaften  des  Prismensystcms  selbst,  unabhängig  von  der 
Zahl  und  den  brechenden  Winkeln  der  einzelnen  Prismen,  und  von 
den  ßbrigen  Konstanten  eines  Spektralapparates, 

Stehen  die  Prismen  alle  im  Minimum  der  Ablenkung,  so  be- 
deutet e  die  Summe  der  Prismendicken  an  der  Basis.  Damit  z.  B. 
ein  Flintprisma  von  fii)«^  1.6504  und  Wß  —  nc^O. 00562  die  Haupt- 
doppellinie des  Natriumliehtes  (dX^G.lO"''  mm)  auflösen  könne, 
muS  das  Prisma  in  der  Stellung  der  Minimalablenkung  nach  Rat- 
LEiGH  eine  Dicke  von  10.2  mm  haben. 


B.  Die  einzelnen,  die  Eigenschaften  des  Spektninu  bedingenden 
Paktoren. 

Wir  kommen  nun  zur  Besprechung  der  einzelnen  Faktoren, 
die  die  allgemeinen  Eigenschaften  de«  Spektrums  bestimmen,  und 
beginnen  mit  der  Ausdehnung  des  Spektrums, 

Die  Dispersion  eines  Priamas  in  Laft.  Wie  erwähnt,  entsteht 
das  Spektrum  dadurch,  daß  die  verschiedenfarbigen  Spaltbilder  ver- 
schieden stark  abgelenkt  werden.  Bei  der  Herleitung  der  Variation 
<ler  Ablenkung  aus  den  Gleichungen  (3)  muß  außer  Einfalls-  und 
Brechungswinkeln  auch  der  Brechungsindex  als  variabel  angenommen 
werden,  und  zwar  als  Funktion  der  Wellenlänge. 

Dann  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (3)  auf  S.  417 
sinii^nsinij' 

i-V-«  (3) 
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durch  Variation  das  System 

cos  i'i  Äi'i  =  n  •  cos  ij'  A','  +  sin  i^'  Sn 

cos  ij'  ^ij'  =  n  •  cos  tj  dij  -|-  sin  i,  ^n , 
oder  nach  den  Sil  aufgelfisl: 

*»,'  =  —  ■  -^^^  ■  .3»,'  —  5n  ■  tgi'  =  ÖL  ,  (491 

^        »     cosij        ^  ^  '  *  ^ 

und 

...       cost,   cosL  ,.             sina  , 

öt,  =  -  — rS vS  Ol, n —,  ■  on  . 

COSlj    COSlj  COStj  COStj 

Meist  ist  beim  Eintritte  des  Strahlenbüschels  in  das  Pris^ma 
keine  Dispersion  vorhanden,  also  5ij  =  0 .  Für  jede  beliebige  Stel- 
lung des  Prismas  ist  dann  also  die  Dispersion  beim  Austritt: 

diJ^-ön S^^^,  (50) 

cost^  cos», 

di^'  kann  für  endliche  Werte  von  a  und  ^h  nicht  versehwinden. 
ein  einzelnes  Prisma  von  endlichem  Winkel  in  Luft  kann  also  nif 
achromatisch  sein. 

Im  Minimum  der  Ablenkung,  wo  ij'  =  — ij«=a,  und  ij=  —  i;' 
wird,  ist 

..    ,       ,.           sin2in, -^n 
^'og  =  ^>oi  ~  ■ — ^~' ■"  ' 

COSlg^  -COSloi 

oder 

dtg,'  — Ä!oj  = ~-  -tgio, ,  (,51) 

d.  h.  beim  Durchgange  im  Minimum  der  Ablenkung  erfährt  ein 
Strahlenbüachel  einen  Zuwachs  di^^'  —  di^^  der  Dispersion ,  der  v.m 
der  beim  Eintritte  in  das  Prisma  vorhandenen  unabhängig  ist. 

Die  Diskussion  der  Gleichung  (60)  durch  MousaoN  <2.)  und 
Thollon  (i.),  d.  h.  eine  eingehendere  Betrachtujig  der  Abhängip- 
keit  der  Dispersion  von  dem  Einfallswinkel  t^  des  mittleren  Stralil«. 
lehrt,  daß  die  Dispersion  von  einem  gewissen,  zwischen  streitendem 
Eintritte  und  Minimalablenkung  liegenden  Minimum  an  mit  dem 
Austrittswinkel  i^'  des  mittleren  Strahles  stetig  wachst,  und  bei 
streifendem  Austritt  (cos  i^'  ^  0)  den  Masimalweit  oo  erreicht. 

Wegen  außerordentlich  starker  Liclitveriuste  durch  Retlosion 
ist  es  bei  einem  Pi-isma  unmöglich,  die  hohe  Dispersion  in  dem  dem 
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streifenden  Austritt  benachbarten  Gebiete  praktisch  zu  verwerten. 
Ist  dalier  für  einen  vorliegenden  Zweck  die  Dispersion  eines  Pris- 
mas in  den  der  Minimalablenkung  benachbarten  Stellungen  nicht 
ausreichend,  so  steigert  man  die  Dispersion  entweder,  indem  man 
das  Prisma  mehrere  Male  von  dem  Strahlenbllndel  durchsetzen  l&ßt, 
oder  indem  man  ein  Prismensysteni  benutzt. 

Die  Diapersioa  eines  Prismensystema.  Betrachten  wir  mit 
Gleichen  (3.)  und  Czapski  {3.  liS.)  wiederum  ein  System  von  k 
brechenden  Ebenen,  also  Ä— 1  Prismen,  nehmen  wir  temer  von 
vornherein  als  erstes  und  letztes  brechendes  Mittel  Luft  und  ver- 
nachlässigen deren  Dispersion,  so  erhalten  wir  wie  oben  durch  Varia- 
tion der  Gl.  (14),  für  n^^n\=l  und  dn^  =  Äw^'  =  0  das  System 


di' 


1     cost. 


"'~?-i^>"'+'^-7:^-^-'^''-  •".—".'■  (^2) 


tlr+l     COSiy  «r+I     cost,  Hr+l 

«nd   schließlich  di,^',   die  Variation   des  Austrittswinkels  i\'  an  der 
letzten  Arten  Prismenfläche: 

...       n^    cost'i    ..     ,  ditt    sinL      dn.'       „ 
di^  =  —, rr-^i|,H ,■- — n r-t&ifc- 

oder,  unter  Berücksichtigung  von  »^=1,  dn^^O, 

cos  i,  ■  cos  i, cos  L      ,  . 

= rj — n TT -Ol,  — 

cos  t,    cos  ij cos  i^ 

*  eos»,  fi  ■  cos  1,4-1  ....  cosu    , 
—  i  r, -, rvon,  ■Bina,-i. 

»^8  COS  t,_i    cos  Ir COSI^ 

Bezeichnen  wir  hierin  die  Produkte  der  Cosinus  der  Einfalls- 
winkel mit  H  und  die  der  Cosinus  der  Brechungswinkel  mit  TT  so 
kOnnen  wir  schreiben: 
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//*  *    77*+ j 

iiV  =^,r- it.  —  2   — i^— 8ina,_iÄn„  oder  (53) 

"      /7/  .^iHj'-i  ' 

di^'  ■  i7,'*  =  dtj-77,*-2  'S«»  ■  smor-t  ■  /Z^+i  -77/'-»      ■     (53*1 

Ist  in  einem  der  Produkte  77„  die  untere  Grenze,  m,  größer 
als  die  obere  k  {wie  z,  B,  im  Falle  eines  Prismas,  ^^^=2,  liir  den 
Flächenindex  »'=2),  so  kann  man  sich  noch  eine  (ft+l)te,  bezw. 
(k-{-2)te  u.  s.  f.  brechende  Ebene  vorstellen,  die,  sämtlich  in  Lnft, 
zu  dem  betrachteten  Strahle  senkrecht  verlaufen;  dann  sind  alle 
Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  diesen  Ebenen  t*-|-i,  i'u+iu.  s.  f. 
^0,  deren  Cosinus  also  '^  1.  Jedes  Produkt  77»,,  in  dem  m>fc 
ist,  hat  also  den  Wert  1 ;  in  ähnlicher  Weise  läßt  sich  ableiten,  daß 
77/'-»  den  Wert  1  hat,  so  lange  !>*— 2,  d.  h.  v<3  ist. 

Gl.  (53)  sa^  aus:  Bildet  ein  einfarbiger  auf  das  Prismensystem 
auftreffender  Strahl  von  der  Wellenlänge  X  mit  einem  zweiten  ein- 
fallenden Strahle  von  der  Wellenlänge  i-\-dl  vor  dem  Eintritt  in 
die  erste  Prismenfläche  den  Winkel  Ät,,  so  schlieSen  beide  StraUen 
nach  dem  Austritte  aus  der  letzten  Prismenfläche  den  Winkel  dit  ein. 

Ist,  wie  meist,  die  Dispersion  des  auf  das  Prismensystem  aut- 
treffenden Strahlen büsch eis  Ät,=0,  so  wird  dem  Büschel  nach 
Gl.  (53)  die  Dispersion  erteilt: 

*   77* 

Vermöge  der  in  Abschnitt  1  (S.  412)  getroffenen  Festsetzung  gibt 
in  Gl.  (64)  das  Vorzeichen  von  ^ü'  die  La^e  der  brechenden  Kante 
des  Prismas  an,  durch  das  man  für  die  zwei  gerade  betrachteten 
Farben,  das  Prismensystem  sich  ersetzt  denken  kann. 

Bei  Weiften  Prismen'  und  Breckungstoinkeln  kann  die  Dispersion 
durch  die  Änderung  der  Ablenkung  direkt  ausgedrückt  werden. 
Die  Ablenkung  e,  die  ein  solches  System  her\-orruft,  ist  bei  einem 
Prisma 

,   -(.-l)o, 
bei  mehreren  Piismen 

eW=  2(«--l)a.--i-  (65) 

Bei  einem  aus  zwei   verkitteten    Prismen   in  Luft  bestehenden 

Systeme  ist  also  die  Ablenkung 
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und   beim  Übergange  zu  einer  benachbarten  Farbe  gibt 

die  Dispersion  des  Prismensyatema  zwischen  den  zwei  betrachteten 
Farben  an. 

Wie  man  sieht,  sind  die  Gleichungen  von  ganz  derselben  Form, 
wie  sie  für  die  Möglichkeit  einer  Achromasie  von  Linsen  Systemen 
(S.  348)  in  Betracht  kamen.     In   der  Tat  war  Historisch  (Klutqe»- 

STIEEMA    (i.),     DOLLOND    (2.),     CLAIBAÜT    (1.),     BOSCOVICH   (i.    3.)    etC.) 

die  Möglichkeit  und  Art  und  Weise  der  Achromatisierung  von 
Prismensystemen  maßgebend  für  die  von  Linsenkombinationen. 

Die    Breite    eines    einfarbigen    Spaltbildes.      Wie   wir   bereits 

oben  erwähnten,  hängt  die  Reinheit  eines  Spektroms  nicht  nur  von 
dem  Winkelunterschiede  ab,  der  durch  die  Dispersion  den  ver- 
schiedenfarbigen Bildern  des  Spaltes  erteilt  wird,  sondern  auch  von 
der  Breite  der  einzelnen  Spaltbilder. 

Zur  Berechnung  der  letzteren  genügt  ea  nicht,  die  auf  S.  442 
abgeleiteten  Formeln  ans  dem  Gebiete  der  geometrischen  Optik  anzu- 
wenden, sondern  dieselbe  muß  nach  den  Grundsätzen  der  Beugungs- 
theorie erfolgen,  welche  lehrt,  daß  die  Spallbild breite  wesentlich 
von  der  Breite  der  die  Abbildung  des  Spaltes  vermittelnden  Bflschel 


Ohne  hier  auf  diesen  Gegenstand  näher  einzugehen,  mag  nur 
soviel  bemerkt  werden,  daß  das  Bild  einer  selbstieuchtenden  Linie, 
vermittelt  durch  Büschel,  deren  Breite,  senkrecht  zur  Richtung  der 
Linie  ^  5,  and  deren  Wellenlänge  =X  ist,  —  durch  welche  optische 
älittel  auch  immer  es  erzengt  sein  mag  —  niemals  wieder  eine 
Linie,  sondern  immer  ein  Streifen  ist,  dessen  Helligkeit  nach  den 
Rändern  allmählich  abfällt.  Zurückbezogen  auf  das  Objekt  —  wie 
wir  dies  früher  bei  der  Berechnung  der  Aberration  getan  haben  — 
ist  die  Länge  des  Bildes  (Höhe  des  Streifens)  nahezu  gleich  der 
der  ursprünglichen  Linie,  die  Ausbreitung  des  Lichtes  senkrecht 
dazu,  also  die  Breite  des  Bildes  ist  nur  eine  Funktion  von  q  und  X, 
und  zwar  nimmt  sie  caet.  par.  mit  wachsendem  q  ab,  mit  wachsen- 
dem l  zu.  Von  zwei  benachbarten  Lichtlinien  —  seien  dieselben 
reell  als  Objekte  vorhanden  oder  virtuell,  z.  B.  durch  Dispersion, 
ans  einer  einzigen  entstanden  —  entwirft  das  optische  System  als 
Bilder  zwei  solche  Streifen,  welche  sich  bei  ungenügender  Größe 
von  q  oder  unzureichender  Kleinheit  von  X  zum  Teil  decken.    Die 
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Inteneitftt  des  Bildes  in  diesen  sich  deckenden  Teilen  ist  gleich  df-r 
Summe  der  Intensitäten  der  Einzelbilder  an  den  betreffenden 
Stellen. 

Die  genauere  Befrachtung  des  Verlaufes  der  Intensität  in  den 
Einzelbildern  nach  den  Grundsätzen  der  Diffraktionstheorie  durch 
Ratieigh  (8.  366.)  liefert  folgendes  Ergebnis. 

Lagern  sich  zwei  gleich  hell  vorausgesetzte  Spaltbilder  von 
unendlich  wenig  verschiedener  J'arbe  tiberein  ander,  so  ist  zwischen 
den  beiden  Intensitätsmaximis,  die  den  Bildmitten  entsprechen,  erst 
dann  ein  dunkler  Streifen  zu  erkennen,  d.  h,  die  zwei  Spaltbilder 
erscheinen  erst  dann  getrennt,  wenn  die  Dispersion  ii"  der  beiden 
Spektrallinien  größer  ist  als  der  Winkel,  unter  welchem  die  Wellen- 
länge A  des  wirksamen  Lichtes  aus  einer  dem  Querdurehmesser 
der  Öffnung  q'  gleichen   Entfernung  gesehen   erscheint,  also  wenn 


Mit  der  Brechung  eines  parallelstrahligen  Bttschels  durch  ein 
Prismensystem  ist  nun  im  allgemeinen  auch  eine  Veränderurs 
seines  Querschnitts  im  Hauptsehnitt  verbunden,  welche  neben  der 
Breite  der  in  das  System  eintretenden  Büschel  hier  mit  in  Aji- 
schlag  zu  bringen  ist. 

Durch  jede  Brechung  an  einer  Ebene  wird  nämlich,  wie  leicht 
ersichtlich,  der  Querschnitt  q  des  Bücheis  in  dem  Verhältnis  der 
Cosinus  der  Brechungswinkel  geändert,  also 

?'-  =  ^.  (56) 

2,      cos  V 

Da  für  ein  Prismensystem  5,+i  =  g/,  so  haben  wir  für  die 
Veränderung  der  Breite  eines  Büschels  durch  die  Brechung  in  einem 

solchen  System 

q^       q       /7,''cosi,        77^*       di" 

—  wie  übrigens  auch   aus  dem  Smith -H£LMHOLTZschen  Satze  un- 
mittelbar gefolgert  werden  könnte. 

Für  q  darf  nicht  der  Querschnitt  des  in  das  Prismensystem 
Überhaupt  eingetretenen  Büschels  also  die  Größe  fcj-eostj  gesetzt 
werden  (wo  6j  die  von  dem  Büschel  getroffene  Länge  der  ersten 
Prismenfläche  ist),   Kondern   nur   derjenige  Teil  desselben,   welcher 
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nicht  durch  die  Begrenzung  einer  der  folgenden  Flächen  nach- 
trfigllch  eine  Abblendnng  erfährt. 

Über  die  Berechnung  dieses  „nutzbaren  Querschnittes"  bei 
einem  dreiteiligen  symmetrischen  Prismensatze,  einem  gerad sichtigen 
Dispersionsprisma  nach  Auici  siehe  den  Abschnitt  „Geradsichtige 
IMsmensysteme"  S,  460. 

Die  Helligkeit  des  Spektmme.  Die  Helligkeit  an  einer  be- 
stimmten Stelle  des  Spektrums  hängt  von  der  Anzahl  der  Farben 
ab,  deren  Spaltbilder  an  dieser  Stelle  liegen,  oder  doch  von  beiden 
Seiten  her  auf  sie  übergreifen.  Bei  irgend  einer  Breite  des  Spaltes  6i 
kommt  nun  an  eine  Stelle  seines  Bildes  di'  Licht  von  denjenigen 
"Wellenlängen  i  bis  X-\~dX,  deren  Dispersion  di!  gleich  der  Breite 
jenes  Spaltbildes  df  ist.  Die  Helligkeit  A'  des  Spaltbildes  für  irgend 
eine  homogene  Farbe  ist  nun,  da  seine  Höhe  bei  der  Brechung  in 
dem  Prismensystem  unverändert  bleibt,  umgekehrt  proportional  der 
Breitenänderung  des  Spaltes  durch  die  Brechung,  also,  wenn  h  die 
iirsprüngliche  Helligkeit  des  Spaltes  selbst  ist, 

h':h^di:di'. 
Die  Helligkeit  des  Spektrums  für  die  Wellenlänge  X  ist  daher, 
wenn  wir  annehmen,   daö  die  Intensität  in  ihm  von  X  bis  X~{-dX 
konstant  sei 

H=h'dl  =  h^,dl,  (57) 

worin  dX  durch  die  Bedingung  bestimmt  ist,  daß  der  entsprechende 
AVinkelwert  d^  der  Dispersion  gleich  dem  der  Spaltbildbreite  ^t*  sei. 
Gleichung  (57)  läßt  sich  daher  auch  schreiben: 


Gehen  wir  nunmehr  zum  Minimum  der  Ablenkung  über,  so   wird 
ii=di'  und  ,,   ,.,        , 

worin  mit  R  die  nach   Helhholtz  (!•  261.)  definierte   Reinheit  des 
Spektrums  bezeichnet  ist. 

Die  Helligkeit  des  Spektrums  —  abgesehen  von  den  durch 
Heflexion  und  Absorption  des  Lichtes  beim  Durchgang  durch  das 
Prismensystem  erlittenen  Verlusten  —  ist  dann  also  proportional 
der  Helligkeit  des  in  den  Spalt  eindringenden  Lichtes  und  umge- 
kehrt proportional  der  Reinheit  des  Spektrums.    (Helmholtz.) 
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Die  Helligkeit  des  SpektrumB  wird ,  aufler  durch  die  eben  be- 
sprochenen Umstände,  noch  durch  die  mit  jeder  Reflexion  und 
Brechung  verbundenen ,  sowie  die  beim  Durchgang  durch  die 
Prismen  (durch  Absorption)  erfolgenden  Lichtverluste  verändert.  Die 
durch  teilweise  Reflexion  des  Lichtes  für  das  SpektralbÜd  verloren 
gehenden  Mengen  lassen  sich  aus  den  Winkeln,  unter  denen,  und 
den  BrechuDgsexponenten  der  Medien,  an  denen  jene  Reflexionen 
stattfinden,  nach  den  sogenannten  FKEBN&Lschen  Intensitäts-Formeln 
berechnen.  Die  Größe  des  Lichtverlustes  durch  Absorption  hängt 
von  der  Größe  des  in  dem  fraglichen  Medium  zurückgelegten 
Weges  und  von  dessen  Absorptionsvermögen  ab.  Hiemach  haben 
PiCKEEiNG  (i.),  Lippich  <<.),  Robinhon  (i),  Ksi^ss  (3.)  für  ein- 
fachere Fälle  allgemeine  Regeln  abgeleitet. 

Bei  den  sämtlichen  obigen  Ausführungen  über  die  Reinheit 
eines  Spektrums  und  über  das  Auflösungsvermögen  eines  Prismen- 
systems  sind  die  Retlexions-  und  Absorptionsverluste  vernachlässigt 
worden;  bei  den  Spektroskopen  mit  mehreren  Prismen,  oder  mit 
mehrmaliger  Durchsetzung  eines  Prismas  sind  die  en\ähnten  Ver- 
luste insbesondere  bei  den  sehr  hoch  brechenden  Flintglassorten 
von  sehr  ungünstigem  Einflüsse. 

Durch  die  Anwendung  eines  Femrohrs  zur  Beobachtung  der 
Spektra  werden  die  meisten  der  oben  bewiesenen  Beziehungen, 
namentlich  die  über  Reinheit,  Helligkeit  und  Auflösungsvermögen 
von  Prismen  Systemen  nicht  wesentlich  berührt.  Voraussetzung 
hierbei  ist  natürlich,  daß  die  Apertur  des  Femrohrs  die  des  Prismen- 
systems übersteigt,  anderenfalls  wäre  für  die  Bestimmung  der  Hellig- 
keit und  des  Trennungs Vermögens  die  erstere  statt  der  letzteren 
maßgebend.  Im  übrigen  erscheint  das  durch  ein  Femrohr  gesehene 
Spektrum  nur  ebenso  verändert,  wie  jedes  andere  Objekt.  Man 
kann  die  von  Prismen  erzeugten  Spektren  aber  auch  beobachten, 
wenn  die  wirksamen  Büschel  nicht  telezentrische  sind,  durch  eine 
I-upe  oder  dergl.  Aus  den  oben  angeführten  Gründen  verwendet 
man  die  Prismen  alsdann  im  Minimum  der  Ablenkung. 

C.  Oeradsichtiee  und  achromatische  Prismensysteme. 

Für  manche  praktischen  Zwecke  ist  es  erwünscht,  ein  Dispersions- 
system zu  haben,  das  für  eine  bestimmte  Farbe  geradsichtig  ist. 
Wird  verlangt,  daß  der  austretende  Strahl  der  ausgezeichneten  Farbe 
in  der  Verlängerung  des  eintretenden  liege,  so  muß  das  System 
aus  mindestens  3  Prismen  bestehen;  bei  einem  zweiteiligen  „gerad- 
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sichtigen"  Prismensysteme  ist  der  austretende  Strahl  der  aus- 
gezeichneten Farbe  dem  eintretenden  zwar  parallel,  aber  in  der 
Einfallsebene  gegen  denselben  verschoben. 

Wir  beginnen  mit  einem  zweiteiligen  Prismen  System.  Das  Licht 
treffe  auf  die  erste  Fläche  senkrecht  auf  {ti^»i'  =  0),  trete  durch 
die  zweite  („Kitt-")  Fläche  in  das  Prisma  2,  und  durch  die  dritte 
Fläche  aus  dem  Systeme  aus. 

Betrachten  wir  a^,  den  brechenden  Winkel  des  ersten  Prismas, 
sowie  Mj  und  «j,  die  Brechungaindices  der  beiden  verwendeten 
Materialsorten,  als  gegeben,  den  brechenden  Winkel  Oj  des  zweiten 
Prismas  als  gesucht,  so  haben  wir: 


tg  i,  =  — ■■■'■■■■ — ~ — , 
*  *        Mg  ■  cos  e,  —  1 
und  EchlieQlich 

o,  — («,  +  ..■).  (69) 

Die  Dispersion  wird  zweckmÄflig  nicht  durch  Variation  der 
Ablenkung,  sondern  durch  die  wesentlich  kürzere  Durchrechnung 
der  einzelnen  verschiedenfarbigen  Strahlen  erhalten. 

Das  obige  zweiteilige  Prismensystem  kann  man  ohne  weiteres 
als  die  Hälfte  eines  dreiteiligen  symmetrischen  Prismensystems  an- 
sehen, das  aus  zwei  äußeren  gleichen  Prismen  vom  brechenden 
Winkel  Oj  und  dem  Brechungsindex  Mj,  sowie  einem  inneren  Prisma 
vom  brechenden  Winkel  Sa^  und  dem  Brechungsindex  «,  besteht. 

Fig.  103  zeigt  ein  dreiteiliges  sogenanntes  Amasches  Dispersions- 
prisma mit  gerader  Durchsicht,  bestehend  aus  einem  Flintprisma 
von  großem  brechenden  Winkel,  an  dessen  beide  Seiten  je  ein 
Kronprisma  angekittet  ist.  Die  Breite  q  des  nutzbaren  Querschnittes, 
senkrecht  zur  brechenden  Kante  gemessen,  ist  geringer  als  die 
Höhe  der  Prismen  h;  und  zwar  ist 


k       cos  ij  cos  ij  +  sin  a^  sin  e^ ' 
es  steht  also  der  unbenutzbare  Teil  der  Höhe  {A  —  g)  zu  dem  benutz- 
baren (g)  in  dem  Verhältnis 
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I,  COS  l. 


(60) 


Man  kann  daher  die  Prismen  durch  einen  zur  Einfallsrichtun^ 
der  Büschel  senkrechten  Schnitt  um  den  anbenutzten  Teil  verkürzen. 
Die  Strecke  l,  um  die  der  Prismensatz  an  seiner  breiteren  Grund- 
fläche beiderseits  verkürzt  werden  kann,  steht  zur  anverkürzten 
Länge  L  dieser  Grundfläche  in  dem  Verhältnisi 

~  =  «,tgiVsinc,,  (61) 

wo  mit  jij  der   Brechungsindex   der   äußeren  (Krön-)  Prismen    be- 
zeichnet ist. 

Ausgedehnte  Untersuchungen  über  drei-  und  mehrteilig:e  Amici- 
prismen,  a.  a.  die  Berechnung  der  Verschiebung  des  Vereinigungs- 
punktes  konvergenter  Strahlenbüschel  durch  ein  dreiteiliges  Prisma, 
sind  von  J.  von  Heppeeger  (2.)  angestellt  worden. 


Achromatische  Frismettsysteme.  Die  Bedingung  dafür,  daß  ein 
Prismensystem  keine  Zunahme  der  Dispersion  verursache,  daß  es 
also  achromatisch  sei,  ergibt  sich  allgemein,  indem  man  die  rechte 
Seite  der  Gl.  (63)  S.  456  gleich  Null  setzt.  Hat  das  einfallende 
Strahlenbüscbel,  wie  meist,  noch  keine  Dispersion  (5*^  =  0),  so  lautet 
die  Bedingung  der  Achromasie  nach  Gl.  (53): 


2S  5«ySin«,_i-JJ,4- 


■  77'r 


(62) 


Ein  achromatisches  I'rismensystem  erteilt  den  Hanptstrahlen 
aller  Wellenlängen,  in  deren  Bereiche  die  Bedingung  (62)  erfüllt  ist, 
dieselbe  Ablenkung  e;  diese  ist  nach  Gl.  (14)  und  (15)  auf  S.  421 
zu  berechnen,  und  zwar  sind  der  Rechnung  die  Brechungsquotieuten 
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für  eine  der  beiden  in  GL  (62)  betrachteten  Wellenlängen  zu  Grunde 
zu  legen. 

Als  Beispiel  mögen  aus  Gl.  (62)  die  zur  Berechnung  eines  zwei- 
feiligen verkitteten  achromatischen  Prismas  dienenden  Pormeln  her- 
geleitet werden. 

GL  (62)  schreibt  sich  für  A  =  3 

dn^  sin  a,  cos  ig  +  dn^  sin  Oj  cos  i,'  =  0, 
Ersetzt  man  ^  durch  i,'  — «»  ^^^  entwickelt,  so  kommt: 

dn^  sina,  cos  ij'  cotg  Oj  +  dn^  sin  «^  ein  ig'  -|-  dn^  cos  i^'  =■;  0     (63) 

Dies  ist  allgemein  die  Bedingung  dafür,  daß  das  aus  einem 
Prisma  vom  brechenden  Winkel  «^  und  der  Dispersion  in,,  sowie 
einem  mit  dem  ersten  verkitteten  Prisma  vom  brechenden  Winkel  Oj 
und  der  Dispersion  dn^  gebildete  FriBinenpaar  für  die  zwei  be- 
trachteten Farben  bei  einem  beliebigen  aber  bestimmten  Einfalls- 
winkel achromatisch  sei. 

GL  (63)  ist  je  nach  der  vorliegenden  Aufgabe  umzuformen. 
Betrachtet  man  z.  B.  a^  als  gegeben  und  verlangt,  daß  der  Strahl 
für  eine  der  beiden  Farben  unter  dem  Minimum  der  Ablenkung  in 
das  erete  Prisma  eintrete,  so  ist  der  brechende  Winkel  o»  des 
zweiten  Prismas  bestimmt  durch 

in,  . , 

cotgai  = 5 tgl., 


2  in,  sin  ^-coa»,' 


Praktisch  wichtiger  ist  der  Fall,  daß  der  Strahl  auf  die  erste 
Prismenfläche  senkrecht  auftrifft  und  eine  vorgeschriebene,  meist 
kleine,  Ablenkung  erfährt;  die  Formeln  ergeben  sich  aus  Gl.  (63) 
ohne  weiteres, 

Soll  bei  kleinen  Prismen-  und  Brechungswinkeln  ein  zweiteiliges 
Frismensystem  achromatisch  sein,  so  muH  dessen  Dispersion 

sein,  d.  h,  die  Prismenwinkel  Cj  und  a,  müssen  die  Bedingung  erfüllen 
0^:«!  =  — ^Bj  :  iiig. 
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Wenn  das  System  eine  bestimmte  Ablenkung  s  hervorbringen 
soll,  so  bestimmen  sich  a^  nnd  a,  —  wie  früher  bei  einem  Linsen- 
System  von  der  Stärke  q>  die  Größen  k^  und  A,  —  zu 

(64) 


Soll  umgekehrt  die  Dispersion  de  ohne  Ablenkung  erzielt  werden. 
60  mufi  sein 

wo 

*■'"    dn. 
gesetzt  ist. 

Das  sekundäre  Spektmm  hat  auf  die  durch  solche  dünne  Prismen 
hervorgerurene  Dispersion  oder  die  durch  sie  hergestellte  Achromasie 
einen  ganz  analogen  Einfluß  wie  bei  Linsen;  einer  Brennpnnkts- 
differenz  dort  entspricht  eine  Winkel  ab  weich  ung  hier.  Es  braucht 
deshalb  auf  diese  Verhältnisse  hier  nicht  nochmals  eingegangen 
zu  werden.  — 

Die  bei  dünnen  Prismen  von  unendlich  kleinen  Winkeln  statt- 
findenden Verhältnisse  werden  oft  ohne  weiteres  auf  Prismen  von 
endlichen  Winkeln  übertragen.  Dies  ist  aber,  wie  hier  ausdrücklich 
bemerkt  werden  mag,  ganz  unzulässig.  Insbesondere  die  Größe 
und  der  Gang  der  Dispersion  hängen  schon  bei  einer  einzigen 
Brechung  in  erheblichem  Grade  von  dem  Einfallswinkel  ab,  und 
werden  bei  den  weiteren  Brechungen,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
auch  noch  mit  durch  den  vorher  erhaltenen  Betrag  bedingt.  Ea  sind 
daher,  wie  eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  weder  die  von  zwei 
Prismen  gleicher  Substanz  aber  verschiedenen  endlichen  Winkels  — 
selbst  in  gleicher  Stellung,  z.  B.  der  der  Minimalablenkang  — 
hervorgebrachten  Spektra  einander  ,, proportional",  noch  haben  «üe 
von  Prismen  verschiedener  Substanz  entworfenen  Spektra  immer 
verschiedenen  Gang,  wenn  die  wahren  Dispersionen  dieser  Sub- 
stanzen in  den  verschiedenen  Teilen  des  Spektrums  disproportional 
sind;  sondern  es  hängen  diese  Verhältnisse  eben  sehr  von  dem 
Betrage  und  der  Folge  der  Brechungen  ab.  Man  kann  daher  sehr 
wohl  Prismenpaare  aus  optisch  gleichen  Substanzen  herstellen,  welche 
nur  geradsichtig  oder  nur  achromatisch  sind,  und  im  ersteren  Fall« 
eine  endliche  Dispei-sion,  im  letzteren  Falle  eine  endliche  Ablenkung 
haben.    Ja,  man  kann  sogar  aus  zwei  gleichen  Prismen  ein  gered- 
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sichtiges  Prisineiisy stein  bilden,  indem  man  dem  ersten  Priema  das 
zweite  mit  umgekehrter  Lage  der  brechenden  Kante  gegenüberstellt 
und  es  so  richtet,  daß  der  Strahl  unter  demselben  Einfallswinkel 
iu  das  zweite  Prisma  eintritt,  unter  dem  er  das  erste  verlassen 
hat;  man  soll  aber  nicht  ern'arten,  daß  bei  dieser  Anordnung  kein 
sekundäres  Spektrum  vorhanden  sei.  Nur  wenn  zwei  Prismen  von 
gleicher  Substanz  und  gleichem  Winkel  miteinander  so  zusammen- 
gestellt werden,  daß  die  inneren  und  Äußeren  Flächen  einander 
parallel  sind,  so  daß  das  Prismenpaar  gewissermaßen  eine  plan- 
parallele  Platte  wird,  versehwinden  notwendig  immer  gleichzeitig 
Ablenkung,  Dispersion  und  sekundäres  Spektrum.  Diese  Verhältnisse 
sind  z.  T.  bereits  von  Bbbwstee  richtig  dargestellt  worden. 
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Die  Strahlenbegrenznng  in  optischen  Systemen. 


Bearbeiter:  M.  Ton  Rohr. 


L  Die  Projektioiissysteme  bei  allseitig  strahlenden  Objekten. 

Sehen  wir  zunächst  von  den  früher  behandelten  sphäriscben 
und  chromatischen  Aberrationen  ab,  so  können  wir  sagen,  daß  die 
optischen  Instrumente  die  Objekte  derart  abbilden,  daß  einem  Objekt- 
punktc  ein  und  nur  ein  Büdpunkt  entspricht.  Befinden  sich  die 
Objekte  in  verschiedenen  Achsenenlfemungen  s  vom  abbildenden 
System,  so  nehmen  auch  ihre  Bilder  Lagen  von  verschiedener 
Achsenenttemung  s'  im  Kaume  ein,  und  es  entsteht  gegenüber  dem 
Relief  im  Objektraume  ein  Bildrelief,  das  dem  erstgenannten  Punkt 
für  Punkt  zugeordnet  oder  konjugiert  Ist. 

Es  muß  als  eine  allgemein  gültige  Bemerkung  hcr\'orgehoben 
werden,  daß  dieses  Bildrelief  nicht  als  solches  verwertet  wird,  mögen 
wir  ein  optischen  Instrument  zu  subjektivem  Gebrauche  oder  zu 
objektiver  Projektion  verwenden,  A-ielmehr  ist  bei  beiden  Klassen 
von  Instrumenten  eine  bestimmte  Fläche  gegeben,  auf  der  die 
,, Bilder  entworfen"  werden,  wie  der  Sprachgebrauch  lautet,  nämlich 
bei  Instrumenten  für  subjektiven  Gebrauch  die  Netzhaut  des  Auges 
und  bei  den  Projektionssystemen  der  Schirm  oder  die  lichtempfind- 
liche Platte.  Dieses  „Entwerfen  der  Bilder  durch  ein  optisches 
System  aut  einer  hestimmten  Fläche"  bedeutet  aber  etwas  ganz 
anderes  als  den  Prozeß  der  Abbildung,  den  wir  bei  der  Behandlung 
der  Aberrationen  möglichst  vollkommen  zu  gestalten  beabsichtigten. 
Wir  müssen  uns  eben  gegenwärtig  halten,  daß  wir  mit  einem  Auf- 
fangschimie  den  Strahlengang  schneiden,  der  jenes  Bildrelief  hen'or- 
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zubringen  strebt.  Was  auf  diesem  Schirme  sichtbar  wird,  ist  nur 
für  die  Objektpunkte  das  wahre  Bild,  die  der  Schirmfläche  kon- 
jugiert sind,  für  alle  vor  und  hinter  ihnen  liegenden  ist  ea  die 
Spur  des  Strahlen  kegeis,  die  Z&rstreuungsfigur,  die  an  die  Stelle  des 
Bildpunkts  tritt.  Das  Nebeneinander  von  wahren  Bildpunkten  und 
stellvertretenden  Zerstreuungsfiguren,  wie  es  sich  auf  der  Netzhaut 
oder  auf  dem  Schirme  einstellt,  repräsentiert  jenes  Bildrelief  and 
unterliegt  unserer  Wahmehmang.  Es  wird  aus  dieser  Überlegung 
klar,  daß  der  Abbildungsvorgang,  soweit  es  sich  um  Objektpunkte 
handelt,  die  keinem  Punkte  der  Autfangflftche  konjugiert  sind, 
auf  einen  gewissen  Projekt  ions  vor  gang  hinausläuft,  insofern  nämlich 
als  der  Schnitt  des  bildformierenden  Büschels  mit  dem  AuHang- 
M:hirme,  die  Undeutlich keitsfigur,  aufgefaßt  werden  kann  als  die 
Projektion  der  Büschelbasis  durch  den  Bildpunkt  atif  die  Aul- 
fangfläche. 

Für  die  nachfolgenden  Überlegungen  wollen  wir  gewisse  An- 
nahmen machen,  die  sich  in  der  überwiegenden  Anzahl  der  in  der 
Praxis  auftretenden  Fälle  verwirklicht  finden  werden.  Wir  wollen 
annehmen,  daß  es  sich  um  zentrierte  Systeme  von  Kagelflächen 
handele,  nnd  daß  die  lichten  Öffnungen,  die  die  Begrenzung  der 
Strahlen  bewirken,  seien  sie  durch  die  Fassungen  der  Linsen  oder 
durch  besondere  kreisförmige  Blenden  (Diaphragmen)  gegeben, 
sämtlich  zentrisch  zur  Achse  seien.  Wir  beschränken  uns  zunächst 
auf  die  Projektionsaysteme  und  wählen  uns,  um  einen  Anhalt  zu 
liaben,  einen  Repräsentanten  aus  ihrer  bestausgc bildeten  Kiasse, 
den  photographischen  Objektiven.  Wir  nehmen  ferner  an,  daß  der 
Auffangsehirm  senkrecht  sei  zur  optischen  Achse,  alsdann  können 
wir  von  Zersbreuungalireisen  an  Stelle  der  allgemeinen  Zerstreuungs- 
figuren reden. 

Es  sei  ferner  daran  erinnert,  daß  wir  nach  der  anfangs  ge- 
machten Voraussetzung  annehmen  wollen,  daß  die  Systeme  frei 
von  Aberrationen  sind.  Alsdann  müssen  die  nach  den  gewöhnlichen 
Ännäherungsrorraeln  ermittelten  Bestimmungen  von  Bildlage  und 
■große,  von  Vergrößerung  und  Konvei^enz Verhältnis  auch  für  end- 
liche Öffnungen  und  Hauptstrahlneigungen  giltig  sein.  Wir  werden 
dementsprechend  im  folgenden  den  Giltigkeitsbereich  der  vorher 
nur  für  den  paraxialen  Raum  definierten  Größen  weiter  ausdehnen 
und,  wo  nicht  anders  bemerkt,  annehmen,  daß  die  Bilder  eben  und 
verzeiehnungsfrei  sind.  Für  die  einzelnen  Fälle,  wo  eine  Berück- 
s'ichtigung  der  Bildfehler  angezeigt  erscheint,  werden  wir  diese 
Voraussetzungen  ausdrücklich  einschränken. 
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Die  BesdmiiiDiie  der  Papillen  (E.-P.  und  A.-P.).  Von  alleo 
Strahlen,  die  ein  Objektpunkt  aussendet,  kommen  für  die  Bild- 
erzeugung  nur  die  in  Betracht,  die  von  dem  System  durchgelassen 
werden.  TJm  sie  zu  ermitteln,  benutzen  wir  in  Fig.  104  die  für 
jedes  optische  Instrument  bestehende  Umkehrbarkeit  des  Strahlen- 
ganges  und  bringen  ein  Auge  an  den  Ort  0  des  Objekts  aul  der 
Achse.  Eine  an  den  konjugierten  Bildpunkt  ff  gebrachte  Mattscheibe 
beleuchten  wir  unter  Ausschluß  aller  von  der  Objektseite  kommenden 
Lichtstrahlen  von  hinten,  so  daß.  sie  nach  allen  Seiten  strahlt;  als- 
dann erblickt  das  mit  unbegrenzter  Akkomodation  begabt  gedachte 
Auge  vom  Achsenorte  0  aus  auf  der  Objektseite  einen  hellen 
Kreis,  und  dieser  gibt  die  Basis  für  das  Büschel  ab,  das  zu  ouserem 


Flg,  IM. 
0  Objekl-,  O"  Bildpunkt;   P,,  Pjj,  Fjj-j  objekueltlge  Blendenbüdep. 

ein  genAe  noch  i*,,  und  dAmlt  du  Spatem  puuiercnder  Stimhl. 

—  ■ — ■ —  ein  Frei  hindarrtitifitcnder  Stfibl  getingemt  Öffnung. 

Zur  Ermittlung  der  ElDliiltapupllle. 

Auge  gelangt  und  umgekehrt  von  dem  allseitig  strahlend  gedachten 
Objektpunkte  ausgehend  durch  das  System  hin  durchgelassen  wird. 
Fragen  wir  nun  naher  nach  der  Begrenzung  dieser  Basis,  so  ulrd 
sie  offenbar  verursacht  durch  eine  der  im  Objektiv  vorhandenen. 
kreisförmig  und  zentriert  angenommenen  Blenden,  seien  es  tun 
Linsen fassungen  oder  gesondert  eingeführte  Diaphragmen.  Direkt 
sichtbar  kann  nur  eine  vor  der  ersten  Linsenfiache  liegende  Fassung 
oder  Blende  werden,  alle  anderen  werden  durch  ihre  (meistens 
virtuellen)  Bilder  vertreten,  die  durch  die  zwischen  dem  Auge  und 
ihnen  befindlichen  Systemteile  nach  der  Objektseite  entworfen  werden. 
Jedes  dieser  Bilder  P^,  P„,  i^„  ...  —  und  unter  dieser  Bezeiclinung' 
seien  auch  die  vor  dem  System  liegenden,  physischen  Blenden  ver- 
standen —  würde  den  nach  dem  Auge  gelangenden  Strahlenke^el 
als  Basis  begrenzen,  wenn  es  allein  vorhanden  wfire;  da  aber  die 
verschiedenen  Bilder  gleichzeitig  bestehen,  so  übernimmt  die  objekt- 
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seitige  Strahlenbegienzung  das  Blendenbild ,  das  dem  Auge  unter 
dem  kleinsten  Winkel  ei-scheint;  in  unserem  Falle  ist  das  Fj.  Eine 
solche  Begrenzung  der  Apertur  würde  auch  ein  Blendenbild  aus- 
üben können,  wenn  es  wie  Pm  links  von  0  läge.  Denn  es  ist 
offenbar  für  seine  Ausschließung  gleichgültig,  wo  auf  dem  ge- 
brochenen Wege  eines  ein  optisches  System  durchsetzenden  Strahls 
ein  Hindernis  eintritt. 

Es  wäre  nun  der  Fall  denkbar,  daß  es,  wie  in  Fig.  105  ange- 
nommen, für  einen  Punkt  0^  zwei  Blendenbilder  Pj  und  Pn  g&be, 
die  unter  gleichem  Winkel  erschienen.  Alsdann  liefern  die  Übers 
Kreuz  gezogenen  Verbindungs- 
linien der  Blendenränder  noch 
einen  zweiten  Punkt  0„,  von 
dein  aus  gesehen  die  beiden 
Blendenbüder  gleich  groß  er- 
scheinen. Beide  Punkte  Oj  und 
0,j  teilen  die  Achse  derart  in 
die  beiden  Stücke  0',Oij  und  0„ 
CO  Oj,  daß  (ür  alle  Punkte  des 
erstgenannten  Pjj,  für  die  des 
zuletzt  genannten  i^  unter  dem 
kleineren  Winkel  erscheint.  In 
diesem  Falle  würde  sich'  also 
die  Lage  der  stralilenbegrenzen- 
den  Blende  mit  der  Objektent- 
femung  ändern  können,  und 
man  sieht  leicht  ein,  daß  das 
Hinzutreten  noch  weiterer  Blenden  eine  noch  weitergehende  Zer- 
legung der  Achse  in  Abschnitte  mit  je  bestimmt  zugeordneten  wirk- 
samen Blenden  nach  sich  ziehen  kann. 

In  den  vorhergehenden  Abschnitten  haben  wir  schon  gesehen, 
eine  wie  wichtige  Rolle  die  wirksame  Blende  für  die  Korrektion 
des  Systems  spielt,  und  es  ist  daher  verständlich,  daQ  ein  derartig 
sprunghafter  Wechsel  dei-  wirksamen  Blende,  wie  er  beim  Über- 
gange über  Of  oder  Oj^  eintreten  würde,  dem  Korrektionszustande 
des  Systems  verhängnisvoll  werden  kann.  Daher  schließen  wir 
diese  Fälle  hier  aus,  indem  wir  den  Spielraum  der  Objektver- 
schiebung auf  der  Achse  derart  beschränken,  daß  ein  und  dasselbe 
Blendenbild  die  Strahlenbegrenzung  übernimmt.  Alsdann  nennen 
wir  die  zugehörige  physische  Blende,  wo  immer  sie  auch  gelegen 
sein  mag,  die  Aperturblende  und  bezeichnen  ihr  vorher  betrachtetes, 


,  Pff ,  objekUeEllge  BlendenbUdiv ; 
j.  GreuilBgeD  für  ulile  Objektpunkti 
»er  Fall  i<r«l«T  EüitrlltipiipUlea. 
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nach  der  Objeklseite  durch  die  ihr  vorausgehenden  SysWmieDe 
entworfenes  Bild  als  Eintritts-Fi^iük  =  E.-P.  und  ihr  nach  der  Bild- 
seite durch  die  nachfolgenden  Systemteile  entworfenes  Bild  als  Aus- 
tritts-Pupille  =A.-V.  Alsdann  stehen  E.-P.  und  A.-P.  in  Bezug  auf 
das  ganze  System  im  Verhältnis  von  Objekt  und  Bild.  Die  A.-P. 
muß  alsdann,  wie  nach  Gleichung  (21)  auf  Seite  104  aus 

tg  «'  =  -  --7  tg  u 

folgt,  die  Apertur  der  bildseitigen  Bflscbel  bestimmen.  Denn  os 
häng;t  bei  einem  gegebenen  System  der  Faktor  von  tg»  nur  von 
der  Objekt-,  nicht  von  der  Bleudenlage  ab.  Bei  einem  gegebenen 
System  erscheint  also  auch  das  nach  der  Bildseite  entworfene  Bild 
der  Aperturblende  vom  Bildpunkte  ff  aus  betrachtet  unter  einem 
kleineren  "Winkel  als  irgend  ein  anderes  Blendenbild. 


A.  Der  Fall  eneer  Aperturblenden. 

Die  Gesichtefeldblende  nnd  die  Luken  (E.-L.'  wai  A.-L). 
In  dem  hier  vorliegenden  Falle  eines  photographischen  Objektiv^ 
ist  in  der  Regel  die  eben  berührte  Möglichkeit  verschiedener  E.-P. 
an  sich  ausgeschlossen,  die  Begrenzung  der  Öffnung  wird  hier  durch 
das  Bild  einer  Blende  von  variablem  Durchmesser  geleistet,  die  wir 
uns  zunächst  einmal  sehr  eng,  punktförmig  denken;  wir  beschrSnkeii 
sie  also,  da  sie  immer  zentriert  sein  muß,  auf  ihren  Mittelpunkt. 
Diese  punktförmige  E.-P.  übernimmt  nun  für  den  ganzen  in  Betracht 
kommenden  Objektbereich  die  Beschränkung  der  Systeraöftimiig 
derart,  daß  nur  noch  isolierte  Strahlen  durchgelassen  werden,  die 
die  Achse  in  der  Mitte  der  Aperturblende  schneiden;  in  Überein- 
stimmung mit  der  bei  der  Behandlung  der  Aberrationen  einge- 
haltenen Bezeichnung  wollen  wir  diese  im  Objektraume  nach  der 
E.-P.  zielenden  Strahlen  die  Havptstrahlen  nennen. 

Errichten  wir  nun  in  Fig.  106  im  Objekt-  und  im  Bildpimkte 
0,  ff  achsensenkrechte  Ebenen,  und  beleuchten  wir  die  Mattscheilw 
in  ff  von  hinten,  so  wird,  wie  wir  wissen,  von  jedem  ihrer  leuch- 
tenden Punkte  ä'  nur  der  Strahl  hin  durchgelassen ,  der  nach  der 
A.-P.  zielt.  Nach  dem  Durchgange  durch  das  System  tritt  er  dann 
aus  der  E.-P.  wieder  aus  und  durchstößt  die  in  0  errichtete  Ohjckl- 
ebene  an  dem  zum  Ausgangsorte  konjugierten  Punkte  A.  E.-P- 
und  A.-P,  sind  aber  nicht  die  einzigen  Blenden  des  Systems,  e^ 
bestehen   vielmehr   noch   andere   Diaphragmen,    deren    objektseitig 
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projizierte  Bilder  in  Lj,  Ljj  .  .  .  liegen  mOgen;  daher  tritt  schliefllicli 
einmal  der  Fall  ein,  wenn  wir  den  betrachteten  Punkt  auf  der 
Mattscheibe  weiter  von  der  Achse  fort  bis  nach  ff  rücken  lassen, 
daS  der  objektseitige  Teü  des  Hauptstrahls  den  Band  eines  Dia- 
phragmaa  (in  der  Figur  Lj)  streift.  Betrachten  wir  nun  Bildpunkte 
C*  von  noch  größcrem  Acbsenabstande ,  so  entspricht  diesen  kein 
austretender  Strahl  mehr,  und  in  der  Objektebene  wird  nur  der 
Kreis  vom  Eadiua  OB  durch  die  weit  ausgedehnte  Slattscheibe  er- 
leuchtet.    Die  Diaphragmenbilder  Z^,  Lji .  .  ■  wirken   eben   auf  die 


puilennder  Hinihl, 


von  der  E.-P.  ausgebenden  oder  nach  ihr  zielenden  Hauptstrahlen 
genau  so  begrenzend,  wie  es  körperliche  Diaphragmen,  von  gleicher 
Größe  und  am  gleichen  Orte  tun  würden.  Wollen  wir  nun  den 
Hauptstrahlenkegel  kennen  lernen,  der  von  allen  Blenden  durch- 
gelassen wird,  so  suchen  wir  das  Blendenbild  auf,  das  sich  der 
E.-P.  unter  dem  kleinsten  Gesichtewinkel  darbietet.  Wir  bezeichnen 
es  als  Hintrittsluke^'R.-h.  und  konstruieren  mit  ihm  als  Basis  und 
der  Mitte  der  E.-P.  als  Spitze  einen  Hauptstrahlenkcgcl ,  dessen 
Hantel  den  Objektraum  so  in  zwei  Teile  teilt,  daß  von  Punkten 
des  einen  Strahlen  das  System  passieren  können,  während  das  für 
Punkte  des  andern  unmöglich  ist.     Der  Kegelmantel  schneidet  aus 
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einer  im  Objektpunfete  achsensenkrechten  Ebene  einen  zur  Achse 
zentrischen  Kreis  aus,  den  wir  das  objektseiUge  Gesichtsfdd  nennen 
wollen.  Den  Kegelwinkel  <ö,  den  Gremvrinkel  der  objektseitigen  Hatgit- 
strahlndgung,  bestimmen  wir,  wenn  i;  =  PL  die  Entfernung  zwischen 
E.-P.  und  E.-L.  ist  und  SR  als  Kadins  der  E.-L.  gilt,  sowie  die  Be- 
trachtung auf  das  oberhalb  der  Achse  zwischen  der  E.-P.  und  der 
in  0  errichteten,  achsensenkrechten  Ebene  liegende  Gebiet  beschränkt 
bleibt,  durch 


je  nachdem  das  Licht  vom  Objekt  kommend  erst  die  E.-L,  oder 
erst  die  E.-P.  passiert.  Die  Blende,  deren  Bild  als  E.-L.  den  Grenz- 
winkel der  objektseitigen  Hauptstrahlneigung  bestimmte,  nennen 
wir  Oesichlsfeldblende.  Bilden  wir  alle  Blenden  nach  der  Bildseite 
ab,  so  beschränkt  das  zur  Gesichtsfeld  blende  gehörige  Bild  als 
Austrittsluke :^  A,-Ij.  das  bUdseitige  Gesichtsfeld,  indem  es  mit  der 
A.-P.  zusammen  den  Gremwinkd  der  bildsmHgen  Hauptstrahineigutig 
definiert.     Dieser  ergibt  sich  analog  durch 

K'       ,  .,       K' 

tgö)  = V  oder  tgco  =—j- 

-n  V 

und  wird  im  allgemeinen  von  dem  objektseitigen  verschieden  sein. 
Daß  die  der  E.-L.  als  Bild  entsprechende  A,-L,  auch  wirklich  auf 
der  Bildseite  das  Gesichtsfeld  begrenzt,  ergibt  sich  auf  eine  ganz 
analoge  Weise,  wie  der  Umstand,  daß  die  A,-P,  auf  der  Bildseite 
die  Apertur  bestimmt. 

Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  und  er  sollte  in  allen  ein 
größeres  Gesichtsfeld  beherrschenden  Instrumenten  ven\'irklicht  sein, 
bei  denen  die  Aperturblende  auf  beiden  Seiten  von  Systemtoilen 
eingeschlossen  ist,  daß  die  Fassungen  dieser  Teile  von  der  Mitte 
der  Aperturblende  gesehen  unter  dem  gleichen  Winkel  erscheinen; 
alsdann  bieten  auch  ihre  objekt-  oder  bildseitig  entworfenen  Bilder 
sich  je  der  E.-P,  oder  der  A.-P.  unter  gleichem  Winkel  dar,  und 
wir  haben  den  Fall  zweier  E.-L.,  der  bei  endlich  geöffneter  Apertur- 
blende eine  gewisse  Rolle  spielen  wird.  Wir  sind  mithin  zn  fol- 
gendem Ausspruche  berechtigt: 

Die  von  dem  Objektpunkte  0  unter  dem  kleinsten  Winkel  er- 
scheinende Blende,  die  Aperturblende,  denken  wir  uns  nach  ihrer 
Festlegung  auf  einen  Punkt  verengert.  Ihr  objekt -(bild-)seitig  ent- 
worfenes Bild  bestimmt  dann  mit  dem  von  ihm  aus  betrachtet  am 
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kleinsten  erscheinenden  objekt-(biId-)seitigen  Blendnngsbilde,  der 
E.-L.  (A.-L.),  den  Grenzwinkel  m  {ä>')  der  objekt-(blld-)seitigeE  Haupt- 
strablneigung. 

Die  Vei^rSfienuig  beim  Gebranche  des  Projektionssyetema. 
Xebmcn  wir  ein  bestimmtes  acbsensenkrechtes  Objekt  l)  in  einer 
Entfernung  Ä  von  der  E.-P.  an*),  so  entspricht  ihm  ein  Bild  q',  das 
von  der  Ä.-P.  am  !('  absteht,  and  es  bestehen  zwischen  diesen 
Oröfien  and  den  Sehwinkeln  v,  w'  die  folgenden  Beziehongen: 
0'  =  — a'tgw';     l)  =  — atg». 

GemäO  den  für  die  paraxialen  Strahlen  getroffenen  Festsetzungen 
definieren  wir  als  lineare  Vergrößerung  ß: 

q^^rtgw-^a' 
'^     5      aitgw     st   ■ 

Diese  Vei^rCßenißgszahl  ß  ist  bei  Projektionssystemen  b&ofig  ein 
echter  Bruch  und  wird  dann  meistens  als  Red^üctionsmaßstah  be- 
zeichnet. 


Flg.  107. 

FO  =  i:    f"0'  =  E';    ifP=I:    i"P'  =  =E';    P0  =  '&;    fO'  =  «'; 

Die  Bieonpunlile  F,  f  ilnd  urlHhen  P  uod  O  wwl«  nriKhea  P"  oad  O'  uuunehnun. 
Zur  ElDlÜhrung  der  BreoDpunktBHbelSiide  in  die  VergrfiBenuigifciniieL 

Aus  der  für  ß  angegebenen  Formel  sieht  man,  daß  die  Ver- 
größerung proportional  ist  dem  Abstände  81'  zwischen  der  Bildebene 
und  der  A.-P.  Wird  dieser  Abstand  aus  irgend  welchen  Gründen 
(etwa  wegen  geringer  Konvergenz  der  bildformieren  den  Büschel) 
ungenau  bestimmt,  so  geht  dieser  Fehler  auch  in  den  Werl  von 
ß  ein. 

Wir  gestalten  daher  den  Ausdruck  um  und  bezeichnen  dabei 
nach  Fig.  107  die  von  den  Brennpunkten  gemessenen  Entfernungen 

*)  Da  wir  im  folgenden  die  AbsULnde  vielfach  von  konjugierten  Pnnkten 
messen  werden,  so  wollen  wir  das  nach  dorch  die  Beteicbnnns  rum  Ausdruck 
bringen.  Wir  wKhIen  fUr  den  Spezialfall,  doB  die  Aofangspnnkta  in  die  Pu- 
pillen fallen,  statt  des  allgemeinen  X  von  Seite  109  ein  3. 
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der  Pupillen  mit  iE,   3?,   des  ObjektB  und   des  Bildes  mit  j,  i',  so 
daB  wegen 

P'(/  =  P'F'  +  F'0';     PO  =  PF-\-FO 
gilt 

%•  =  %•-£;     a  =  E-K. 

Dann  können  wir,  da  nach  Gleichung  (21)  aof  S.  104  ist 

r /—l 

s      r 

schreiben 


Ist  nun  bei  der  Anlag:e  des  Instruments  die  E.-P.  im  vorderen 
Brennpunkte  angenommen  worden,  so  gelten  die  Gleichungen 


und  wir  erhalten 


In  diesem  Falle  ist  die  Bestimmung  der  Vergrößerung  ß  von 
Änderungen  im  Bildabetande  (21',  j')  unabhängig,  weil  die  Hanpt- 
strahlen  im  Bildraume  achsenparallel  verlaufen.  Man  bezeichnet 
die  Folge  dieser  Strahlenbegrenzung  nach  dem  Vor  gange  von 
£.  Abbe  (4.)  als  einen  nach  der  Bildseite  telaentriscken  Strahlengaog. 

Ein  diesem  Falle  ganz  analoger  ergibt  sich,  wenn  die  Ä.-P. 
in  den  hinteren  Brennpunkt  rückt.  Es  stellt  sich  dann  infolge  des 
achsenparallcien  Verlaufs  der  Hauptstrahlen  im  Objekiraume  ein 
nack  der  Ohjektseite  ielezetttriscker  Strahlengang  ein,  und  die  Ver- 
größerung  wird   nach   dem  zweiten  für  ß  abgeleiteten  Ausdrucke: 

.=- 

Es  bleibt  nun  noch  der  Fall  übrig,  daß  das  zu  projizierend!! 
Objekt  sich  im  Unendlichen  befindet,  alsdann  muß  die  lineare  Bild- 
größe t}'  mit  der  angularen  Objektgröße  tgto  verglichen  werden- 
Bilden  wir  also  diesen  Ausdruck,  so  wird: 


-_äT=Wl— ^  =/■!- 
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Gehen  wir  für  E  =  oo  zur  Grenze  über,  so  erhalten  wir  also 
die  Größe,  in  der  ein  anendlich  fernes  Objekt  vom  angularen  Be- 
trage «  durch  ein  Projekttonssystem  der  Brennweite  f  abgebildet 
wird,  aus: 

Die  Elnetellnngsebenen  (B.-E.  und  H.-E.).  Wir  hatten  schon 
oben  darauf  hingewiesen,  daß  nur  bestimmte  Punkte  des  körper- 
lichen Objekts  auf  dem  Projektionsschirme  wirklich  abgebildet 
werden;  denken  wir  uns  nun  den  der  Mitte  des  Auffangschirms  (/ 
konjugierten   Objektpunkt  0  auf  der  Systemachse  aufgesucht  und 


f .-£  ^  Einnellebene  tn  O;  M.-K.  =  Mmucheilwiiebtno  In  O';  P  Elniritl»-.  P  AmlritUpupUle ; 

Oj  Ojj  Ojjj  Ojy  Kpritaenlispende  im  Objektraunie ;  O'j  OJj  O'jji  Ojy  ihr»  konjugierten  Punkte 

rnnf  der  MBlUchvib«  und  glekhielllR  repräBcntierende  Punkte  Im  Blldraum«. 

Zv  Konilinktlon  des  objektseitlgeu  Abbilda  und  lu  Mlnur  Wiedergabe  auf  der  Hiltucbflbe. 

in  ihm  eine  achsensenkreehte  Ebene  errichtet,  so  ist  dies  die  Ei«- 
«Mi*i((?sebCTie  =  E.-E.,  und  sie  ist  der  Schirm-  oder  Maltscheibmebene 
^M.-E.  konjugiert.  Jeder  außerhalb  der  E.-E.  gelegene  Objekt- 
punkt bestimmt  (Fig.  108)  mit  der  E.-P.  einen  Hauptstrahl,  der  nach 
Durchgang  durch  das  System  aus  der  A.-P.  ausfährt  und  die  M.-E. 
an  einem  bestimmten  Punkte  durchstößt,  der  dem  repräsentierten 
Objektpunkte  nicht  konjugiert  ist.  Den  konjugierten  Punkt  im 
Objektraume  finden  wir  vielmehr,  wenn  wir  den  objektseitigen 
Hauptstrahl  von  der  E.-P.  aus  rückwärts  bis  zum  Schnitte  der  E,-E. 
verfolgen.  Da  dies  für  jeden  repräsentierenden  Punkt  der  M.-E. 
gilt    so  können  wir  sagen: 
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Der  durch  die  punktfdrniige  E.-P.  und  sämtliche  Objektpunkte 
bestimmte  Hauptstrahleukegel  Bchneidet  auf  einer  zunächst  will- 
kürlich gewählten  E.-E.  eine  Projektionefigor,  das  objektsatige  Ab- 
büd=^o.  A.,  aus,  die  durch  das  System  auf  der  M.-E.  In  einem 
bestimmten  Maßstäbe  abgebildet  wird. 

Der  ganze  Abbildungsvorgang  in  einem  eng  abgeblendetenSystem, 
durch  den  eine  Darstellung  der  körperlichen  Außenwelt  aul  der  M.-E. 
entworfen  wird,  beschränkt  sich  also  auf  die  Wiedergabe  einer 
achsen senkrechten  Ebene,  der  E.-E.,  und  es  ist  das  optische  System 
an  der  Entstehung  des  auf  der  E.-E,  gebildeten  o.  A.  nur  insofern 
beteiligt,  als  es  den  Ort  der  E.-P.  bestimmt. 


Flg.  lOB. 
Die  penpf  kllTlK-hf  UbigeQHademng  nloht  clngutellter  Objekte. 


Oehen  wir  etwas  näher  auf  die  Entstehung  des  o.  A.  ein,  so 
sehen  wir  aus  der  Figur  109,  daß 

8I,-«  =  J8(, 

wenn  wir  mit  2t  die  Entfernung  der  E.-E.  von  der  E.-P.  und  mit 
a,  die  Entfernung  eines  zweiten  Objekts  t)^  von  dieser  bezeichnen : 
JSt  ist  dann  negativ  oder  positiv,  je  naclidem  der  Objektpunkt 
0,  im  Sinne  der  Lichtbewegung  vor  oder  hinter  der  E.-E.  liegt. 
Wir  wollen  es  aber  im  folgenden  immer  als  positiv  betrachten  und 
das  Zeichen  +  heraustreten  lassen. 

Projizieren  wir  q^  von  der  Mitte  der  E.-P.  aus  in  die  E.-E., 
und  nennen  wir  diese  scheinbare  Größe  [ijj],  so  ergibt  sich  die 
Proportion : 


'=    -  und   [t)J  = 


t),M_ 


[l)Japp  =  l)Jl  +  - 
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SO   lange  nämlich  der  Abstand  des  zweiten  Objekts  von  der  E.-E. 
klein   ist  gegen   den  von   der  E.-P.,  ein  Fall,  der  bei  der  Verwen- 
dung von  Projektionssystemeu  in  der  Regel  verwirkUcht  ist. 
Die  Perspektive  der  Anfnafame.     Die  OrOfie 

g,         ■'"ai+äa 

bezeichnet  man  als  relative  perspektivische  Verkärztaig  oder  Verlängerung  ^ 
sie  bekommt  praktische  Bedeutung,  wenn  zwei  gleichgroße  Objekte  t)^ 
vom  gegenseitigen  Abstände  A  81  aus  einem  um  Ä  von  einem 
dieser  Objekte  entfernten  Punkte  betrachtet  werden.  Schreibt  man 
den  Ausdruck  anders, 

so  sieht  man,  daB  das  Verhältnis  des  gegenseitigen  Abstandes  zur  - 
perspektivischen  Verkürzung  selbst  nicht  von  der  Entlemung  M, 
sondern  nur  von  dem  Gesichtswinkel  w^  des  fixierten  Objekts  ab- 
hängig ist.  Hitbin  ändert  sich  der  Eindruck  anf  der  Netzhaut 
nicht,  wenn  eine  im  MaSstabe  e  ausgeführte  Kopie  des  o.  A.  unter 
dem  gleichen  Gesichtswinkel  w^  betrachtet  wird.  Man  spricht 
dann  wohl  auch  davon,  die  e-fach  verkleinerte  oder  vergrößerte 
AbbütUkopie  habe  dieselbe  Perspektive  wie  das  o.  A.  selbst. 

Bei  der  Betrachtung  einer  solchen  Kopie  vom  Maßstabe  e 
bilden  wir  ans,  wenn  es  sich  um  bekannte  Gegenstände  handelt, 
ein  Urteil  anf  Grund  unserer  an  ähnlichen  Objekten  gesammelten 
Erfahrung. 

Es  kann  sich  dabei  nun  einmal  um  Kenntnis  der  Höhen  Q, 
der  verschiedenen  nicht  eingestellten  Objekte  handeln ,  alsdann 
schließen  wir  auf  eine  relative  Tiefenerstreckung  eines  durch  die 
vorliegende  Abbildskopie  dargestellten  Gegenstandes  nach  Maßgabe 
der  Gleichung 

±eä%  =  E  ([l)i]  —  l),)  ctg  »,. 

Eine  andere  Möglichkeit  ist  die,  daß  uns  ein  Anhalt  über  den 
Tiefenunter  schied  gegeben  ist,  alsdann  schließen  wir  auf  die  Höhen- 
verhftltnisse  außerhalb  der  E.-E.  liegender  Objekte  nach  Maßgabe 
der  Gleichung 

«')l=«[lll]+f -^^tg»!- 

Wenn  kein  Anhalt  zur  Bestimmung  des  natürlichen  Maßstabes 
vorliegt,  so   werden   wir  zu  einer  meist  unbewußten  Konstruktion 
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eines  io  allen  seinen  Teilen  e-(ach  veränderten  Objekts  geführt, 
das  aber  von  dem  am  e%  entfernten  Augenorte  (aber  auch  nur 
von  diesem)  aus  betrachtet,  abgesehen  von  der  veränderten  Akko- 
modation, denseiben  Eindruck  macht  wie  das  Objekt  selbst  von  der 
Mitte  der  E,-P.  aus. 

Das  auf  der  M.-E.  entstehende  Bild,  das  büdsHÜge  AbInJd  =  b.  A., 
ist  für  das  optische  System  dem  o.  A.  streng  konjugiert,  ganz 
gleichgültig,  wie  die  Haaptstrahlneigung  dnrch  das  System  modi- 
fiziert wird.  Gewöhnlieh  aber  steüt  man  noch  die  Forderung,  das 
Bild  solle  dem  o.  A,  ähnlich  sein,  d.  h.  keine  Verzeichnung  anf- 
weisen,  alsdann  kann  es  zu  ihm  in  perspektivische  Lage  gebracht 
werden;  es  ist  ihm  dann  auch  ohne  Zwischenschaltung  des  ab- 
bildenden Systems  Punkt  für  Punkt  dnrch  geradlinige,  von  der 
E.-P.  ausgehende  Strahlen  zugeordnet. 

Für  die  Betrachtung  eines  sol- 
chen geometrisch  ähnlichen  b.  A.  fin- 
den die  vorher  für  die  Betrachtung 
der     im     Maßstäbe    e    ausgeführten 

Kopie  entwickelten   Beziehungen  di- 

"  ^  rekt    ihre    Anwendung,    wenn    man 

e  =  ß  setzt. 

Ist  das  Objektiv   wohl  frei  von 

'  Astigmatismus,     aber    mit    Bildfeld- 

P0  =  %-    PD  =  r  krümmung    behaftet,     so    entspricht 

DieBMtimniiuiitderohiektMitigcnAp*rtur     die  M.-E.  nicht  mehr  der  E.-E-,  Bon- 

«u.  d™  '^^;;"„^^^Einiriiwpupui«  «nd      ^^^^  ^j^gj.  EinstcUungsfläche,  auf  der 

nunmehr  das  o.  A.  aufgesucht  werden 
muä.  An  der  Perspektive  wird  dadurch  nichts  weiter  geändert, 
denn  wenn  man  das  auf  der  M.-E.  entstehende  b.  A.  richtig  vor 
die  E.-P.  bringt,  so  deckt  es  sich,  ein  nicht  verzeichnendes  Objektiv 
vorausgesetzt,  Punkt  für  Punkt  mit  der  Darstellung  auf  der 
Schärfenfiifche. 

Die  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes  kommt  in  der  Regel  durch 
die  Projektion  der  E.-L.  von  der  E.-P.  ans  in  die  E.-E.  zu  stände; 
sind  die  Objekte  nur  auf  einen  Teil  des  Feldes  beschränkt,  so  tritt 
an  ihre  Stelle  die  Projektion  der  Objoktbegrenznng  selbst  in  die  E.-E. 

B.  Der  Fall  endlicher  Aperturblendeo. 

Bei  der  Behandlung  der  sphärischen  Aberration  hatten  wir 
auf  S.  223  als  numerische  Apertur  eines  Systems  nach  E.  Abbb 
die  Größe  eingeführt 
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Ist  uns  nun  der  Radius  der  E.-P.  als  endliche  Größe  t  gegeben, 
und  ist  der  Objektpunkt  um  8  von  der  E,-P,  entfernt,  so  ergibt 
sich  direkt 


V9l*  +  t' 

Aus  dieser  Beziehung  wird  die  Änderung  ersichtlich,  die  die 
Apertur  erfährt,  wenn  man  entweder  die  Öffnung  der  E.-P.  ver- 
ändert oder  den  Objektpunkt  verschiebt.  Im  letztgenannten  Falle 
kommt  es  darauf  an,  ob  9  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  ob  die 
E,-P.  vor  oder  hinter  dem  Objektpunkte  liegt.  Unter  Berück- 
sichtigung dieser  beiden  Möglichkeiten  nimmt  die  Apertur  im  ersten 
Falle  ab,  im  zweiten  zu,  wenn  der  Objeklpunkt  eine  Verschiebung 
im  Sinne  der  Lichtbewegung  erfährt,  und  der  Effekt  einer  be- 
stimmten Verschiebung  d  H  ist  nm  so  größer,  je  naher  der  Punkt 
sich  bereits  an  der  E.-P.  befand. 

Die  Unabhängigkeit  der  Perspektive  von  der  Öffnung.  Be- 
trachten wir  nun  die  Abbildung  eines  körperlichen  Objekts  durch 
ein  System  mit  endlicher  E.-P.,  so  treten  jetzt  für  alle  Objektpunkte, 
die  keinen  zu  großen  seitlichen  Achsenabstand  haben  (die  genauen 
Grenzen  werden  später  bestimmt),  nicht  mehr  bloß  die  Hauptstrahlen 
durch  das  System,  sondern  ganze  Strahlenkegel,  die  ihre  Basis  in 
der  E.-P.  und  ihre  Spitzen  in  den  Objektpunkten  haben.  Auf  der 
Bildseite  ist  die  gemeinsame  Basis  dieser  zweifachen  Mannigfaltigkeit 
von  Kegeln  die  A.-P.  Da  die  M.-E.  diese  Kegel  vor,  in  oder 
hinter  ihren  Spitzen  schneidet,  so  besteht  für  endlich  geöffnete 
Systeme  das  b,  A.  jedenfalls  aus  Bildpunkten  und  stellvertretenden 
Zerstreuungskreisen ,  je  nachdem  die  zugehörigen  Objektpunkte 
innerhalb  oder  außerhalb  der  E.-E.  liegen.  Das  Objekt  zu  diesem 
b,  A,  ist  natürlich  das  o.  A.,  wie  es  entsteht,  wenn  die  endliche 
E.-P.  durch  alle  Objektpunkte  in  die  E,-E.  projiziert  wird,  wobei 
dann  jeder  Zerstreoungskreis  zentrisch  ist  zum  Durehstoßungspunkte 
des  Hauptstrahls  und  zwar  sowohl  auf  der  Objekt-  wie  auf  der 
Bildseite  (s.  Fig.  111). 

Von  besonderem  Vorteil  wird  diese  Voi-slellung  des  das  körper- 
liche Objekt  ersetzenden  Abbildes,  wenn  es  sich  um  sehr  weit  ge- 
öffnete Systeme  handelt.    Bei  diesen  kann  man,  wie  S.  299  gezeigt 
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wurde,  überhaupt  nicht  mehr  von  einer  punktmäßigen  Abbildung 
vor  oder  hinter  der  E,-E,  liegender  Punkte  reden.  Dagegen  können 
die  verschiedenen  Punkte  der  Zerstreuungskreise  des  o.  A.  auf- 
gefaßt werden  als  Punkte  der  aplanatischen  E.-E.,  die  aber  nur  in 
einer  (durch  den  außerhalb  gelegenen  Objektpunkt  bestimmten) 
Richtung  Strahlen  aussenden  und  infolge  ihrer  bevorzugten  Lagp 
auch  wieder  mit  konstanter  Vergrößerung  in  der  konjugierten 
aplanatischen  Bildebene  abgebildet  werden. 


Du  Ml  der  In  O  eirichWlen  Ein«lclliing»benB  MU  Punklen  O  ond  nellTertretendni  ZHslwmiict- 

krelBCD  n,,  jt,   entsiehende,   objekteeliige  Abbild  imd  die  Ihm  konjugiert«,  tat  Paoklen  ff  imd 

ZfntreuungsfcrelKD  »,',  n,'  bestcbeode  Abbildikople. 

Zur  Aofmiliiue  eines  ittumlirben  Objekte  (F^OP,)  durcb  ein  Sjiaiem  endlicber  Cfbirng. 


Selbst  unter  so  extremen  Verhältnissen  bleibt  also  der  Durch- 
Stoßungspunkt  des  Hauptstrahls  als  Mittelpunkt  des  Zerstreuun^- 
kreiscs  erhalten,  und  die  Perspektive  erleidet  keine  Änderung,  da 
wir  unwillkürlich  den  Bildort  in  dem  Mittelpunkte  des  Zerstreuungs- 
kreiseK  suchen. 

Die  Zusammensetzung  der  Abbilder  aus  Punkten  und  stell- 
vertretenden Zerstreuungskreisen  würde  nun  allen  auf  eine  be- 
stimmte Fläche  projizierten  optischen  Bildern  den  Charakter 
mangelnder  Natur«ahrheit  geben,  insofern,  als  die  Akkommoda- 
tionsfähigkeit des  Auges,  die  uns  sehr  rasch  nacheinander  scharfe 
Bilder  von  Objekten  sehr  verschiedener  Entfernung  wahrzunehmeii 
gestattet,  jetzt   außer  Spiel   kommt.     Dieser  Mangel  würde  in  der 
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Tat  merkbar  werden,  wenn  es  sich  bei  unserem  Auge  um  eine 
absolute  Sehschärte  handelte.  Dies  ist  aber  nach  dem  Bau  des 
Auges  nicht  der  Fall,  wir  sind  nur  im  stände.  Unscharfen  zu  er- 
kennen, die  ein  gewisses  angulares  Ma£  überschreiten;  Objekte,  die 
diese  Größe  nicht  erreichen,  gelten  uns  als  Punkte,  Diese  Aussage 
gilt  auch  von  den  Zerstreuungskreisen  auf  der  E.-B.;  so  lange  sie 
vom  Orte  der  E.-P.  aus  betrachtet  jenes  angulare  Maß  der  Unscharfe 
nicht  erreichen,  gelten  sie  als  Punkte  und  erscheinen  also  scharf 
wiedergegeben.  Man  bezeichnet  diese  auf  der  begrenzten  Sehschärfe 
des  Auges  beruhende  Erscheinung  bei  den  Projektionssystemen  als 
Tiefenschärfe. 

Die  Tiefenschärfe  in  abso- 
lutem HaBe.  Wir  stellen  uns  nun 
die  Aufgabe,  die  Größe  der  Zer- 
streuungekreise abzuleiten  aus  den 
sie  bestimmenden  Elementen  auf 
der  Objektseite ,  nSmlich  der 
Größe  und  Lage  der  E.-P.  und  den 
Entfernungen  der  Objektpunkte 
von  der  E.-E. 

Es  sei  S(  der  Abstand  zwi- 
schen E.-E.  und  E.-P.,  r  der  Radius 
der  E.-P.  und  +Ja  der  Abstand 
des  hinter  oder  vor  der  E.-E.  liegen- 
den Objektpnnkts  von  ihr.  Dann 
ergibt  sich  der  Wert  des  Halb- 
messers d  des  Zerstreuungskreises  in  der  E.-E.  nach  der  Formel 

_         tJa t_  MJ«  _  a49i_ 

st+jsi  ~a  a±Jä^  9t±J9t  ^^'*' 

<in  Ausdruck,  der  für  kleine  A%  übergeht  in 
—  d  app  =  .d  ?t  tg  «. 
Aus  der  für  d  angegebenen  strengen  Formel  lassen  sich  nun 
die  Abstände  J,  8(  vor  und  Jj5S  hinter  der  E.-E.  (vor  und  hinter 
immer  im  Sinne  der  Lichtbewegung  genommen)  berechnen,  die  die 
Objektpunkte  erreichen  können,  ohne  daß  der  der  angularen  Seh- 
schärfe f  entsprechende  Unscharfen radius 


Fif.  iii. 
PD-t;    Bjf=a. 

□r  Ableitung  der  TierentcblrTt'. 


-,81«; 


Überschritten  wird, 
OpUk. 
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Hau  sieht,  daß  bei  Festhaltung  von  91  stets  J, 91  kleiner  ist  als 
Jj2[,  oder  mit  andern  Worten:  Die  absolute  Unscharfe  wächst  bei 
einer  Entfernung;  des  Objektpunkts  von  der  E.-E.  in  der  Richtung 
des  einfallenden  Lichts  schneller  als  gegen  sie.  Der  ganze  Tiefen- 
raum,  die  Schärfentiefe,  ergibt  sich  als  Summe  der  beiden  Teil- 
räume zu 

1      1     I  r*— ö' 

Der  reziproke  Wert  der  Schärfentiefe  1:^91  wird  als  MaB  der 
EitiateUungagenauigkät  angesehen,  denn  es  wird  sich  tatsächlich  die 
Lage  der  Bildebene  mn  so  sicherer  feststellen  lassen,  je  kleiner  die 
Schärfentiefe  ist. 

Da  die  Formeln  für  J^  3  und  A^  %  ganz  allgemein  für  jede 
Objekthöhe  q  gelten,  so  kann  man  die  Ergebnisse  in  folgendem 
aussprechen : 

Ist  der  Durchmesser  des  zulässigen  Zerstreuungskreises  be- 
stimmt, Bo  ergeben  sich  als  räumliche  Grenzen  für  die  Objektpankte, 
deren  Unscharfe  diesen  Betrag  nicht  überschreiten  soll,  zwei  der 
E.-E.  parallele  Ebenen,  von  denen  die  vordere  den  größeren  Ab 
stand  von  der  E.-E.  hat. 

Der  Zusammenhang  der  oben  definierten  GrOßen  untereinander 
wird  durch  die  folgende  Htlfsgröße  a  für  die  numerische  Eeohnnng 
bequemer  vermittelt 

denn  dann  ist 

^9l  =  -«tgK. 

Die  eingehende  Diskussion  der  verschiedenen  Relationen,  die 
diese  Größen  miteinander  verbinden,  werden  wir  da  geben,  wo  die 
Theorie  des  hauptsächlichen  Projektionssystems,  des  photographisclien 
Objektivs,  behandelt  wird.  Hier  genüge  die  Bemerkung,  daß  in 
alle  diese  Formeln  nur  solche  Größen  eingehen,  die  auf  die  Größe 
der  E.-P.  und  ihre  Lage  zu  den  Objektpunkten  Bezug  haben,  daß 
aber  die  Brennweite  des  abbildenden  Systems  nicht  vorkommt. 

Die  Tiefeuscbärfe  in  relativem  HaBe.  Der  absoluten  Unscharfe 
im  o.  A.,  wie  sie  durch  den  Wert  5  des  Radius  der  Zerstreuung*- 
kreise  gekennzeichnet  ist,  tritt  die  relaäve  Unscharfe  gegenüber, 
derzufolge  das  Detail  im  o.  A.  verwischt  wird.    Zu  diesem  Zwecke 
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setzen  wir  die  scheinbare  (perspektivisuh  veränderte)  Objektgröße 
[^,],  wie  sie  durch  den  Verlauf  der  Hauptstrahlen  bestimmt  ist,  zu 
dem  Durchmesser  des  Zerstreuuugskreises  in  Beziehung,  der  durch 
die  endliche  Öffnung  des  E.-P.  verursacht  ist.  Da  sich  S.  476  er- 
geben  hatte 

M        a 

so  wird  nun 

Wir  erhalten  also  das  Ergebnis,  daß  die  durch  die  Bildung 
des  o.  A.  entstehende  Verundeutlichung  oder  relative  Unscharfe 
einmal  durch  den  Öffnungswinkel  des  Systems  bedingt  ist,  daneben 
aber  nicht  mehr  vom  Zeichen,  sondern  nur  noch  von  dem  absoluten 
Betrage  der  Entfernung  zwischen  Objekt  und  E.-E.  abhangt.  Als 
räamiiche    Grenzen    für    eine    gewisse    relative    Verundeutlichung 

—  ^  .— ^  ergeben  sich  also  zwei  achsensenkrechte  Ebenen  in  gleichem 
AbStande   /l  8  ~=  —. ;    von    der   E.-E-,    wo    S   durch    einen   vor- 

2!tgw; 

geschriebenen  Bruchteil  von  ti^  bestimmt  ist. 

Die  sekundäre  Apertorbegrenzniig  durch  die  Luken.  Schon 
bei  der  Überlegung,  die  uns  auf  die  Unabhängigkeit  der  Perspek- 
tive von  der  Öffnung  des  Projektionssystems  führte,  hatten  wir  den 
Durchgang  vollständiger,  von  den  Pupillen  als  Basen  ausgehender 
Strahlenkegel  nur  für  Objektpunkte  ohne  allzu  großen  seitlichen 
Achsenabstand  angenommen  und  damit  die  Möglichkeit  einer  Grenze 
für  den  ungehinderten  Durchgang  zugelassen. 

"Wir  wollen  uns  nun  dazu  wenden,  diese  Grenzen  genauer  zu 
bestimmen. 

Es  ist  möglich,  daß  besonders  gelegene  Punkte  wohl  auf  die 
Mitte  der  E.-P.  ungehinderten  Ausblick  haben,  während  ihnen 
Randgebiete  der  E.-P.  durch  Teile  des  Objekts  verdeckt  werden. 
Wir  schließen  solche  Objekte  hier  aus  und  sparen  ihre  Behandlung 
für  das  Kapitel  auf,  das  sich  mit  dem  photographischen  Objektiv 
allein  beschäftigt.  Diese  Beschränkung  kommt  dann  im  wesent- 
lichen darauf  hinaus,  daß  die  Entfernung  der  E.-P.  von  dem  Objekt 
groß  sei  gegenüber  ihrem   Durchmesser.  ■   Es   sei   zuerst   betrachtet 

Der  Fall  einer  einzelnen  E.-L.  Wir  betrachten  zunächst  den 
Fall,   daß   die  E.-L.   im  Sinne   der  Lichtbewegung   hinter  der  E.-P. 

31  • 


,y  Google 


484 


1  Bohr,  Die  StrAhlenbegranEimg  in  optiachen  Systemen. 


liegt.  Er  findet  sich  bei  den  photographischen  Objektiven  ver- 
wirklicht, die  mit  einer  Vorderblende  verwandt  werden,  also  bei 
allen  „einfachen  Landschaftslinsen". 

Legen  wir  durch  die  E.-L.  eine  achsensenkrecbte  Ebene,  so 
projiziert  sich  für  den  Objektachseupujikt  0  die  E.-P.  anf  sie  als 
ein  zu  der  E.-L,  konzentrischer  Kreis.  Wenn  wir  an  den  Bezeich- 
nungen festhalten,  die  wir  für  die  Radien  dieser  Blendenöffnungen 
Kchon    früher   gebraucht    haben,    so   erhalten   wir  für  den   zn  dem 


positiven    Achaenabstande   %j    gehörigen    Grenzwinkel    der 
seifigen  Haupt  st  rahlneigung  &  den  Ausdruck 


objeki- 


tg(w  =  — . 

Kücken  wir  nun  in  der  Meridianebene  mit  dem  Objektpunkte  0 
aus  der  Achse  heraus,  d.h.  betrachten  wir  Punkte  der  in  0  achsen- 
senkrechten  Objektebene  mit  der  Hauptstrablneigung  vi,  so  projizlen 
sich  die  E.-P.  zunächst  als  exzentrischer  Kreis  auf  die  E.-L.;  dieser 
berührt  schließlich  die  Peripherie  der  E.-L.  von  innen,  und  wir 
erhalten  den  berührenden  Strahl,  indem  wir  die  Endpunkte  5  und 
B  der  beiden  Durchmesser  auf  derselben  Seite  der  Achse  verbiuden- 
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Diese    Gerade  bildet  mit  der  Achse  den   Winkel   o»,    der  gegeben 
ist  durch 

5R-r  c 


und   der  der  Vignettierungswiakel  heißen  möge. 

Der  Sehnittpunkt  H  mit  der  Achse  liegt  in  einer  Entfernung  9^ 


und  unter  Benutzung  dieser  Größe  ergibt  sich  der  Radius  tj^  des 
mit  voller  Apertur  abgebildeten  Feldes  in  einer  Achsenentter- 
Dung  9  zu 


und  als  Gesichtsfeldwinkel  w  dieses   (?e6tetes   unverminderter  Apertur 
erhalten  wir 

--^  =  tgw  =  tga>  +  tgtt. 

Ist  also  für  ein  gegebenes  System  der  Vignettierungswinkel  oj 
bestimmt,  so  ist  bei  Vorderlage  der  E.-P.  die  Tangente  des  fle- 
sicbtsfeld winkeis  w  für  das  Gebiet  unverminderter  Apertur  gleich 
der  Summe  der  Tangenten  von  Vignettierungs-  und  öffnimgswinkel. 

Für  jede  größere  Hauptstrafalneigung  w  >■  w  wird  die  Apertur 
durch  die  E.-L.  eingeschränkt,  und  an  die  Stelle  des  lichten  Kreises 
tritt  ein  lichtes  Kreiszweieck.  Der  Mittelpunkt  der  E.-P.  projiziert 
sich  auf  den  Band  der  E.-L.  für  Objektpunkte,  die  von  der  Mitte 
der  E.-P.  aus  unter  dem  Grenzwinkel  Ä  der  objektseitigen  Haupt- 
strahlneigung erscheinen. 

Oberhaupt  hindurcbgelassen  werden  noch  Strahlen  von  einer 
Achsenneigung  ü,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  BB,  BB  ziehen, 
d.  h.  die  Endpunkte  beider  Durehmesser  Übers  Kreuz  verbinden. 
Danach  ergibt  sich  der  AusscMuäwinkei  Q  aus 

Während  wir  für  den  Schnittpunkt  1  die  Entfernung  i?,  ennittehi  zu 

»,_  -'!-. 
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Gehen  wir  nun  ganz  analog  wie  oben  vor,  so  erhalten  wir  W 
als  den  Gesichtswinkel  der  Äusschlofigrenze  für  die  Achsenentler- 
nnng  %,  und  es  ist: 


-sr 


f^.  =  tgW  =  tgß-tg«. 


Ist  also  für  ein  gegebenes  System  der  Ausschluß  Winkel  Ö  be- 
stimmt, 80  ist  bei  Vorderlage  der  E.-P.  die  Tangente  des  Gesichts- 
winkels W  der  Ausschi oBgrenze  gegeben  durch  die  Differenz  dn 
Tangenten  von  Aasschlußwinkel  und  öffnangswinkel. 

In  diesen  beiden  Regeln  muß  ,, Summe"  durch  ,, Differenz"  er- 
setzt werden  und  umgekehrt,  wenn  es  sich  um  die  Hinterlage  der 
E.-P.  handelt,  d.  h.  wenn  das  vom  Objekt  ausgehende  Licht  erst 
die  E.-L.  und  dann  die  E.-P.  passiert.  Solche  Systeme  sind  beispiels- 
weise die  holländischen  Femrohre  schwacher  und  mittlerer  Ver- 
größerung und  die  Teleobjektive  mit  einem  einfachen  Sammelsystem 
und  einer  Mittelblende.  Die  Herleitung  erfolgt  auf  demselben  Wege, 
der  hier  eingeschlagen  wurde. 

Der  ganze  Objektraum  wird  also  durch  diese  drei  Kaumwinkel, 
den  Vignettierungs Winkel,  den  Grenzwinkel  der  üauptstrahlneigiing 
und  den  Ausschluß  wink  el  in  drei  Gebiete  eingeteilt,  die  man  be- 
zeichnen kann  je  als  das  Gebiet  der  Büschel  unverminderter,  un- 
verminderter bis  halber  und  schließlich  halber  bis  verschwindender 
Apertur.  Wir  müssen  uns  dabei  aber  gegenwärtig  halten,  daß  bei 
einer  solchen  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes,  wie  sie  für  alle  endlich 
geöffneten  Systeme  mit  nur  einer  E.-L.  typisch  ist,  der  Hanptstrahl 
die  Rolle  der  Schwerpunktslinie  des  endlich  geöffneten  Bfischels 
nur  so  lange  spielt,  als  tp^w  ist.  Sobald  «  diese  Grenze  über- 
schreitet, fällt  der  Schwerpunkt  der  Zerstreuungsfigur,  jetzt  eines 
Kreiszweiecks,  nicht  mehr  mit  dem  Durchstoßungspunkte  des  Haupt- 
Btrabls  zusammen,  da  dieser  der  Mittelpunkt  nur  eines  Begrenztmgä- 
kreises  ist.  Die  Lokalisierung  der  repräsentierten  Punkte,  sobald 
die  Objektpunkte  außerhalb  der  E.-E.  liegen,  kann  für  das  Gebiet 
mit  w^^  ^^^  endlich  geöffneten  Büscheln  wesentlich  verschieden 
werden  von  der  für  enge  Büschel  geltenden. 

Der  Fall  zweier  E.~L.  Handelt  es  sich  aber  ura  zwei  E,-L.,  so 
nehmen  wir  die  in  der  Zeichnung  angegebene  Lage  filr  den  links 
gedachten  Objektraum  als  typisch  an:  wir  unterscheiden  jetzt  die 
vordere  E.-L.  mit  dem  Radius  dij  von  der  hinteren  mit  Hj/  und 
bezeichnen  ihre  Abstände  von  der  E.-P.  durch  ijj  und  %!■  Alsdann 
fallen  die  Teile  zwischen  Ä  und  ü  infolge   doppelter  Abblenduiig 
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fort,  und  wir  erhalten  die  Grenzen  für  die  Gebiete  abnehmender 
Apertur  durch  das  lolgende,  wieder  einer  Schattenkonatruktion  ent- 
sprechende Verfahren.    (S.  Fig.  114.) 

Verbinden  wir  nämlich  die  Endpunkte  des  IKirchmeBsers  der 
E.-P.  mit  jedem  auf  derselben  Seite  der  Achse  liegenden  Randpunkte 
beider  E.-L.,  so  tritt  zum  Elrsatz  für  das  fortgefallene  Gebiet  von 
Strahlen   größerer  Neigung  als  cö  eine  weitere  Differenzierung  der 


Du  Gebiet  unverminderter  Apertar  liegt  Innarhilb  der  glarkeD  Linien;  die  b 
iSome  nrlMheu  den  iluken  und  den  punkUerten  Linien  geben  die  Gebiete  elmeitlger  Abblendung; 
In  den  Hiamen  iviuben  den  puuktlerteD  und  den  tdh  B^  ,  B^  »ntgebendeD  >ch«*cben  Qerulen  alnkt 
die  Ottnnng  d«  Systemi  noDmebr  von  beiden  Luken  beuhrftnU  BlUuUhUeli  bli  lut  Null,  einen 
Wert,  der  eben  tat  jenen  ichwiuben  Geraden  ■!■  den  GreaiUnien  gegen  den  dunklen  Buuu 
errelcbt  «Ird. 
Der  FbU  iweler  Eintrittiluken. 


gebliebenen  Bereiche  ein.  Man  sieht  ohne  weiteres,  daä  das  Gebiet 
voller  Apertur  nunmehr  durch  zwei  Geradenpaare  begrenzt  ist,  deren 
eines  der  vorderen,  deren  anderes  der  hinteren  E.-L.  zugeordnet 
ist.  Bestimmen  wir  die  Abszisse  91  der  Schnittpunkte  der  beiden 
Geradenpaare,  wie  sie  bei  dem  willkürlich  angenommenen  Werte 
von  r  sich  ergeben,  so  erhalten  wir  als  Abstand  von  der  E.-P, 


9(  = 


Vi  -i-  Vii  ' 
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also  eine  von  dem  c-Werte  unabhängige  Oröfie,  und  zwar  ist  genauer 
der  gesuchte  Fofipunkt  der  vierte  harmouische  Punkt  zu  den  Mitten 
der  E.-P,  und  der  beiden  E.-L. 

Die  Ordinate  des  Schnittpunkts  wird,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
mit  wachsender  Öffnung  r  kleiner. 

Die  Gebiete  unverminderter  Apertur  sind  jetzt  durch  zwei 
VignettierungBwliikel  ai^  und  m^  bestimmt,  die  sich  unter  Berück- 
sichtigung des  Vorhergehenden  aus  den  Beziehungen 

tgt«^  =  -'    — ;      tgß>j  =  -'^ 

berechnen  lassen;  für  eine  beliebige,  im  altgemeinen  negative  Ent- 
fernung 9t  der  achsensenkrechten  Objektebene  ergeben  sich  die 
Gesichtswinkel  (w^,  w„)  der  Gebiete  unverminderter  Apertur   aus: 


tgw,  =tga),-tg«  Ha^a 
tgw„=tga),  +  tg«  )  la>ä' 


Ist  also  iß  einem  System  die  Lage  der  E.-P.,  und  sind  Größe 
und  Lage  der  beiden  von  der  Mitte  der  E.-P.  unter  gleichem  Winkel 
erscheinenden  E.-L.  unserem  Falle  analog  gegeben,  so  errichtet 
man  in  dem  zu  den  Mitten  der  erwähnten  drei  Blenden  gehörigen 
vierten  harmonischen  Punkte  eine  achsensenkrechte  Ebene,  die  die 
Eigenschaft  hat,  daß  für  den  Raum  vor  ihr  zuerst  die  vordere,  ftir 
den  Raum  hinter  Ihr  zuerst  die  hintere  E.-L.  die  Apertur  begrenzt, 
sobald  der  Objektpunkt  genügend  weit  senkrecht  zur  Achse  ver- 
schoben wird. 

Die  Zerstreuungsfiguren  sind  zu  bilden,  indem  von  jedem 
Objektpunkte  als  Apex  der  lichte  Teil  der  E.-P.  in  die  E.-E.  projiziert 
wird.  Man  sieht  danach  ein,  daß  man  sich  atil  das  Gebiet  un- 
verminderter Apertur  beschränken  muß,  wenn  man  eine  Aussage 
machen  will,  die  für  enge  und  weite  Öffnungen  emes  Systems 
gleichmäßig  gültig  sein  soll. 

Es  ist  hiernach  zu  vermuten,  daß  man  sich  in  der  Praxis  häufig 
auf  die  Teile  des  Gesichtsfeldes  beschränken  wird,  in  denen  die 
von  den  Objektpunkten  ausgehenden  Büschel  mit  unverminderter 
Apertur  zur  Geltung  kommen.  Handelt  es  sich  dabei  am  ganz 
oder  nahezu  in  einer  Ebene  befindliche  Objekte,  so  gibt  es  dafür 
ein  einfaches  Mittel,  bestehend  in  einem  zeuti'ierten  Diaphragma 
vom  Radius 

ti  =^  —  91  tg  w         oder 
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i)=-aitgw„j  U^a' 

das  im  Objekt  selbst  angebracht  nur  das  Gebiet  innerhalb  des  oben 
definierten  Gesichtswinkels  w  oder  Wj  (w„)  freilftfit.  Wir  haben 
dann  an  dieser  Grenze  einen  unstetigen,  sprunghaften  Übergang 
von  der  vollen  Apertm-  zur  Apertur  =  0.  Jene  Abbiendung  kann 
ebensogut  auch  an  der  Stelle  des  vom  System  entworfenen  Bildes 
angebracht  werden,  und  das  erweist  sich  dann  als  besonders  vorteil- 
haft, wenn  es  sich  um  eine  einzige,  von  vornherein  fixierte  Objekt- 
eatfemung  bandelt,  wie  sie  beispielsweise  beim  Gebrauche  eines 
Fernrohrs  oder  eines  starken,  d.  h.  wirklich  nur  für  ein  aplanatisches 
Punktepaar  korrigierten  Mikroskopobjektivs  vorkommt. 

Ist  das  Objekt  aber  von  endlicher  Tiefenausdehnuug,  so  gibt 
es  keine  solche  Blende  mehr.  Denn  wo  wir  auch  im  Objektranme 
eine  Kreisblende  zentriscb  anordnen,  immer  wird  sie  mit  der  E.-P. 
zusammen  zwei  Winkelrtlume  so  bestimmen,  daß  die  in  ihnen  liegen- 
den Objektpunkte  infolge  der  Wirkung  der  neuen  E.-L.  auf  einer 
beliebig  gelegenen  E.-E.  durch  Büschel  abnehmender  Apertur  zur 
Projektion  kommen.  Diese  Winkelräume  kOunen  allerdings  weniger 
weit  geöffnet  sein  als  die  nach  Maflgabe  der  am  System  selbst 
befindlichen  E.-L.  konstruierten. 

Die  metrlgchen  Bexiehnageii  zwischen  Papillen  nnd  Bildern. 
Bei  Feststellung  der  linearea  Vergröflerang  ß  bei  eng  abgeblendeten 
Systemen  hatten  wir  die  Beziehung  aufgestellt 

Da  es  sich  jetzt  um  endliche  Pupillen  handelt,  so  können  wir  unter- 
Berücksichtigung  der  Grundbeziehung 


das  Konvergenz  Verhältnis   in   den  Pupillen  ei-setzcn  durch   die  auf 
die  gleichen  Orte  bezogene  LateralvergröBerung  und  schreiben: 

eine  Gleichung,  die  sich  auch  direkt  aus  den  auf  konjugierte  Punkte 

bezogenen  Abbildungsgleichungeu  (28)  auf  S.  110  hätte  ableiten  lassen. 

Man  ersieht  daraus,  daß  unter  Festhaltung  der  Vergröflenings- 

zahl  ß  für  Objekt  und   Bild   bei   zwei   verschiedenen   Instrumenten 
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eine  Änderung  des  Vergrößeran^verhaitnieses  der  Pupillen  in  dem 
einen  notwendig  begleitet  sein  muü  von  einer  Änderung  des  Abstands- 
verh&ltnifises  und  umgekehrt. 

Beispiele  zu  diesem  Satze  werden  wir  später  in  der  Theorie 
der  einzelnen  Instrumente  noch  finden. 

In  dem  Falle,  daß  Objekt  und  Bild  in  einem  aplanatischen 
Punktepaare  liegen,  gilt  die  Beziehung 

Sinti         n 
und  somit  geht  die  erste  Gleichtmg  über  in 

Mithin  lassen  sich  auf  Grund  dieser  nach  der  Definition  der 
Sinusbedingung  für  endliche  Winkel  geltenden  Beziehung  die  Aper- 
turen auf  der  Objekt-  oder  Bildseite  durch  die  Konstanten  des 
Apparats  ausdrücken.  Namentlich  einfach  werden  die  Formeln,  wenn 
die  abbildenden  Büschel  entweder  auf  der  Bild-  oder  der  Objektseile 
eine  verschwindende  Öffnung  haben.  Näheres  wird  auch  in  diesem 
Falle  in  der  Theorie  der  einzelnen  Instrumente  zu  bringen  sein. 

2.  Die  Projektionssysteme  bei  nicht  allseitig  strahlenden 
Objekten. 

Nicht  immer  handelt  es  sich  um  selbstleuchtende  oder  diffus 
nach  allen  Sichtungen  reflektierende  Objekte.  In  der  Praxis  des 
'Mikroskopikers  und  des  Photographen  kommen  auch  durchleuchtete 
Objekte  vor,  die  meistens  aJs  ganz  oder  nahezu  flächenhaft  an- 
gesehen werden  kOnnen. 

Die  Lichtquelle  aJs  stellvertretende  Apertur-  oder  Gesicbtsfeld- 
blende.  Es  sei  zunächst  zur  Bildung  bestimmter  Vorstellungen  die 
Annahme  gemacht,  daß  es  sich  um  eine  in  endlicher  Entfernung 
befindliche,  bewegbare  Flamme  als  Lichtquelle  bandele,  die  der 
Einfachheit  wegen  etwa  durch  eine  Blende  kreisförmig  begrenzt 
sei.  Alsdann  bestimmt  der  Achsenpunkt  0  des  Objekts  mit  dem 
scheinbaren  Umrisse  der  endlich  ausgedehnten  Flamme  SQS  in  der 
Richtung  gegen  das  Licht  einen  gewissen  Eaumwinkel.  Bringen 
wir  nun  den  abbildenden  Apparat,  der  nur  eine  E.-L.  mit  Vorder- 
lage der  E.-P.  haben   soll,   vor  das  Objekt,   so  bestimmt  die  E.-P. 
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mit  dem  Objektacheenpunkte  einen  zweiten  Raumwinkel,  der  kleiner 
sein  muß  als  der  Flammen  Winkel,  wenn  anders  die  E,-P.  ihre  Funktion 
als  Be^^nzung  der  wirksamen  Büschel  beibehalten  soll,  ist  der 
Öffüungswinkel  des  Systems  gröBer,  wie  in  dem  Falle,  wenn  die 
Flamme  die  Lage  SjOiSj  einnimmt,  so  wird  die  Flamme  zur  E.-P., 
und  die  E.-P.  des  Instruments  übernimmt  die  Funktion  der  E.-L. 
Xach  dem,  was  wir  weiter  oben  über  die  Wichtigkeit  der  Lage 
der  E.-P.  für  den  Korrektionszustand  des  Instruments  gesagt  haben, 
ist  es  verständlich,  daß  wir  in  den  meisten  Fftllen  die  Forderung 
stellen  müssen,  die  E.-P.  des  Instruments  solle  ihrer  Funktion  er- 
halten bleiben. 


h  gednchtcn  Llrtalquellv.    BFB  •^-  Klnlrliuiinpllls; 
Ebene  7^  UO  abbildenden  eptiacben  STslemi. 
idsrier  Apfrtai  bei  gegebener  Loge  der  LIcbtqaelle. 


Nehmen  wir  zunächst  einmal  den  Fall  an,  wir  könnten  durch 
Annahemng  der  Flamme  an  das  Objekt  bis  in  die  Lage  SQS  den 
Raumwinkel  soweit  vergrößern,  daß  er  größer  würde  als  der,  unter 
dem  die  E.-P.  von  0  aus  gesehen  erscheint;  alsdann  bleibt  die 
E.-P.  in  ihrer  apertnrbestimmenden  Funktion  für  0  selbst  erhalten. 

Um  nun  das  Gebiet  auf  der  in  0  errichteten,  achsensenkrechten 
Ebene  festzulegen,  dessen  Punkte  mit  der  unverminderten,  für  0 
selbst  geltenden  Apertur  abgebildet  werden,  verbinden  wir  in  unserem 
Falle  die  Durchmesser  der  Flamme  und  der  E.-P.  übers  Kreuz.  Da- 
durch wird  in  der  Objektebene  ein  neues  Gebiet  (mit  dem  Radius  OVi) 
umgrenzt,   das  kleiner,   gleich  oder  größer  sein  kann,  als  das  der 
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Kombination  von  E.-P.  uiidE.-L.  entsprechende  (mit  dem  Radius  OT/). 
Das  kleinere  dieser  beiden  Gebiete  enthalt  alle  Punkte,  die  sowohl 
von  der  Flamme  SQ8  Tür  die  Apertur  des  Systems  ausreichend 
erleuchtet  werden,  und  deren  Strahlen  auch  uneingeschränkt  durch 
die  E.-L.  hindurchtreten.  In  unserem  Falle  ist  das  also  das  Gebiet 
mit  dem  Radius  Oü,.  In  diesem  Gebiete  der  Objektebene  sind  nun 
die  Verhältnisse  wieder  genau  ebenso,  wie  bei  der  vorher  fest- 
gehaltenen Annahme  allseitig  strahlender  Objekte. 

Der  Kondensor  als  Mittel  zur  Annähernng  der  Lichtqnelle. 
Gehen  wir  zu  dem  Falle  zurück,  daß  die  Lichtquelle  vom  Punkte 
0  aus  betrachtet  unter  einem  zu  kleinen  Winkel  erscheint,  so  ist 
es  (z.  B.  wegen  Unzugänglichkeit  oder  zu  großer  Wärmeausstrahlung 
der  Flamme)  nicht  immer  mOgUch,  diesen  Winkel  durch  direkte 
Annäherung  der  Lichtquelle  zu  steigern.  Alsdann  greift  man  zu 
dem  Hilfsmittel,  die  Flamme  so  abzubilden,  daß  ihr  Bild  vom  Objekt- 
punkte betrachtet  unter  einem  größeren  Winkel  erscheint. 

Einen  dieses  leistenden  optischen  Apparat  nennt  man  einen 
Kondensor.  Stellen  wir  ihn  uns  in  einfachster  Form,  Fig.  116,  als  Einzel  - 
linse CG  vor,  so  möge  diese  eine  direkt  viater  einem  zu  kleinen 
Winkel  erscbeinende  Lichtquelle  00  in  0^&  mit  StrahlenbUscheln 
abbilden,  die  durch  die  Kondensoröffnung  CC  begrenzt  sind.  Als- 
dann erhält  jeder  in  0'<y  gelegene  Punkt  der  Lichtquelle  Licht 
von  der  ganzen  Fläche  CC  und  sendet  es  unter  dem  Winkel  2u' 
weiter.  Verbinden  wir,  wie  es  im  unteren  Teile  der  Zeichnung 
wiederholt  ist,  die  Randpunkte  des  Bildes  &&  direkt  und  kreuz- 
weise mit  denen  der  Öffnung  CC,  so  erhalten  wir  ganz  ebenso  wie 
im  Falle  der  E.-P.  und  einer  E.  L.  eine  Einteilung  des  Raums  in 
Gebiete  bestimmter  Beleuchtung:  denn  jeder  Punkt  wird  nur  in- 
sofern beleuchtet,  als  die  Projektion  des  Bildes  der  Lichtquelle  durch 
ihn  auf  die  Linsenöffnung  noch  in  den  Rand  hineinfällt,  ein  Umstand, 
der  von  uns  durch  verschiedene  Schraffierung  der  betreffenden 
Raumteile  zum  Ausdruck  gebracht  sei.  In  dem  Räume  hinter  dem 
Bilde  Co"  wirkt  dieses  direkt  wie  ein  körperliches  Diaphragma, 
aber  auch  zwischen  ihm  und  der  Öffnung  CC  ist  seine  Wirkung 
ganz  gleichartig.  Die  Begründung  dieser  Bemerkung  ist  auf  die- 
selbe Weise  zu  geben,  wie  auf  S.  470,  bei  allseitig  strahlenden  Ob- 
jekten, die  Möglichkeit  der  Aperturbeschränkung  durch  eine  virtuelle, 
vor  der  Objektebene  gelegene  E.-P  erklärt  wurde. 

Der  manchmal  als  licktes  Viereck  bezeichnete  Raum  O'^O'^^O' 
umfaßt  alle  Punkte,  die  vom  Kondensor  mit  unverminderter  Apertur 
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beleuchtet  werden.  Im  Räume  repräsentiert  er  einen  Doppelkegel, 
da  wir  es  hier  stets  nur  mit  Meridianschnitten  zu  tun  haben.  Es 
mag  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Apertur  der  beleuchtenden  Büschel 
innerhalb  des  lichten  Vierecks  von  0,'  nach  Ofj  etwas  abnimmt. 

Wie  man  einen  solchen  Kondensor  mit  einem  optischen  In- 
strument verbindet,  hängt  von  dem  Zwecke  ab,  der  durch  das 
Instrument  erreicht  werden  soll.  Man  kann  nämlich  bei  Kondensor 
und  Projektionssystem    sowohl    die   gleichartigen   als  die   ungleich- 


Dcr  Koiulniiiar  tis  Mittel  lur  Annihaning  der  Lfehtquelle  und  die  dr^i  Bfllenchtungageblete. 

artigen  Blenden  zusammenfallen  lassen  und  so  die  beiden  typischen 
Orenzfälle  der  überhaupt  möglichen  Verbindungen  erhalten,  auf 
deren  Behandlung  wir  uns  hier  beschränken  wollen. 

Soll  das  Instrument  Objektpunkte  mit  großer  Apertur  abbilden, 
so  bringen  wir  das  Objekt  in  das  Flammenbild  selbst  oder  in  seine 
unmittelbare  Nähe  und  nützen  bei  genügender  angularer  örfnung 
des  Systems  die  ganze  Apertur  des  Kondensors  aus.  Das  Flamraen- 
bild  dient  dann  in  einer  bereits  bei  der  bewegbaren  Flamme  be- 
handelten Weise  als  Gesichtsfeldbegrenznng ,  Talls  das  Feld  nicht 
durch  die  E,-L.  des  Instruments  eingeschränkt  wird. 
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Soll  dagegen  das  Instrument  ein  Hanptstrahlenbüschel  großer 
Neigung  durchlassen,  so  werden  wir  die  Lichtquelle  in  seiner  E.-P. 
abbilden,  alsdann  konkurriert  die  ÖHnung  des  Kondensors  mit  dem 
"Winkelwerte  der  E.-L.  des  abbildenden  Systems,  während  die  E.-P. 
in  ihrer  Funktion  erbalten  bleibt,  wenn  das  Flammenbild  groß  genug 
ist,  sie  auszufüllen.  Ist  es  kleiner,  so  übernimmt  es  seinerseits  die 
Funktion  der  Aperturbegrenzung,  und  es  kommt  für  die  uns  hier 
interessierenden  Fragen  auf  dasselbe  heraus,  als  ob  die  E.-P.  wohl 
ihren  Ort  beibehalten  aber  eine  kleinere  Öffnung  angenommen  hätte. 

Das  Eollekti^las.  Eine  einfach  zu  erledigende  Frage  bietet 
sich  dar,  falls  das  von  einem  optischen  Instrument  entworfene  Bild 
einem  anderen  zur  weiteren  Abbildung  als  ein  in  gewisser  (durch 
die  A.-P.  bestimmter)  Richtung  leuchtendes  Objekt  dargeboten  wird ; 
alsdann  wird  man  im  allgemeinen  die  gleichartigen  Blenden  za- 
sammenfallen  lassen,  nämlich  die  A,-P.  des  ersten  mit  der  E.-P.  des 
zweiten  Systems,  und  die  Begrenzung  des  ersten  Bildes  bietet  sich 
von  selbst  als  Gesichtsfeldbegrenzung  für  das  zweite  Instrument 
dar.  Die  geringere  Apertur  und  die  kleinere  Hauptstrablneigong- 
ist  alsdann  für  Apertur  und  Eaaptstrahineigung  der  Kombination 
maßgebend. 

In  der  Regel  wird  sich  das  Zusammenfallen  der  beiden  Pupillen 
nicht  ohne  weiteres  erreichen  lassen,  man  wird  dann  eine  Linse 
passender  Brennweite  in  die  Nähe  des  von  dem  ersten  System  ent- 
worfenen Bildes  bringen  und  dadurch  die  beiden  Pupillen  ineinander 
abbilden.  Eine  solche  Linse  bezeichnet  man  als  Kollektivglas;  sie  muQ 
groß  genug  sein,  um  nicht  als  Gesichtsfeld  blende  zu  wirken.  In 
der  Regel  wird  man  sie  nicht  unmittelbar  an  das  vom  ersten  System 
entworfene  Bild  stellen,  weil  sonst  alle  Unreinheiten  der  Linsen- 
flächen ebenfalls  ztir  scharfen  Abbildung  kommen  würden. 


3.  Das  Auge  in  Verbindung  mit  einem  optischen  Instrument. 

Das  Gesichtsfeld  des  Auges  beim  indirekteo  und  beim  direkten 
Sehen.  Behandeln  wir  zunächst  den  Fall  des  indirekten  Sehens  und 
bringen  das  Auge  mit  einem  Projektionssystem  der  eben  behandelten 
Art  zusammen,  so  haben  wir  zu  beachten,  daß  dieses  Organ  selbst 
wieder  ein  Projektionssystem  ist,  bei  dem  die  Netzhaut  als  Auffang- 
fläche au  die  Stelle  der  M.-E.  tritt.  Als  E.-P.  ist  die  Pupille  des 
Auges  anzusehen,  während  die  E.-L.  des  ruhenden  Auges  mit  der 
Mitte  der  E.-P.  einen    sehr  großen  Winkelraum   bildet,   dessen  Be- 
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grenzung  atlerdiuga  nicht  mit  Sicherheit  bestimmt  ist.  Theoretisch 
kann  man  dabei  in  folgender  Weise  verfahren: 

Die  E.-P.  des  Auges  definiert  mit  dem  Bilde  des  Linsenrandes 
vor  dem  Auge  die  drei  kegelförmigen,  vom  Pupillen dui'chmeseer 
abhangigen  Gebiete,  die  wir  oben  bei  der  Besprechung  der  Kom- 
bination von  E.-P.  und  einer  E.-L.  beschrieben  hatten.  Diese  Winkel- 
räume  erfahren  nun  sowohl  im  Augeninnem  als  vor  dem  Auge  eine 
Einschränkung:  dort  geschieht  es,  insofern  als  die  lichtempfindliche 
Schicht  nicht  vollständig  die  jenen  Räumen  auf  dem  Augenhinter- 
gmnde  entsprechenden  Gebiet«  bedeckt,  hier  aber  engen  die  schein- 
baren Umrisse  von  Wange  und  Nase  das  Gesichtsfeld  ein. 

Wir  müssen  aber  hervorheben,  d&ß  wir  uns  mit  Hilfe  des 
indirekten  Sehens  nur  ungefähr  orientieren  können;  sobald  wir  in 
den  seitlichen  Teilen  des  Gesichtsfeldes  Beobachtungen  anstellen 
wollen,  geschieht  das  ausnahmslos  im  direkten  Sehen,  d.  h.  dadurch, 
daß  wir  den  Punkt  fixieren,  auf  den  wir  unsere  Aufmerksamkeit 
richten. 

Die  beim  direkte»  Sehen  in  Frage  kommenden  Hauptstrahlen 
schneiden  sich  genügend  verlängert  in  dem  Äugendrehungspunkte, 
der  ungefähr  10,6  mm  hinter  der  Augenpupille  und  16  mm  hinter 
dem  Homhautscheitel  liegt.  Wir  können  uns  also  an  Stelle  des 
nattirlichen ,  beweglichen  Auges  ein  hypothetisches,  starres  Auge 
denken,  dessen  E.-P.  an  der  Stelle  des  Augendrehungspunkts  liegt. 
Der  Natur  der  Sache  nach  ist  beim  direkten  Sehen  diese  hypo- 
thetische Pupille  unter  allen  Umständen  für  das  Auge  E.-P.  und 
A.-P.   für  das  zur  Unterstützung  des  Sehens  dienende  Instrument, 

Was  das  Gesichtsfeld  des  bewegten  Auges  angeht,  innerhalb 
dessen  von  einer  scharfen  Empfindung  geaprocheii  werden  kann, 
so  ist  es  in  folgender  Weise  zu  ermitteln; 

Läßt  man  den  Angapfel  so  weit  als  möglich  in  seiner  Höhle 
rollen,  so  umfährt  die  Mitte  der  Pupille  auf  der  mit  r  =  10,6mm 
um  den  Augen drehungepunkt  beschriebenen  Kugel  ein  gewisses 
Gebiet,  das  für  den  räumlichen  Gesichtswinkel  des  bewegten  Auges 
bestimmend  ist.  Ala  E.-L,  kann  die  Projektion  dieser  Begrenzung 
vom  Augendrehungspunkte  ans  auf  eine  beliebige  Fläche  aufgefaßt 
werden. 

A.  Das  Auge  in  Verbindung  mit  einem  eng  abgeblendeten 
P  ro j  ektlonssystem . 

Bei  der-  Benutzung  eines  zu  subjektivem  Gebrauche  dienenden 
Instruments  werden  wir,  wenn  möglich,  die  Pupille  des  ruhenden 
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Auges  In  die  A.-P.  des  Instruments  bringen,  dann  wird  im  all- 
gemeinen das  Gesichteleld  des  Instruments  durch  die  E.-L,  des 
ruhenden  Auges  nicht  beschränkt  werden.  Ist  aber  die  Konstroktion 
des  Instruments  derartig,  daß  die  Lage  der  A,-P,  eine  AnnäheraD^ 
der  Augenpupille  bis  zur  Koinzidenz  unmöglich  macht,  so  kann 
diese  als  Gesichtsfeldbiende  wirken;  wir  müssen  aber  dann  daran 
denken,  daß  das  Auge  einen  namentlich  mit  der  Intensität  des 
Lichts  variablen  PupilleudurchmeBser  besitzt,  der  in  diesem  Falle 
von  Einfluss  auf  die  Größe  des  Gesichtsfeld  winkeis  ist. 

Eine  Aushilfe  zur  Vergrößerung  des  Gesichtsfeldes  besteht  in 
Kopfbewegungen,  die  man  sn  vornimmt,  daß  nacheinander  ver- 
schiedene Teile  vom  Gesichtsfelde  des  Instruments  durch  dessen  A.-P. , 
wie  durch  ein  Schlüsselloch  hindurch,  fixiert  werden.  Diese  Art  der 
Beobachtung  kommt  namentlich  bei  einigen  Zeichenapparaten  vor. 

Handelt  es  sich  bei  einem  eng  abgeblendeten  Projektionssystem 
am  das  direkte  Sehen  in  ruhiger  Kopfhaltung,  so  muß  die  A.-P. 
des  Instruments  mit  der  E.-P.  des  bewegten  Auges,  also  dem 
Drehungspnnkte,  zusammenfallen,  wenn  mehr  als  ein  einziger  Punkt 
des  Gesichtsfeldes  scharf  wahrgenommen  werden  soll. 

Die  Vergrößerung  iT  bei  InatrameDten  zu  BubjektiTem  Ge- 
brauche. Bei  der  Definition  der  Vergröflemng  findet  sieb  ein  Unter- 
schied gegen  die  Projektionssysteme  darin,  daß  das  auf  der  Setz- 
haut entstehende  Bild  einer  Messung  nicht  mehr  zugänglich  ist, 
mithin  der  früher  für  endlieh  entfernte  Gegenstände  angegebene 
Ausdruck 


nicht  mehr  anwendbar  ist.  Wir  bestimmen  vielmehr  die  Gröfle  eines 
dem  Auge  dargebotenen  Gegenstandes  nach  der  Tangente  des  Seh- 
winkels. 

Man  hat  sich  hier  schon  früh  dadurch  geholfen,  daß  man  die 
Vergrößerung  eines  in  endlicher  Entfernung  befindlichen  Objekts 
durch  ein  optisches  Instrument  in  einer  Weise  definierte,  daß  die 
deutliche  Sehweite  des  Beobachters  von  wesentlichem  Einflüsse  auf 
das  Resultat  wurde. 

Es  sei  diese  Sehweite  mit  l  bezeichnet,  so  ist  der  Sehwinkel 
eines  Objekts  t)  bei  unbewaffnetem  Auge  gegeben  durch 

«»  =  -'. 
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Der  Sehwiakel  des  durch  das  aai  die  Entfernung  81'  eingestellte 
Instrument  betrachteten  Bildes  t)'  ist  dann 

wenn  die  Äugenpnpille  mit  der  A.-P.  de»  Instruments  zusammen- 
fällt, und  es  ergibt  sich  die  Formel  für  die  Vergrößerung  N  zu: 

^_tg5'_jX 
tg  w       M  q 

Dos  yergrSßenuigSTennSgeii  F.  Die  eben  behandelte  Defi- 
nition der  Vergrößerung  N  hat  den  Vorzug  großer  Anschaulichkeit, 
aber  auch  den  Nachteil,  daß  bei  ihr  In  der  deutlichen  Sehweite  I 
ein  willkürliches,  von  dem  optischen  Instrument  ganz  unabhängiges 
Moment  enthalten  ist;  eliminieren  wir  nftmlich  die  von  dem  System 
^anz  unabhängige  Größe  tgtu,  so  lautet  die  Formel: 

JV  =  -*^'^( 

n 

und  wir  sehen,  daß  der  Faktor  t  abgesondert  werden  kann.  Es 
wird  sogleich  gezeigt  werden,  daß  bei  den  meisten,  zu  subjektiver 
Vergrößerung  dienenden  Instrumenten  der  andere  Faktor  im  Aus- 
drucke für  die  Vergrößerung  N 

I  >)    ' 

obwohl  tg  w'  nach  der  obigen  Definition  noch  die  Einstellungsweite 
a'  enthält,  dennoch  im  wesentlichen  nur  von  der  Einrichtung  des 
Systems  abhftngig  ist. 

Da  die  Beziehung  gilt: 

,• <  l 


PO  ist  nach  Ersetzung  des  Wertes  von  tfjtf  nach  (20)  auf  S.  103 

«■  r 

Aus  diesem  Ausdrucke  sieht  man ,  daß  der  Wert  der  rechten 
Seite  nur  insofern  von  der  Anstellung  91'  des  Instruments  ab- 
hängig ist,  als 

OpUk.  32 
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durch  3ie  verändert  wird,  und  wir  erhalten 

— M'  +  S- 

Nun  ist  aber  bei  den  hierher  gehörigen  zur  subjektiven  Beobach- 
tung dienenden  Instrumenten,  wie  man  auch  einstellen  m&g,  ä' 
groß  gegenüber  JE",  dem  Abstände  der  Augenpupille  und  der  A--P. 
des  Instruments  vom  hintern  Brennpunkte,  so  daß  wir  schließlieh 
schreiben  können 


Jgw 


app.  -■ 


Den  Ausdruck  für  — — -  bezeichnet  man  nach   E.  Abbe  (8.)  als 

das  Vergrößerungsvermögen  eines  zu  subjektivem  Gebrauche  dienenden 
Instruments,  und  es  drückt  sich  diese  im  wesentlichen  nur  von  dem 
optischen  System  abhängige  Größe  aus  als  das  Verhältnis  der  Tan- 
gente der  bildseitigen  Hauptstrahlneigung  to',  unter  der  das  Bild 
vom  Mittelpunkte  der  A.-P.  wahrgenommen  wird,  zum  linearen 
Achsenabstande  q  des  Objektpnnkts. 

Wir  erhalten  diese  Größe,  indem  wir  den  Wert  der  auf  die 
deutliche  Sehweite  l  =  — 26  cm  bezogene  Vergrößerung  durch  eben 
diese  deutliche  Sehweite  dividieren. 

Das  Vergrößerungsvermögen  oder  die  Stärke  wird  namentlich 
bei  Brillen  in  Dioptrieen  ausgedrückt,  und  zwar  ist  als  Dioptrie  Z>  de- 
finiert der  reziproke  Wert  der  Brennweite  einer  Linse  von  f=lm  also: 

Die  Vergrößerung  N^=  —  i-V  läßt  sich  also  in  einen  nur  vom  In- 
strument und  in  einen  vom  Zustande  des  Auges  abhängigen  Teil 
zerlegen;  der  letztere  definiert  also  den  subjektiven  Vorteil,  den  ein 
Instrument  dem  Beobachter  gewährt.  Dieser  Vorteil  ist  um  so 
größer ,  je  weiter  hinaus  der  Nahepunkt  für  das  Auge  des  Beob- 
achters liegt,  ist  also  für  Weitsichtige  beträchtlicher  als  für  Kurz- 
sichtige. 

In  der  ABBEschen  Definition  des  Vergi-öflerungs Vermögens  V  da- 
gegen ist  der  Anteil  im  wesentlichen  isoliert,  der  auf  das  Instru- 
ment an  sich  zurückzuführen  ist,  und  er  stellt  sich  dar  als  im 
wesentlichen  durch  den  reziproken  Wert  der  hinteren  Brennweite 
(die   Stärke)    des    Systems   gegeben.     Das   bei    den    zu    subjektiver 
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schwindet  gänzlich  wegen  91'  =  oo  für  ein  aof  oo  akkommodiertes 
Au^e,  oder  wegen  3£'=0  für  solche  Instmmente,  bei  denen  die 
Mitte  der  A.-P.  mit  dem  hinteren  Brennpunkte  zusammenfällt. 
Unter  allen  Umständen  aber  ist  bei  den  hierher  gehörigen  Instru- 
menten infolge  der  Einrichtung  unserer  Augen  der  Wert  dieses  Quo- 
tienten verschwindend  gegen  Eins. 

Wie  man  aus  der  S.  475  ersieht,  ist  diese  Definition  das 
vollständige  Analogo n  zu  der  bei  den  Projektionssy&temen  atit- 
tretenden  Formel,  wenn  es  sieh  um  die  Wiedergabe  der  Größe  eines 
weit  entfernten  Objekts  handelt. 

Die  Perspektive  beim  sabjektiven  Gebrauche  eiaes  optiachen 
InBtmmeBts.  Erscheint  ein  bestimmter,  zunächst  in  der  Achse  des 
Instruments  angenommener  Objektpunkt  durch  das  System  scharf, 
so  nennt  man  das  Instrument  für  diesen  Punkt  eingestellt.  In  diesem 
Falle  ist  der  Objektpunkt  durch  das  System  hindurch  der  Netzhaut 
des  Auges  konju^ert,  und  die  in  ihm  errichtete  E.-E.  mit  dem 
ganzen  darauf  entstandenen  o.  A.  kommt  auf  der  Netzhaut  des  hypo- 
thetischen Auges  zur  Darstellung.  Sic  erscheint  hier,  da  der  Drehungs- 
punkt des  Auges  mit  der  A.-F.  des  Systems  zusammenfallend  ge- 
dacht ist,  unter  dem  Gesichtswinkel  w',  während  sie  der  E.-P.  des 
Instruments  unter  dem  Winkel  w  sich  darbot.  Ist  nun  w'  =  w,  so 
wird  an  der  Perspektive  nichts  geändert,  wir  konstruieren  uns  das 
Objekt  höchstens  in  dem  Maßstäbe^  des  b.  A.,  jedenfalls  aber  nach 
allen  drei  Dimensionen  ähnlich. 

Wenn  aber  tc'  S;  w  (und  zwar  ist  meistens  w'  >  w),  so  betrachten 
wir  das  b.  A.  unter  einem  anderen  Winkel,  als  der  ist,  unter  dem 
das  o.  A.  der  E.-P.  erschien. 

Ist  man  nun  über  die  HOhcnverhältnisse  des  Objekts  aus  der 
Erfahrung  unterrichtet,  so  schließt  man  auf  eine  Tiefenausdehnung 
nach  Maßgabe  der  Gleichung 

jat'  =  ([q,']-i,/)ctg«.,' 
also  nach  S.  477 

e  j  2(  = -1  ([i,j]  -  tjj  ctg  w, = j,  j  a . 

Dieser  Ausdruck  berechtigt  uns  zu  dem  Ausspruche;  Betrachtet 
man  einen  körperlichen  Gegenstand  von  bekannten  Höhenverhält- 
nissen mit  einem  Instrument  vom  Konvergenz  Verhältnis   F  in  den 
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Pupillen,   so  erscheinen  seine  relativen  Tiefenerstreckungen  von   1 
aut  IjP  gebracht. 

Ein  anderer  Fall  ist  möglich,  daß  man  gerade  hinsichtlich  der 
Tiefenerstreckung  zOt  des  Objekts  besser  unterrichtet  ist,  aledann 
gehen  wir  auf  die  Gleichung  zurück 

t)/=[V]  -■dsi'tg< 

B5i  =  e[9j-eJartg«', 
=  e[l,,]-Er([qJ~l,,). 

Das  Resultat  lautet:  Betrachtet  man  einen  körperlichen  Gegen- 
stand von  bekannter  Tiefenausdehnung  mit  einem  Instrument  vom 
Konvergenz  Verhältnis  F  in  den  Pupillen,  so  erscheint  die  perspek- 
tivische Verkürzung  oder  Verlängerung  /"-fach  übertrieben. 

Es  muß  hierzu  bemerkt  werden,  daß  diese  Änderungen  nicht 
sehr  auffallen,  so  lange  es  sich  um  verhältnismäfiig  kleine  Tiefen- 
Unterschiede  und  um  kleine  Winkel  w  handelt.  Femer  berichtigen 
wir  bei  bekannten  Gegenständen  unbewußt  auf  Grund  unserer  Er- 
fahrung den  durch  die  Änderung  der  Hauptstrahlneigung  ent- 
standenen Fehler. 


B.   Dag  Auge  in  Verbindung  mit  einem  endlich  geöffneten 
Instrument. 

Sehr  einfach  wird  die  Behandlung  dieser  Zusammenstellung, 
wenn  wir  zunächst  das  Auge  im  indirekten  Sehen  betrachten. 

Der  Fall  des  indirekten  Sehens.  J>ie  Augenpupille  als  Äpertur- 
bUtide.  Ist  die  Augenpupille  von  größerem  Durchmesser  oder  gleich 
der  A.-P.  des  Pi'ojektionssystems,  an  dessen  Achsenort  sie  gebracht 
ist,  so  wird  an  den  vorher  festgestellten  Verhältnissen  der  Ölrahlen- 
begrenzung  nichts  geändert.  Ist  aber  der  Durchmesser  der  Augeii- 
pupille  kleiner  als  der  des  Systems,  so  bilden  wir  die  Augenpupille 
nach  der  Objektseite  ab  und  finden  das  ihr  entsprechende  Objekt 
in  einem  zur  Begrenzung  der  E.-P.  konzentrischen  kleineren  Kreis« 
in  der  Ebene  der  E,-P.  wieder.  Nach  unserer  im  Anfange  gegebenen 
Definition  wirkt  dann  die  Augenpupille  als  Aperturblende,  und  der 
Durchmesser  des  ihr  vor  dem  Instrument  konjugierten  Objekts  ist 
bei  der  Bestimmung  der  wirksamen  Apertur  des  Systems  in  Rech- 
nung zu  ziehen. 

Die  Augenjpupüle  als  Gesickisfeldblende  und  als  bestimmend  für  die 
Gebiete  ahiehmender  Apertur.     Ist  die  Angenpupille  Gesichtsfeldblende, 
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SO  konstruieren  wir  durch  Aufsuchung  des  ihr  vor  dem  abbildenden 
System  konjugierten  Objekts  die  neue  E.-L.  und  können  dann  in 
einer  der  früheren  ganz  analogen  Art  das  Gebiet  bestimmen,  dessen 
Punkte  mit  voller  Apertur  abgebildet  werden.  Da  das  der  Augen- 
pupille konjugierte  Objekt  sicher  nicht  mit  dem  vom  Auge  wahr- 
genommenen Objekt  zusammenfällt,  so  entstehen  natürlich  auch  die 
oben  behandelten  Gebiete  verminderter  Apertur,  Berücksichtigen 
wir  auch  im  Falle  des  indirekten  Sehens  die  Beweglichkeit  des  Auges, 
so  können  wir  am  einfachsten  eine  vergrößerte  Augenpupille  sub- 
stituieren, und  es  erweitern  sich  diese  Gebiete  dann  in  derselben 
Weise,  als  wenn  man  die  neue  E.-L.  des  Instruments  proportional 
vergröQert  hätte. 

Ganz  in  derselben  Weise  wie  bei  dem  eng  abgeblendeten  Pro- 
jektionssystem können  wir  auch  hier  das  Gesichtsfeld  dadurch 
erweitem,  daß  wir  Koptbewegungen  zu  Hilfe  nehmen  und  die  ver-  ■ 
schiedenen  Punkte  des  Gesichtsfeldes  nacheinander  fixieren. 

Der  Fall  des  direkten  Sehens.  Handelt  es  sich  aber  um 
direktes  Sehen  bei  ruhiger  Kopfhaltung,  so  bietet  die  Behandlung 
insofern  eine  Schwierigkeit  dar,  als  bei  dem  Auge  die  Mitte  der 
Aperturblende  nun  nicht  mehr  mit  dem  Krcuzungs punkte  der  Haupt- 
strahlen zusammenfällt.  Es  kommt  eben  heim  direkten  Sehen  gar 
nicht  darauf  an,  daß  und  wie  das  optische  System  des  Auges  die 
Strahlung  von  Punkten  der  Außenwelt  überhaupt  auf  die  Ketina 
vermittelt,  sondern  es  handelt  sich  hier  um  die  Vermittelung  einer 
scharfen  Abbildung  mittels  eines  bewegten  Systems.  Der  Kreuzungs- 
punkt  der  Haupt  strahlen  ist  hier  in  dem  Drehungspunkte  77  des 
Auges  von  vornherein  gegeben,  und  die  Aperturblende  ist  gleichsam 
in  fester  Entfernung  (r^lO&mm)  von  dem  Kreuzungspunkte  auf 
dem  Hauptstrahle  angebracht  und  mit  ilim  beweglich.  Wollen  wir 
sie  ähnlich  wie  bei  ruhenden  optischen  Systemen  in  unmittelbarer 
Nahe  des  Kreuzungspunkts  annehmen,  so  müssen  wir  um  den 
Punkt  77,  d.  h.  um  die  Mitte  der  E.-P.  des  hj-pothetischen  Auges, 
eine  Kugel  beschreiben.  Ihr  Radius  ist  gleich  dem  der  Augcn- 
pupille  oder  größer  als  er,  je  nachdem  das  fixierte  Objekt  in  der 
Unendlichkeit  oder  in  endlicher  Entfernung  vor  dem  Auge  anzu- 
nehmen ist.  In  unseren  Zeichnungen  stellt  sich  also  diese  stell- 
vertretende E.-P.  als  ein  Kreis  dar,  der  für  Punkte  gleichen  Ab- 
standes  von  72  konstant  ist. 

Naiiern  wir  unser  Auge  der  A.-P.  des  Instruments  so  weit, 
daß  77  in  sie  hineinfällt,  so  ist  der  Durchmesser  der  kleineren  beider 
Pupillen  für  die  Apertur  maßgebend.     Das  Gesichtsfeld  wird  im  all- 
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gemeinen  durch  das  Instrument  bestimmt  werden,  doch  sind  auch 
Fälle  denkbar,  wo  die  Begrenzung  durch  die  Bewegnngsfähigkeit 
de«  betrachtenden  Auges  herbeigeführt  wird. 

Können  wir  U  nicht  in  die  A.-P.  des  Instruments  hineinbringen, 
so  mdssen  wir  daran  festhalten,  daß  nach  der  Definition  des  direkten 
Sehens  der  Gesichtsfeldwinkel  in  dem  Drehungspunkte  11  des  Auges 
bestimmt  werden  muß,  auch  wenn  dadurch  eine  Verschiebung  des 
Hauptstrahl enkreuzungspunkts  sich  ergibt.  Wir  geben  also  die  durch 
ein  Projektion ssystem  definierten  drei  Gebiete  durch  Festsetzung  der 
A.-P.  und  der  A.-L.  an  und  behandeln  zunächst  den  Fall,  daß  die 


K  ™  B;  BjPjBj,  BjjPjjBj,   ,^    ,tncWe- 
dmc,  III  OjOjj  geheri^e  Lagen  der  Pupille  du  bevestcn  Angee;  VjnV^,  ^jjOVjj    r*H    t«- 
srhledcne,  la  Oj,  0„  gebOrlgc  Lagen  der  IqüiTilenten  Eintrlttipupllle  dea  bcwegün  AtiRei. 
Zur  KonatnikUoD  der  XqulTslenten  ElntrltlspupUl«  dea  brvfglcn  Ange>. 

A.-P.  des  Systems  größer  sei  als  die  Augenpupille.  Wie  die  beiden 
Figuren  118  und  119  zeigen,  tritt  dann  als  Gesichtsfeldbegrenzvmg 
die  A.-L.  des  Instruments  ein,  wenn  H  genügend  weit  in  das  lichte 
Viereck  von  Fig.  116  gebracht  werden  kann,  und  die  A.-P.  des  In- 
struments, wenn  II  außerhalb  davon  bleiben  muß.  Die  neuen  Ge- 
biete abnehmender  Apertur  sind  durch  Tangenten  an  den  Kreis  der 
Iiypothetischen  E.-P.  bestimmt,  und  zwar  sind  sie  nur  soweit  berück- 
sichtigt worden,  als  die  beim  direkten  Sehen  in  Frage  kommenden 
Hauptstrahlen  noch  selbst  in  das  Auge  gelangen. 

Ist  die  A.-P.  des  Instruments  kleiner  als  die  Augen p up ille ,  so 
tritt  dann  keine  Änderung  gegen  den  vorigen  Fall  ein,  wenn  wir 
an  der  obigen  Bestimmung  festhalten,  daß  die  beim  direkten  Sehen 
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in  Frage  kommencleii  Hauptatrahlen  selbst  Boch  in  das  Auge  ein- 
treten müssen.  Das  Gesichtsfeld  wird  in  diesem  Falle  durch  den 
Winkel  2«/  bestimmt,  unter  dem  die  A.-P.  des  Instraments  von  H 
aus  erscheint.  Für  das  hier  in  Betracht  kommende  Gesichtsfeld 
verschiebt  sich  —  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  parallel  aus- 
tretende Strahlenbüschel  annimmt  —  die  Ä.-P.  allmählich  über  die 
Angenpupille ,  wenn  man  erst  einen  nnd  dann  den  gegenüber- 
liegenden Raodteil  des  Gesichtsfeldes  fixiert.    (S.  Fig.  120.) 

Nur  wenn  man  annimmt,  daß  es  sich  auch  dann  um  direktes 
Sehen  handele,  wenn  die   Hauptstrahlen  selbst  nicht  mehr  in  das 


I>«r  AngeadTChimgapnnkt  ü  ll«gt  tu  llehtsn 


.  ..ustrlHilnlE«  d«  IndruiDeDts        dCB  lichten  Vlerecki. ,-, 

■    a«slchUI«]d    bei    ■Dbjektim       laRmmcnU  twiUmDit  du    QfiiichUMd   bei 
Beolwcblun«.  BUbi«kUT«r  Beobachtimg. 


Auge  gelangen,  kann  die  E.-F.  des  hypothetischen  Auges  mit  der 
Mitte  der  A,-P,  das  Gesichtsfeld  bestimmen.  In  der  Figur  121,  wo 
wieder  der  Einfachheit  wegen  die  das  System  verlassenden  Strahlen 
parallel  angenommen  worden  sind,  wurden  von  der  Mitte  der  A.-P. 
aus  die  beiden  Tangenten  an  den  Kreis  JI  gelegt.  Die  diesen 
Richtungen  entsprechenden  Hauptstrahlen  wurden  gestrichelt,  und 
man  sieht,  daß  sie  nicht  mehr  in  das  Auge  gelangen,  sondern  von 
der  A.-P.  abgeblendet  werden.  In  das  Auge  gelangt  nur  ein 
sehmalci»,  auf  den  Pupillenrand  fallendes  Büschel,  dessen  Flächen- 
inhalt kleiner  ist,  als  die  Hälfte  der  A.-P.:  In  der  Figur  121  sind 
zwei  solcher  Büschel  (mit  W-  und  — TF'-Neigung)  durch  dllnne 
Parallelen  paare  kenntlich  gemacht  worden.     Die  AnsschluSgrenzen 
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für  jede  Lichtwirkung  überhaupt  würden  wir  erhalten,  wenn  wir 
von  den  Randpunkten  der  A.-P.  des  InstrumentB  das  innere  Tan- 
gentenpaar an  den  Kreis  IJ  konstruierten. 

DaS  sich  diese  Handbüschel  auf  der  Retina  genau  in  dem  Durch- 
stoßungspunkte  des  zugehörigen,  abgeblendeten  Hauptstrahles  ver- 
einigen, ist  aber  unwahrscheinlich.  Daher  wird  man  für  den  eben 
behandelten  Fall  einer  Apeiturbeschränkung  durch  das  optische 
System  daran  festhalten  müssen,  daS  das  Gesichtsfeld  des  direkten 
Sehens  durch  den  Winkel  bestimmt  wird,  unter  dem  die  A.-P,  von 
n  aus  erscheint. 


Fig.  1!1. 

ItcT  OeuchUviDkel  H"  unier  BrrUcknch- 

tlgung  de«  Lichleindmcks. 

einer  die  AnstrLiiBpupille  de>  loBtnuneniB   a 


Die  Fokoatiefe.  Nehmen  wir  jetzt  den  Fall  an,  daß  wir  die 
Pupille  des  ruhenden  Auges  in  die  A.-P.  des  optischen  Instruments 
bringen,  so  ist  die  Entfernung  der  dem  Auge  dai^ebotenen  Bilder 
von  der  Augenpupille  gleich  der  Entfernung  31'  von  der  A.-P.  des 
Systems,  in  der  die  Bilder  entworfen  werden.  Unser  Auge  betrachtet 
also  das  ganze,  im  Maßstäbe  ß  wiedergegebene  b.  A. ,  wie  es  das 
System  in  der  Entfernung  %'  entwirft,  als  Objekt. 

Die  absolute  Bildgröße  2  3'  desT Zerstreuungskreises  nicht  ein- 
gestellter Punkte  ist  für  dieses  b.  A.  nach  S.  481  gegeben  durch: 

2i'  =  2/f.5app.  =  2)SJ3ttg«, 

wenn  wir  an  relativ  stark  vergrößernde  o]>tische  Instnimente  denken, 
bei  denen  die  Voraussetzung  zutrifft,  daß  die  Tiefenschärfe  JSI  nur 
klein  ist  gegenüber  der  Objektentfemung  %. 

Als  Tangente  des  Sehwinkels  C,  unter  dem  der  Zerstreuungs- 
kreis dem  Auge  erscheint,  ergibt  sich 
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Beachten  wir,  daS  für  den  Radius  A'  des  kleinen  Zerstreuungs- 
kreises, dem  die  Hauptstrahlneigung  w'  entspricht,    die  Beziehung 


zur  Folge  hat 


./Jd  =  -«'tg» 


tp:: ^  =  2r^atgtt. 

Setzen  wir  unigekehrt  den  angularen  Wert  der  ertraglichen  Un- 
scharfe durch  tgf^f  gegeben  voraus,  so  erhalten  wir  für  die 
Fokustiefe  2z(9l  den  Ausdruck; 

2Ja=    -^    -api..  =  ->^    . 
Vtg«     *''  tg« 

Welcher  Wert  für  C  anzunehmen  ist,  hängt  von  verschiedenen, 
physikalischen  wie  physiologischen,  Umständen  ab;  mittleren  Ver- 
hältnissen entsprechen  zulässige  Unscharfen  von  1  bis  6  Bogen- 
minuten,  also  ^-Werte  zwischen  0,0003  und  0.0015. 

Ist  das  zulässige  Maß  der  Unscharfe  bestimmt,  so  hängt  die 
Fokustiefe  2  Ja  nur  noch  von  dem  VergrÖ0eruiigs\emiögen  und  dem 
objektseitigen  Öffnungswinkel  ab. 

Den  reziproken  Wert  der  Fokustiefe  benutzen  wir  auch  bei 
Instrumenten  zu  subjektivem  Gebrauche  als  Maß  für  die  Einstel- 
lungsgenauigkeit (Fokussierungsempßndlickkeit). 

Die  Akkommodation  »tiefe.  Bei  den  zu  subjektivem  Gebrauche 
bestimmten  Instrumenten  wird  das  Bild  nicht  auf  einem  Schirme 
aufgefangen,  eondem  dem  Auge  in  der  Luft  schwebend  dargeboten. 
Wir  können  also  auf  die  Punkte  des  Reliefs  nacheinander  akkommo- 
dieren,  wenigstens  so  lange,  als  die  verschieden  weit  entfernten  Ob- 
jektpunkte von  dem  System  scharf  abgebUdet  werden.  Bei  aplana- 
tischen  Systemen  mit  großer  Öffnung  ist  das,  wie  wir  nach  S.  299 
wissen,  nicht  der  Fall,  bei  solchen  mit  kleiner  Apertur  aber  können  wir 
von  der  scharfen  Abbildung  eines  von  S,  bis  SJ^  sich  in  die  Tiefe 
erstreckenden  Raumes ,  der  dann  ganz  oder  zum  Teil  wegen  der 
Akkommodationstiefe  scharf  gesehen  werden  kann,  sprechen.  An 
diesen  Raum  schließt  sich  infolge  der  Fokustiefe  nach  vom  noch 
eine  Strecke  genügend  scharfer  Abbildung  J^äl^  und  nach  hinten 
noch  eine  solche  JjH,,  so  daß  man  auch  gesagt  hat,  die  ganze  Seh- 
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tiefe,   anch  FenelraÜonsvermögen   genannt,    setze   eich  zusammen  aus 
Fokustiefe  +  Akkommodationetjete. 

Es  Bei   uns  das   Akkommodationsvennögen   des  Angee  in   der 
Form  gegeben 

1         1 


^  =  - 


wobei  Ä  lür  Nahe-  und  F  lür  Fempunkt  steht,  so  können  wir  wegen 
der  Koinzidenz  von  Augenpupille  und  A.-P.  des  Systems  die  Ab- 
stände auch  auf  die  A.-P.  beziehen  und  schreiben 


oder,  wenn  wir  zur  Venneidang  von  Mißverständnissen  das  Sjinbol 
D  benutzen, 

JDV!  =  «f'  -  «Ä  =  A  Mf'  a.v' . 
Suchen  wir  nun  im  Objektraume  das  dem  DSt'   entsprechende 
D9  auf,  so  ist,  da  allgemein  gilt, 

der  au»  den  Seiten  96,  103,  147  folgende  Zusammenhang  vorhanden 

Dn—Di — rr^ — ^fofcca 

WO  ßn  und  ßy  die  den  Entfernungen  'As  und  Sf^  entsprechenden 
linearen  Vergrößerungen  sind.  Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so 
ei^bt  sich 

n      %F  31v'       «      f'&'V 

n       ßy    ßy        n      \p/M 
WO 

V^VWf'ay   und   ßM^VMs 

die  geometrischen  Mittelwerte  aus  den  entsprechenden  Werten  an 
den  objektseitig  projektierten  Akkommodationsgrenzen  sind,  für  die 
hei  sebr  kleinem  J3t  auch  die  arithmetischen  Mittelwerte  eintreten 
können. 

Nach  dem  früheren  aber  folgt  aus  der  letzten  Gleichung: 
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und  in   dem  Falle,   daß  die  A.-F.   nahe  am  hinteren   Brennpunkte 
liegt,  können  wir  schreiben; 


4.  Historische  Notizen. 

Gehen  wir  jetxt  mit  einig;en  Worten  auf  die  Entwickelung  der  im  tot- 
herfjehenden  Torgetreifcenen  Ansiohten  ein,  so  ist  zu  erwähnen,  daB  schon  tot 
G.  Abbeb  Behaiidlaiig  (I.  »si-»S3.}  in  der  Literatur  Ansätze  znr  Theorie  der 
StrahlenbegreoEUng  vorhanden  waren. 

J.  Fbtevil  (S.  S7.)  bat  das  Vignattiaren  seines  Doppelobjektivs  in  einer 
seiner  mehr  populären  Schriften  ToIlstOndig  korrekt  behandelt,  er  unterscheidet 
dabei  der  SEicha  nach  zwischen  Apertur-  und  Gesichtsteldblende;  indessen  ga- 
BOhieht  diese  Behandlung  nur  gimz  gelegentlich. 

In  England  scheint  Th.  Obubb  (1.)  der  erste  gewesen  zu  sein,  der  diesen 
Verhältnissen  eingehendere  Beachtung  schenkte.  Er  verfolgte  beim  photo- 
graphisohen  Objektiv  den  Strahtengang  genauer  und  wurde  dabei  auf  den 
Unterschied  aufmarksom,  der  beim  zuBammengesetsten  photographischen  Ob- 
jektiv hinsichtlich  der  Große  des  Durohmassers  zwischen  der  Aperturblande 
und  der  E.-P.  besteht.  Auch  auf  die  Verschiedenheit  des  objakt-  und  bild- 
seitigen  Gesichtsfeld  winkeis  machte  ar  bei  dieser  Gelegenheit  aufmerksam. 

Fllr  das  Auge  hob  H.  Helmholtz  die  große  Wichtigkeit  hervor,  die 
die  Pupille  fUr  die  StrablenbegrenEnng  hat;  Zielen  doch  die  Tisierlinien  nach 
ihrer  Mitte.  Er  (1.  «T».)  hat  femer  auch  das  Sehfeld  des  Auges  definiert  als 
die  mit  allen  ihren  Eigenttlmlichkeiten  nach  aoBeu  projizierte  Netzhaut.  Ea 
ist  dies  wohl  die  ausfuhrlichste  und  die  am  besten  durchgearbeitete  Behsjid- 
lung  eines  Abschnittes  der  Strahtenbegrenzung  vor  der  Veröffentlichung  der 
ABBSscben  Theorie. 

E.  Abbes  Theorie  erschien  sofort  in  größter  Allgemeinheit,  so  daB  sie 
ohne  weiteres  auf  die  verschiedenen  optischen  Instrumente  angewendet  werden 
konnte. 

Eine  für  das  Auge  und  damit  für  alle  der  subjektiven  Beobachtung 
dienenden  Instrumente  wichtige  Ergänzung  der  ABSEschen  Behandlung  lieferte 
A.  OnLunsiND,  indem  er  die  bereits  J.  B.  Listing  bekannte  Bedeutung  dea 
Augendrehangspunktes  für  die  Perspektive  beim  direkten  Sehen  namentlich 
für  den  wichtigen  Fall  nachdrücklich  betonte,  daß  es  sich  um  die  Betrachtung 
einer  Abbildskopie  im  direkten  Sehen  handele. 
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Die  StrahlnngsTermittelnng  durch  optische 
Systeme. 


Wenn  ein  leuchtender  Körper  andere  in  seiner  Nähe  befindliche 
durch  Strahlung  erleuchtet,  so  denkt  man  sich  diesen  Vorgang  da- 
durch vermittelt,  daQ  man  annimmt,  die  sonst  nicht  leuchtenden 
Objekte  seien  von  Strahlen  getroffen  worden,  die  die  Oberfläche 
des  leuchtenden  Körpers  aus!>endet,  und  man  stellt  sicli  die  Stärke 
der  Beleuchtung  von  der  Anzahl  der  Strahlen  abhängig  vor,  die 
auf  die  beleuchtete  Flächeneinheit  fallen. 

Die  Beleuchtung  irgend  einer  Stelle  sieht  man  ferner  an  als 
das  Resultat  einer  Summierung  aller  von  den  einzelnen  leuchtenden 
Flächenelementen  auf  diese  Stelle  ausgeübten  Beleuchtungsivirkungeii 
und  reduziert  auf  diese  Weise  das  Problem  auf  den  einfacheren 
Fall  der  von  einem  leuchtenden  Flächenelement  auf  ein  anderes 
ausgeübten  Strahlungswirkung. 

Hierbei  hat  man  noch  eine  Unterscheidung  zu  machen  je  nach 
der  Abhängigkeit  dieser  Wirkung  von  der  Lage  der  beiden  Flächen- 
elemente zueinander  oder  nach  der  Intensität  der  Strahlung;  und 
das  geschieht  dadurch,  daß  man  jeden  Strahl  ansieht  als  den  Träger 
einer  spezißscken  Intensität*),  die  dem  leuchtenden  Element  innewohnt 
und  mit  ihm  wechseln  kann. 

•)  In  seinein  AuJsatae  (i.  »er.l  benutzt  E.  Abbb  die  Ausdrucke  „speiißsclia 
IntensitÄt  eines  Punktes"  und  „Leuchtkraft  eines  Punktes"  als  g-leictbedeutend. 
Da  ich  finde,  daß  in  den  als  giltig  anerkanntuu  Behandlunji;en  der  Photometrie 
(so  t.  B.  die  von  E.  Bbodhüh  ti.))  der  Ausdruck  Leuchtkraft  als  synonym  mit  der 
Lichtstärke  einer  Fläche  in  bestimmter  Sichtung  gebraucht  ist,  so  habe  ich 
im  folgenden  diesen  doppelsinnigen  Ausdruck  überhaupt  vermieden  und  ver- 
wende (auch  in  verBchiedenen  wörtlich  von  E.  Abbe  herrührenden  Sätienj 
spezifische  Intensität  im  einen,  Lichtstärke  im  anderen  Sinne. 
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1.  Die  Strahlung  selbstleuchtender  Körper. 

A.  Die  Strahlung  von  Element  zu  Element. 

Das  photometrische  Grnndgesets.  Das  zuerst  von  J.  H.  Lambert 
ausgesprochene  Gesetz  für  das  von  einem  Element  dq  einem  anderen 
dQ  zugesandte  Lichtquantum  dL  lautet: 

Idq  dQ  eos  &  cos  9 

Denken  wir  uns  die  beiden  Elemente  in  den  Punkten  p  und  P 
lokaiisiert,  so  sind  i?  und  S  die  spitzen  Winkel,  die  die  in  p  und  F 
auf  dq  und  dQ  erricliteten  Normalen  mit  dem  Radiusvektor  r=j»P 
einschließen.  Der  Faktor  I  ist  unabhängig  von  den  geometrischen 
Bedingungen,  repräsentiert  also  nach  deu  allgemeinen,  in  der  Ein- 
leitung vorgetragenen  Sätzen  die  speHfische  Intensilät.  Auf  seine 
physikalische  Bedeutung   werden   wir   noch   zu   sprechen   kommen. 


In  dieser  Form  des  Strahlungsgesetzes  fällt  die  Symmetrie 
zwischen  dem  strahlenden  und  dem  bestrahlten  Element  auf,  eine 
Beziehung,  die  auch  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden  kann : 
Die  Lichtmenge  (fX,  die  -vondq  an  liQ  vermittelt  wird,  ist  der  gleich, 
die  dQ  an  dq  vermitteln  würde,  wenn  man  ihm  die  gleiche  spe- 
zifische Intensität  I  beilegte.  Diese  Auffassung  des  Gesetzes  wird 
bei  der  Anwendung  auf  die  Theorie  der  optischen  Instrumente-  zu- 
weilen verwendet  werden. 

Beschreiben  wir  um  den  Punkt  p  eine  Kugel  mit  dem  Radius 
=  1,  so  definiert  ganz  allgemein  ein  beliebiges  Flächenstück  w 
auf  ihr,  wenn  seine  Randpunkte  alle  mit  p  verbunden  werden,  einen 
gewissen  Raumwinkel  co.  Zieht  man  nun  von  p  aus  nach  den 
Randpnnkten  des  bestrahlten  Elements  dQ  Vektoren,  so  schneidet 
man  dadurch  auf  der  Einheitskugel  um  p  ein  bestimmtes  Flächen- 
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element  dÜ  aus,  das  seinerseits  den  Raumwinkel  dQ  definiert.    Für 
diesen  besteht  offenbar  die  Beziehung 


und  wir  wollen  ihn  bezeichnen  als  scheinbare  Größe  des  bestrahlten 
ElemetUes  dQ  vonp  aus.  Man  sieht  ohne  weiteres,  daß  man  ebenso 
die  scheinbare  Gröäe  des  strahlenden  Elements  dq  von  F  aus  ein- 
führen kann  durch 

dg  cos# 
do}^     -  ä  — . 
r* 

Unter  Benutzung  dieser  Beziehungen  laßt  sich  die  Grandgleichung 
flchreiben 

dL  =  Idqcoe»dQ=IdQcoBßdca, 

wo,  wie  man  sieht,  die  oben  hervorgehobene  Symmetrie  wieder  zum 
Vorschein  kommt.  Die  durch  Strahlung  zwischen  zwei  Elementen 
vermittelte  Lichtmenge  ist  also,  abgesehen  von  der  scheinbaren 
Größe  des  einen,  noch  abhängig  von  der  wirklichen  Größe  des  andern 
und  seiner  Neigung  gegen  den  Vektor. 

In  neueren  Abhandlungen  über  Photometrie,  wie  z.  B.  bei 
E.  Beodhun  (J.  450),  0.  LüMMEE  (2.  ä4),  P.  DBxn>E  (5.  72)  finden  wir 
die  Einführung  einer  weiteren  Größe;  Die  Lichtmenge,  die  auf  die 
zum  Vektor  r  senkrechte  Flächeneinheit  aus  der  Entfernung  =  1 
gestrahlt  wird,  wird  als  Lichtstärke  oder  Leuchtkraft  dK  in  der 
Richtung  r  bezeichnet.     Sie  ist  gegeben  durcli 

dK^Idqco^-». 

Der  vorigen  Anmerkung  entsprechend  werden  wir  diese  Größe 
dK  nur  als  lAchtslärke  in  der  Richtung  r  bezeichnen.  Als  Kinlieit 
für  sie,  soweit  es  sich  um  optisch  wirkende  Lichtquellen  handelt. 
verwendet  man  die  Lichtstärke  der  Vereinskerzc  oder  der  IIefkeb- 
Bchen  Amylacetatlampe.  Es  sind  das  Lichtquellen,  die  man  ständig 
in  annähernd  gleicher  Intensität  wieder  erzeugen  kann. 

Die  Belenchtongs stärke.  Nach  unseren  allgemeinen  Leitsätzen 
können  wir  die  in  P  von  dq  aus  vermittelte  Beleuchtungsstärke  dS 
messen  durch  die  auf  die  Flächeneinheit  fallende  Liclitmengc 

dS  =  ^  =  Ida>coBÖ 

dq 

und  natürlich  ganz  analog  für  p  von  dQ  aus 
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Setzen  wir  nun  in  der  ersteu  der  beiden  Gleichungen  ein  senk- 
recht zum  Vektor  BtehendeB  Flftchenelement  dQ  voraus,  so  wird 
cos  0=  1  wegen  0  =  0,  und  wir  erhalten  den  Ausdruck 


Nach  dieser  Beziehung  laßt  sich  also  die  spezifische  Intensität 
I  der  strahlenden  Oberflache  messen  durch  den  Quotienten  der 
Beleuchtungsstärke  dS  eines  auf  dem  Vektor  senkroclit  stehenden 
bestrahlten  Elements  und  dem  Raumwinkel  dto,  unter  dem  das 
strahlende  Element  dq  am  Orte  seiner  Wirkung  erscheint.  Damit 
ist   dann   die   physikalische  Bedeutung   des  Faktors  I  klargestellt, 

Drücken  wir  auch   die  Beleuchtungsstärke  mit  Hilfe  der  oben 
definierten  Lichtstärke  dK  aus,  so  ergibt  sich  aus  der  photoraetrischcn 
Grundgleichung  und  der  Definition  von  dE 
,„      dL      dEeo&O 

80  daß  die  Berechnung  der  Beleuchtungsstärke  aus  den  geometrischen 
Beziehungen  und  der  Angabe  der  Lichtstärke  möglich  ist. 

Als  Einheit  „Meterkerze"  wird  der  Wert  der  Beleuchtungsstärke 
definiert,  den  eine  Normalkerze  in  i  m  horizontaler  Entfernung  in 
der  Mitte  eines  senkrecht  gegen  die  Strahlen  gestellten  Schirmes 
erzeugt. 

Die  Bededtong  der  KorngrdBe.  Gehen  wir  wieder  zu  dem 
Ausdrucke  für  die  Beleuchtungsstärke  zurück,  so  ist  diese  gegeben 
durch 

dS=^  =  Ido)cose. 
d<i 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  hatten  wir  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, um  Überhaupt  durch  dQ  dividieren  zu  können,  daß  dQ  von 
Null  verschieden  sei. 

Nun  ist  es  eine  Eigenschaft  der  bei  der  Projektion  benutzten 
Schirme,  der  Mattscheibe  sowohl  wie  der  lichtempfindlichen  Schicht 
der  photographischen  Platte,  daß  sie  aus  räumlichen  Einzelelementen 
bestimmter  Größe  oder,  wie  man  allgemein  sagt,  bestimmter  Korn- 
größe zusammengesetzt  sind.  Bei  einer  solchen  Fläche  verliert  die 
gewöhnliche   Flächenmessung   ihren    Sinn,    da    wir    keine   in   den 
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kleinsten  Teilen  gleichartige  Fläche  vor  uns  haben,  und  an  die 
Stelle  der  Messung  tritt  die  Zählung  der  Elemente,  die  der  Natur 
der  Sache  nach  nur  eine  ganze,  positive  Zahl  als  Ergebnis  liefern 
kann.  Es  ist  also,  wenn  für  dQ  diese  ganze  positive  Zahl  C  er- 
mittelt ist, 

wo  s  den  mittleren  freien  Flächeninhalt  der  Projektion  eines  einzelnen 
Elemente  bedeutet. 

Wir  können  uns  diesen  mittleren  freien  Flächeninhalt  e  so  er- 
halten denken,  daß  wir  von  dem  strahlenden  Element  aus  den 
scheinbaren  Umriß  für  Jedes  an  der  Schirmoberfläche  partizipierende 
Einzelkom  aufsuchen.  Wir  erhalten  dadurch  bei  Voraussetzung 
einer  genügenden  Schichtdicke  auf  der  Schinnfläche  eine  netzartige 
Zeichnung,  deren  Maschen  von  den  Unu-issen  der  Komelemente  ge- 
bildet werden.  Wir  sind  alsdann  zu  dem  Ausspruche  berechtigt, 
die  Projektionen  der  Elemente  bilden  auf  der  Schirmfläche  ein  g'e- 
schlossenes  Pflaster. 

Wir  erhalten  also  für  die  Beleuchtungsstärke 

Nimmt  nun  das  Flächenelement  dQ  an  Größe  ab,  so  drückt  sieh 
das  auf  der  linken  Seite  von  dQ  =  e0  dadurch  aus,  daß  O  kleiner 
und  kleiner  wird.  Bei  der  Voraussetzung  einer  stetigen  Abnahme 
von  dQ  erhalten  wir  einen  Ausdruck,  der  nach  seiner  Entstehung 
nur  sprunghaft  wie  ganze,  positive  Zahlen  abnehmen  kann. 

Sinkt  nun  der  Flächeninhalt  von  dQ  soweit  herab,  daß  dieses 
Element  die  Größe  weniger  oder  nur  eines  Elementarkomes  erreicht, 
so  ist  der  Ausdruck 

infolge  der  merklicheren,  unstetigen  Änderung  von  C  gänzlich  un- 
geeignet zur  Darstellung  von  dQ,  und  die  Beziehung 

.„      dL       ,.      [dL] 
dS  =  -r^^  hm         - 

verliert  ihren  Sinn.  Tritt  nämlich  ein  weiteres  Sinken  von  dQ  ein, 
so  vermag  eO  dem  nicht  zu  folgen,  und  es  ergeben  sich  zwei  Mög- 
lichkeiten für  einen  Fehlschlufl.  In  dem  einen  Falle  möge  trotz 
des  Sinkens  von  dQ  die  Lichtmenge  dL  ungeändert  bleiben;  als- 
dann müßte  von  Rechts  wegen  dS  wachsen,  während  doch  in  dem 
Ausdrucke  rechter  Hand 
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aUes  ungeändert  bleibt,  weil  D  seinen  kleinsten  Wert  =  1  bereits 
angenonunen  hat.  In  dem  andern  Falle  soU  beim  Sinken  von  dQ 
auch  dL  und  zwar  so  abnehmen,  daß  dS  — 
alsdann  nimmt  der  Wert  der  rechten  Seite 

ab  und  täuscht  uns  auch  hier  wieder  eine  zu  kleine  Beleuchtungs- 
starke vor. 

Sobald  also  das  bestrahlte  Element  so  klein  wird,  daB  es  nui- 
ein  oder  einige  Struktur elemente  des  Auifangschirmes  umtaflt,  ver- 
liert die  Berechnung  der  Beleuchtungsstärke  ihren  Sinn,  und  wir 
gehen  dann  auf  die  dem  Element  zugeführte  Lichtmenge  dL  als 
MaB  für  die  ihm  vermittelte  Strahlung  zurück. 

Für  das  Auge  hat  E.  Abbe  (J.  269)  die  Gründe  tür  diese  vom 
fjewöhnlichen  abweichende  Bestimmung  angegeben,  und  lür  photo- 
graphische Systeme  zu  Stemaufnahmcn  hat  0.  Lummeb  (X)  bei  der 
Aufstellung    seines   „Punktgesetzes"    darauf    aufmerksam   gemacht. 

Die  äquivalente  Lichtverteilong.  Der  Ausdruck  für  die  durch 
Strahlung  zwischen  zwei  Elementen  vermittelte  Lichtraenge  war 
gegeben  durch 

dL  =  Id(<}dQcose  =  IdQdq  cos  9 . 
Xach  diesem  Ausdrucke  ändert  sich  für  die  dem  bestrahlten  Element 
iQ  zugesandte  Lichtmenge  gar  nichts,  wenn  wir  das  strahlende 
Element  dq  durch  ein  anders  gelegenea  und  anders  gestaltetes  Ele- 
ment dq  ersetzen,  wenn  es  nur  mit  derselben  spezifischen  Intensität 
I  strahlt  und  für  P  dieselbe  scheinbare  Größe  hat.  Es  muß 
also  sein 

(f^cosi?  dfjicos^ 


Ein  solches  Element  dq  nennen  wir  ein  für  P  dem  alten  dq 
äqxnvaientes  Element.  Ist  uns  nun  eine  aus  m  Elementen  dq,  mit 
den  spezifischen  Intensitäten  I,  gebildete  strahlende  Fläche  gegeben, 
so  können  wir  auf  einer  beliebig  anders  gelegenen  Fläche  eine  für 
P  ihr  äquivalente  Lickivertälimg  substituieren,  wenn  für  jedes  Element 
der  neuen  Fläche  gilt 

Opuk.  33 
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Fassen  wir  das  Ergebnis  zusammen,  so  lautet  es;  Die  Licht- 
strahlung einer  beliebigen  Fläche 

deren  einzelne  EUemente  mit  den  spezifischen  Intensitäten  Z,  strahlen, 
können  wir  stets  für  dQ  in  P  durch  eine  Lichtverleilung  In  der 
beliebig  vorgeschriebenen  Fläche  q  vollständig  ersetzen,  wenn  wir 
jedes  Element  q,  aus  P  als  Projektionszentrum  auf  3  projizieren 
und  ihm  dort  die  spezifische  Intensität  J,  beilegen.  Das  können 
wir  auch  unter  Benutzung  von  E.  Abbes  (J.  S68.)  Worten  ausdrücken : 
„Umgekehrt  müssen  zwei  Lichtquellen  von  ungleicher  Größe, 
„Gestalt  und  Lage  genau  dieselben  Strahlungswirkungen  an  einem 
„Orte  hervorbringen,  von  dem  aus  gesehen  sie  sich  so  aufeinander 
„projizieren,  daß  jede  vom  Ort  der  Wirkung  nach  ihnen  hin  gezogene 
„Richtungslinie  beide  in  Punkten  gleicher  spezifischer  Intensität  trifft." 

B.  Die  Strahlung  aul  Flächen  endlicher  QrSBe. 

Eine  Fläche  sei  gebildet  aus  m  Elementen  dQ,,  und  sie  werde 
beleuchtet  von  einem  mit  der  spezifischen  Intensität  I  strahlenden 
Element  dq.  Die  auf  ein  Flächenelement  dQ.  fallende  Lichtmenge 
dLr  ist  dann 

Xdqcos^,dQ,cos&. 

so  daß  die  gesamte  Lichtmenge  für  die  Fläche  sich  ergibt  zu 
^r       V  jr  Tj    V  COBtf,iQ,cosa 

und  dieser  Ausdruck  geht  in  ein  Integral  über,  wenn  man  die 
Elemente  kleiner  und  kleiner  annimmt  und  für  m^oo  zur  Grenze 
übergeht.  Wir  bemerken  hier  gleich,  daß  dieser  Ausdruck  auch 
aufgefaßt  werden  kann  als  die  Lichtmenge,  die  das  Element  dq 
erhält,  wenn  es  der  Strahlung  derselben  Fläche  ausgesetzt  ist,  deren 
Elemente  man  mit  der  konstanten  spezifischen  Intensität  I  sti'ahlend 
annimmt. 

In  gewissen  Fällen  kann  die  durch  das  Integral  angedeutete 
Rechenoperation  im  Bereiche  der  bekannten  Funktionen  ausgeführt 
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werden,  und  wir  wollen  hier  an  einigen  Beispielen,  die  später  ibre 
Anwendung  linden,  solche  Herleitungen  vorführen. 

Die  BestrahluDg  einer  Krelsfläcbe  durch  ein  paralleles,  axiales 
Fl&chenelement  Befindet  sich  dfus  beleuchtende  Element  dq  in 
einer  senkrechten  Entfernung  St  vom  Mittelpunkte  des  parallelen 
Kreises  vom  Radius  r,  so  wollen  wir  als  beleuchtetes  Element  dQ 
<'inen  Ereisring  auffassen,  der  von  zwei  benachbarten,  zu  den 
Uichtungeu  ^  und  &-\-ä^  gehörigen  Kreisen  begrenzt  ist  (s.  Fig.  123). 


Dann  ist 

und  es  ergibt  sich  ferner  wegen 

r  =  -^  und  »=9 
cosw 

dL  =  2  Ji  Idq  sin  i?  cos  ^d&. 


noch 

.\lso 


djj=2nldq\  sm&cos »d^  =  nldq [sin* ^];. 


Führen  wir  nun  den  Grenzwinkel  U  durch  die  Beziehung  ein 

so  muß  das  Integral  bis  zur  Grenze  U  erstreckt  werden,  und  wir 
erhalten 

(i£  =  jiXdg8in'  V. 

Demnach  können  wir  den  schon  J.  H.  Lahbest  bekannten  Satz 
aussprechen,  dafi  die  auf  einen  achsensenkrechten  Kreis  von  einem 
axialen  achsensenkrechten  Element  gestrahlte  Lichtmenge  dem 
Quadrat  des  Sinus  des  Öffnungswinkels  V  proportional  ist. 
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FiJsin'P. 


Partien  wir,  wiu  oben  bemerkt,  diese  Lichtmenge  auf  als  ge- 
istraliit  auf  dq  von  der  mit  I  gleichmäßig  leuchtenden  E!reififIAche, 
1*0  ist  die  Beleuchtungsstärke  dieses  Elements  gegeben  durch 

Die  Bestrahlung  einer  Kreisfläche  dnrch  einen  Achaenpnnkt. 

Nehmen  wir  die  Lichtquelle  als  punkttCrmig  an,  so  erleidet  sie  keine 
■icheinbare  Verkleinerung,  wenn  wir  unter  endlichem  tf  geneigte 
Strahlen  annehmen.  Demnach  ist  hier  das  folgende  Integral  aus- 
zuwerten: 


äL^2jildqUi 


'•2jildq{l—cos  ü)  =  inldq 


.   ,ü 


Ks  ergibt  sieh  also  ein  Betrag,  der  nach  Maßgabe  von  1 :  cos*  -- 

grüßer    ist    als    die    unter   Voraussetzung   eines    achsenscnkrcchtcn 
Fiachcnelcments  ermittelte  Llchlmenge. 

Die  Bestrahlung  einer  Kreisfläche  durch  ein  paralleles  aofier- 
axiales  Flächenelement.  Noch  in  einer  ganzen  Reihe  von  anderen 
Füllen  sind  die  Integrationen  ausgeführt  worden,  worüber  man  bei 


Fig.  114. 
■MnMang  einer  KreignXche  dunli  ein  |>imü1< 


iDeniislo  FlMieueleiueul. 


J.  II.  Laubekt   und   A.  Beer  nachlesen  mag.     Von  Interesse   für 
die  späteren  Anwendungen  ist  der  hier  nach  A.  Beees  \1.  S7.)  Dar- 


,y  Google 


Die  Strahlung  selbatleuchtender  Körper.  517 

Stellung  mitgeteilte  allgemeinere  Fall,  daß  das  strahlende  Element 
zwar  dem  bestrahlten  Kreise  parallel  nnd  im  senkrechten  Abstände 
Ä  aber  außerhalb  der  Achse  in  der  Höhe  Ij  =  0K=^  PL  angenommen 
sei.  Die  sehr  elegante  von  J.  H.  Lambebt  stammende  Integration 
kann  an  der  angegebenen  Stelle  nachgelesen  worden,  während  uhm 
an  diesem  Orte  nur  die  Resultate  interessieren. 
Definieren  irir  die  Größen 

_3t'  +  W''-t'         _9[»  +  l)»  +  r* 


'  2i}r        '     ^  2i)r 

und  betrachten  wir  das  perspektivisch  und  in  Vorderansicht  ge- 
zeichnete Kreiszweieck  DD'B,  das  von  dem  Kreise  um  P  durch 
einen  um  L  mit  dem  Radius  LD  beschriebenen  Kreis  abgeschnitten 
wird,  und  zu  dem  die  Winkel  DP6  =  x>  DLP^V,  DKL  =  <o 
gehören,  so  ist  die  auf  DD'B  fallende  Lichtmenge 

dL,,,=  Idq\väin^  w  -^  -i^-  XJ 

Wollen  wir  die  auf  den  ganzen  Kreis  fallende  wissen,  so  setzen 
wir  j;^^~ö"'^'"^  M^O;  alsdann  ist  in 

da«  Produkt  der  beiden  Tangenten  =  1 ,  mithin  die  Summe  ihrer 
Bogen  =  — ,  und  wir  erhalten 

Dieser  Ausdruck  geht,  wie  es  auch  sein  muß,  in  die  Form 

dL  =  nIdqsin*U 
über,  wenn  man  darin  l}  =  0  setzt. 

Führen  wir  die  aus  der  Figur  veratändiich  werdende  Bezeich- 
nung ein  EP=med,  EB  =  max,  KB^min,  so  Iftßt  sich  der  vor* 
hergehende  Ausdruck  noch  in  die  elegante  Form  bringen 
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maa:  X  min       I 

In  der  weiteren  Verfolgniig  von  Sirahlnngsproblemen  ist  aucb 
in  einzelnen  Fällen  die  Strahlung  von  einer  endlichen  Fläche  zu 
einer  endlichen  Flftche  ermittelt  worden.  Wir  teilen  hier  das 
Resultat  für  zwei  zu  derselben  Achse  zentrische,  achsen senkrechte 
Kreise  von  den  Radien  t  und  31  in  der  Achsenentfemnng  St  mit, 
wenn  die  spezifische  Intensität  auf  dem  einen  fiberall  konstant  =  Z 
vorausgesetzt  ist.  Die  auf  den  andern  gestrahlte  Lichtmen^  ist 
dann: 

i  =  i  I^'{V  +  «•  +  S"  -  V[SlM^(9i  +"^[Sl=T(9!"^n) . 

Nach  Einführung  der  Bezeichnungen       .  ~|~  ^    "*"  -j   ergibt 

sich  der  elegante  Ausdruck 

L  =  i  Ja*  {Max  ~  Min)*. 

C.  Die  Helliekeit. 

Die  soeben  etwickelten,  allgemeinen  photometrischen  Sätze  gelten 
auch  dann,  wenn  der  beleuchtete  Punkt  P  anf  der  Netzhaut  des 
Auges  liegt  und  der  beleuchtete  Teil  der  Netzhaut  durch  (iQ  be- 
zeichnet ist. 

Für  die  vom  Auge  empfundene  Beleuchtung  verwendet  man 
den  Ausdruck  Helligkeit;  so  wird  im  besonderen  die  spezifische 
Intensität  Jdes  leuchtenden  Elements  im  Ange  als  t^solute  Helliglidt 
empfunden,  Ihr  steht  als  indizierte  Helligleeit  die  Empfindung  der 
Beleuchtungsstärke  gegenüber,  die  ein  leuchtender  Körper  auf  einer 
diffus  leuchtenden  Fläche  hervorruft.  Die  Bestimmung  der  Gleichheit 
der  Beleuchtungsstärken  läßt  sich  schwierig  durchführen,  wenn  es 
sich  um  verschiedenfarbiges  Licht  handelt;  bei  geringeren  Hellig- 
keiten tritt  dann  das  PuRKiNJEsche  Phänomen  eiu,  wonach  die 
gleichen  Differenzen  der  Beleuchtungsstärke  als  verschiedene  Hcltip- 
keitsdiffereuzen  empfunden  werden. 

Auch  beim  Auge  können  wir  die  Beleuchtungsstärke  nur  be- 
rechnen, wenn  die  Netzhautelemente  dQ  nicht  zu  klein  werden. 
Als  Grenze  ist  hier  die  Korngröße  der  Retina,  der  ZapftnquerschtöA 
gegeben.  Tritt  der  Fall  ein,  daß  das  leuchtende  Element  im  Auge 
nur  ein  Korn   einnimmt,    so  muß  analog  dem   friiheren   die  Lichl- 
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menge  dL  direkt   und    nicht  mehr   die  Bclenchtungsstärke  dS  auf 
der  Ketina  bestimmt  werden. 

Die  Sätze  über  die  äquivalente  Liebt  Verteilung  bleiben  auch 
für  das  Auge  gOltig,  da  bei  ihrer  Herleitung  Ändeningen  nur  an 
den  Elementen  der  Lichtquelle  vorgenommen  waren,  während  die 
jetzt  auf  das  Auge  bezogenen  Größen  dQ  und  0  unverändert  blieben. 

2.  Die  mittelbare  Lichtetrahlang. 
A.  Die  Strahlung  diffus  reflektierender  Flächen. 

Schon  in  der  Einleitung  war  hervorgehoben  worden,  daß  eelbst- 
leuchtende  Körper  andere  nicht  leuchtende  ihrer  Umgebung  zu  leuch- 
tenden machen  können.  Wir  werden  jetzt  diese  Strahlung  be- 
handeln müssen  nach  den  geometrischen  Beziehungen  einerseits  und 
nach  der  spezifischen  Intensität  des  mittelbar  strahlenden  Körpers 
andererseits,  die  wir  näher  als  erborgte  Intensität  bezeichnen  wollen. 

Wir  nehmen  nun  zu- 
nächst Körper  mit  vollkom- 
men rauher  Oberfläche  an, 
die  das  erhaltene  Licht  nacti 
allen  Seiten  gleichmäßig  zu- 
rückwerfen. Sie  verhalten 
sich  also  nach  den  geometri- 
schen Beziehungen  wie  selbst- 
leuchtende  Körper,  und  wir 
haben  nun  noch  die  Auf- 
gabe, den  die  erborgte  In- 
tensität charakterisierenden  Faktor  aus  den  bei  der  Beleuchtung 
der  diffus  reflektierenden   Oberfläche  gegebenen  Daten  abzuleiten. 

Legen  wir  an  den  betrachteten  Oberflächenpunkt  des  rauhen 
Körpers  eine  Tangentialebene,  so  bildet  sie  die  nach  dem  Körper 
zu  liegende  Grenze  der  möglichen  Strahlungsrichtungen,  Für  eine 
wirklich  allseitig  reflektierende  Oberfläche  wird  demnach  die  ganze, 
dem  Körper  abgewandte  Halbkugel  mit  dem  Radius  f  =  1  und  der 
Oberfläche  2ji  von  Strahlen  erfüllt  sein. 

Das  Oberfläehenelement  dq  erhält  von  dem  BUemente  dq  der 
primären,  mit  der  spezifischen  Intensität  I  strahlenden  Lichtquelle 
die  Lichtmenge  zugesandt 

,_       IdqdqcoszcoßT 

<iS ^ 
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und  schickt,  wenn  wir  rein  formal  seine  erborgte  Intensität  mit  I 
bezeichoen,  dem  in  der  Entfernung  r  befindlichen  Element  dQ  seiner- 
seits unter  dem  EmanaÜonsvnnhel  &  die  Lichtmenge  zu 

IdqdQcoa&cos  ö 

Nach  der  oben  gemachten  Annahme  wirft  der  diffus  reflek- 
tierende Körper  die  auf  ihn  fallende  Lichtmenge  dS  nach  allen 
innerhalb  der  Halbkugel  möglichen  Richtungen  gleichm&fiig  und 
zwar  in  einem  Uaße  e  geschwächt  zurttck,  so  daß  wir  für  das  in 
jeder  Richtung  zurückgeworfene  Lichtquantum  den  Ausdruck  er- 
halten 

eis 
2:71  ■ 

Beachtet  man  noch,  daß  es  sich  um  das  der  Lichtmenge  dS  ent- 
sprechende Element  dq  der  diffus  reflektierenden  Oberfläche  handelt, 
dessen  Normale  gegen  die  betrachtete  Strahlungsrichtung  unter  dem 
Winkel  &  geneigt  ist,  so  leuchtet  ein,  daß  für  die  Weiterstrahlung 
die  obige  Größe  noch  mit  cos#  zu  multiplizieren  ist. 

sdü  cos  & 
Dieser  Betrag tritt  mithin  in   dem  Ausdruck  für  dL 

an  die  Stelle  der  Faktoren,  die  eich  auf  Größe,  Neigung  und 
Strahlungsintensität  von  dq  beziehen,  und  das  ist 

T  dqcos^. 

Uithin  erhalten  wir  unter  Annahme  einer  vollständig  diffusen 
Reflexion  durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Größen 

edÜcos&      V        f.  . 
- — -  —  ^  1  cos  v  dq 

und  daraus  die  Beziehung 

=        e    Tdqeosrcosr 
2jt  'j^~ 


d,  h.:    Die  Ableitung   der   erborgten  Intensität   J  eines   diffus  mit 
einem  Prozentsatze  s  reflektierenden  Elements  erfolgt   durch  Multi- 


■  Eeleuchtungastärke  ds  mit  —  . 
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Den  Teil  e,  demeutsprechend  die  erhaltene  Beleuchtungsstärke 
von  der  Oberfläche  weiter  gestrahlt  wird,  nennt  man  nach  J.  H. 
Lasbbkt  Weiße  oder  Albedo,  und  man  würde  von  absolut  weißen 
Körpern  bei  e=l  im  Gegensatz  zu  absolut  schwarzen  bei  e-^0 
sprechen  können.  In  der  Natur  tiiiden  sicti  für  die  verschiedenen 
Stotte  verschiedene  Werte  zwischen  diesen  Grenzen  vor,  so  ist  ttii* 
unsere  gewöhnlich  als  weiß  bezeichneten  Körper  die  Albedo  etwa 
=^0,4.  Bei  einem  und  demselben  Körper  nimmt  der  Wert  e  für  die 
verschiedenen  Wellenlängen  andere  und  andere  Betrftge  an. 

Für  die  von  dem  diffus  leuchtenden  Element  dq  inj?  an  einem 
Element  dQ  am  Orte  P  ausgeübte  Beleuchtungsstärke  ds  erhalten 
wir  unter  Annahme  der  Giltigkeit  des  Grandgesetzes  den  Ausdruck: 

,        dL      ^  ^      eds  „ 

ds==-yy  ==1  d<u cos  w ^=  —  d(o cos  CT 

wo  gegen  früher  nichts  weiter  geändert  ist  als  der  Wort  von  Jin  J, 

Demnach  können  wir  die  früher  gemachten  Überlegungen  hin- 
sichtlich der  äquivalenten  Lichtverteiiung  auf  einer  beliebig  vor- 
geschriebenen Fläche  auch  hier  wieder  anstellen,  und  müssen  nur 
ta.  Rücksicht  ziehen,  daß  die  erborgte  Intensität  sich  zusammensetzt 
aus  der  Albedo  e  und  der  Beleuchtungsstärke,  die  die  diffus  reflek- 
tierende Oberfläche  gerade  erfährt. 

In  der  Wirklichkeit  trifft  unsere  Annahme  aber  nicht  zu,  das 
photometrische  Grundgesetz  gelte  auch  für  diffus  reflektierende 
Flächen,  sondern  die  Verhältnisse  sind  hier  viel  verwickelter.  Halten 
wir  uns  an  die  neueste  der  über  diesen  Gegenstand  erschienenen 
Schritten,  an  die  die  W^iENBBsche  Arbeit  weiterführende  Abhandlung 
von  Fe.  ThaIjEB  {/.),  so  gilt  für  kleine  und  mittlere  Inzidenz-  und 
Emanationswinkel  fast  durchgängig  die  Bemerkung,  daß  der  Betrag 
der  reflektierten  Strahlung  die  vom  IjAUBEBTschen  Gesetze  geforderte 
Höhe  nicht  erreiche. 

Bezeichnet  man  als  Azimut  der  Strahlung  »  den  zwischen  0** 
und  180"  liegenden  Winkel,  den  die  beiden  dtuxjb  die  Inzidenz- 
und  Emanationsrichtung  mit  der  Normale  des  diffus  reflektierenden 
Elements  bestimmten  Ebenen  einschließen,  so  hat  Che.  Wieneb  (i.) 
darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  dieser  Winkel  für  den  Betrag 
des  reflektierten  Lichts  eine  große  Bedeutung  habe. 

Ein  solcher  Einfluß  hat  sich  auch  bei  den  THALEBschen  Ver- 
suchen gezeigt,  und  zwar  bei  der  Mehrzahl  der  untersuchten  Flächen 
(bei  mattem  Milchglase,  bei  einem  Niederschlage  von  Magnesium- 
oxyd,    bei  glattgelassenem    und    gerauhtem  Gipsgusse,    so  daß  die 
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reflektierte  Strahlung  im  allgemeinen  mit  wachsendem  Azimut  wachs. 
Sie  erreichte  —  was  man  früher  wohl  als  allgemein  gültig  ange- 
sehen hat  —  filr  sehr  große  Inzldenz-  and  Emajiationswinkel 
(i  =  80"  ^  &)  und  für  ein  Azimut  von  v  ^  1 80°  ganz  außerordentlich 
hohe  Beträge,  so  beispielsweise  bei  mattem  Milchglase  den  12  •  6  fachen 
Wert  der  Zahl,  die  nach  der  LAMBEBTschen  Formel  zo  erwarten 
gewesen  wäre.  Eö  tritt  also  in  diesen  Fällen  eine  Annäherung  an 
die  regelmäßige  Spiegelung  ein.  Innerhalb  der  angegebenen  Gruppe 
nimmt  Uagnesiumoxyd  insofern  eine  Ausnahmestellung  ein,  als 
dabei  ein  MaKimum  für  v=^0  zn  beobachten  war,  das  fOr  kleine 
und  mittlere  Inzidenz-  und  Emanation swinkel  sogar  auf  den  absolut 
größten  Strahlungsanteil  fiel;  für  größere  Werte  von  t  und  &  wird 
CK  von  den  Anteilen  übertroffen,  die  in  dem  Azimut  ^=180° 
zurückgeworfen  werden. 

Eine  ganz  abweichende  Stellung  nimmt  die  letzte  der  unter- 
Huchten  Flächen  (aus  aufgesiebtem  Gips)  ein.  Hier  zeigt  sich  die 
bei  Magncsiiumoxyd  für  kleine  und  mittlere  t  nnd  tf-Winkel  auf- 
tretende Erscheinung  auch  bei  großen  i  und  ^-Werten  sehr  deutlich. 
So  liegt  bei  t  =  80°  =  #  das  Maximum  der  reflektierteD  Strahlung 
mit  dem  2-5raelien  des  LAMBERTschen  Wertes  bei  v  =  0°,  während 
in  dem  Azimut  von  180°  nur  das  l-4fache  zurückgeworfen  wird. 
Der  Annäherung  an  die  regelmäßige  Spiegelung,  die  bei  den  zuerst 
erwähnten  Oberflächen  aufgefallen  war,  tritt  hier  also  eine  Zurück- 
werfung in  der  Etnfallsriclitung  gegenüber. 


B.  Die  durch  polierte  Flächen  vermittelte  Strablun£. 

Der  Fall  spiegelnder  Flächen.  Nehmen  wir  eine  spiegelnde 
Melalltläche  an,  so  nimmt  von  jedem  ihrer  Punkte  p  ein  bestimmter 
Kegel  reflektierter  Strahlen  seinen  Ausgang,  und  seüi  Mantel  gibt 
gleichzeitig  die  (irenze  an,  innerhalb  derer  ein  Objekt  P  gelegen 
sein  muß,  wenn  es  durch  Vermittelung  des  betrachteten  Spiegel- 
Clements  der  Strahlung  der  Licht(|nelle  L  ausgesetzt  sein  soll.  Da 
dies  für  jeden  Punkt  der  Fläche  gilt,  so  können  wir  uns  nach  dem 
(Jesetze  der  äquivalenten  Lichtverteilung  die  vermittelte  spezifische 
Intensität,  deren  Betrag  noch  zu  bestimmen  ist,  zunächst  einmal  in 
der  spiegelnden  Fläche  lokalisiert  denken  (s.  Fig.  126). 

Was  nun  den  Betrag  der  vermittelten  Strahlung  angeht,  so 
hängt  er  von  den  beiden  Konstanten  x  und  «  des  MelaUs  ab, 
seinem  Absorptions-  und  seinem  Breehungsindex. 


,y  Google 


Die  mittelbare  Lichtstrahlung.  523 

Die  hier  angenommenen  Werte  dieser  Größen  sind  durch 
Polarisationsbeobachtungen  ennittelt.  Berechnet  man  danach  das 
EeflexionsvermÖgen  B  für  senkrechte  Inzidenz  mit  Hilfe  der  Formel 


so  stimmen  die  Resultate  befriedigend  überein  mit  den  Werten, 
die  man  bei  direkter  Bestimmung  dieser  Größe  erhalten  hat.  In 
den  beiden  von  uns  gewählten  Fällen  (Silber  und  Stahl)  besteht  ein 
Unterschied  von  etwa  2,5  "/o  für  die  beiden  entsprechenden  fi- Werte. 

Bei  schiefer  Inzidenz  wird  das  Licht 
teilweise  polarisiert.  Die  Formeln,  mittels 
derer  die  Intensitäten  beider  Komponenten 
sich  aus  den  Werten  des  Brechungs index  n, 
des  Absorption  sind  ex  k  und  des  Inzidenz- 
winkeis  t  berechnen  lassen,  sind  sehr  um- 
ständlich. Bestimmt  man,  wie  es  hier  ge- 
schehen ist,  die  Intensität  der  reflektierten 
in  Prozenten  der  einfallenden  Strahlung, 
so  Bind  nach  P.  Dbüde  (Ä.  8H4)  die  Größen 
tg*if>  und  tg*^,  auszuwerten.  Hier  sind 
zur  Berechnung  dieser  Winkel  die  strengen  ' 
Formeln  angewandt  worden,  die  P.  Dbtjbe 
(7.  520)  angegeben  hat.  Bei  der  Rechnung  wurde  angenommen, 
daß  natürliches  Licht  auffiele,  und  die  beiden  in  der  Figur  127 
vereinigten  Darstellungen  beziehen  sich  auf  diesen  Fall. 

Als  charakteristische  Repräsentanten  von  Metallen,  die  auch 
in  der  Praxis  für  Spiegel  verwandt  werden,  wurden  hier  Silber  und 
Stahl  gewählt.  Für  sie  wurden  nach  P.  Dedde  (3.  338)  als  Kon- 
stanten für  gelbes  Licht  angenommen 


Fig.  128. 
ZOT  SWshlmigaTemillteluiig 
■plegelndD  FlKchcn. 


Stahl 


0.18 
3.40 


Wie  man  sieht,  ist  der  Brechungsindex  für  Silber  ungewöhnlich 
klein,  bei  Stahl  ungewöhnlich  groß,  und  dementsprechend  ergibt 
sich  im  ersten  Falle  ein  großes ,  im  letzten  Falle  ein  kleines 
Reflexionsvermögen. 
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Die  Betrachtniig  der  graphischen  Darstellungen  l&fit  erkennen, 

(laß    die  Oe»amtintenBit&t    des   reflektierten   Lichts  —  (I^  -\- 1)    in 

beiden  Fällen  bis  zu  ganz  großen  Inzidenzwinkeln  (80**)  un- 
geändert  bleibt  und  sich  erst  merklich  hebt  bei  nahezu  streitender 
Inzidenz,  die  bei  optischen  Instrumenten  vermieden  wird.  Wir 
können  daher  für  die  Praxis  der  optischen  Instrumente  den  Wert  B 
als  charakteristisch  für  die  Schwächung  der  Gesamtintensität  bei 
beliebig  schiefem  Einfall  aiiaehen. 

Sehr  zuverlässige  direkte  Bestlmmnngen  dieser  Größe  sind  von 
E.  Haoen  «nd  H.  Rubens  (1.  n.  2.)  vorgenommen  worden,  und  wir 
lassen  eine  Zusammenstellung  ihrer  Resultate  hier  nach  der  späteren 
der  beiden  Arbeiten  folgen,  die  für  altes  Silber,  Stahl  und  Kupfer 
verbesserte  Werte  zeigt  (s.  die  umstehende  Tabelle). 

Atis  der  Tabelle  wird  ersichtlich,  dafl  das  Eeflexionsvermögen  B 
eine  im  allgemeinen  mit  abnehmender  Wellenlänge  abnehmende 
Punktion  der  Wellenlänge  ist;  besonders  groSe  Abnahmen  zeigen 
sich  bei  den  Metallen,  die  wie  Kupfer  und  Gold  bei  natürlichem 
Lichte  eine  ausgesprochene  Färbung  besitzen. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen:  Durch  die  Reflexion  an 
Metallspiegeln  erleidet  die  Gesamtintensität  auffallenden  natürlichen 
Lichts  eine  für  die  verschiedenen  Wellenlängen  Im  allgemeinen 
verschiedene,  für  verschiedene  Inzidenz- 
winkel  aber  gleichmäflige  Schwächung 
auf  die  vermittelte  Intensität 

BZ, 

wo  R  das  ReflexionBvermögen  für  senk- 
rechte Inzidenz  ist. 

Der  Fall  brechender  IBULohen.    Wir 

werden  zunächst  die  Annahme  zu 
macheu  haben,  dafl  beim  Übergange 
an  einer  Grenzfläche  von  einem  durch- 
sichtigen Afedium  in  das  andere  nicht 
nur  Brechung,  sondern  auch  Reflexion 
eintrete  (s.  Fig.  128). 

Setzt  man  eine  endliche,  flftchenhaft  ausgedehnte  Lichtquelle  L 
voraus,  so  werden  von  einem  jeden  in  einem  Punkte  p  der  Fläche 
lokalisiert  gedachten  Element  im  allgemeinen  zwei  durch  das 
KeOexions-   und  Brechungagesetz  bestimmte  Kegel   ihren  Ausgang 
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nehmen,  deren  einer  nach  dem  ersten  Medium  zurückreflektiert 
wird,  während  der  zweite  nach  der  Brechung  im  zweiten  Medium 
verläuft.  Die  Mäntel  dieser  Kegel  geben  die  Grenzen  an,  innerhalb 
derer  eine  durch  Reflexion  und  Brechung  an  diesem  Element  ver- 
mittelte Strahlungswirkung  von  der  leuchtenden  Fläche  aus  zu 
Stande  kommt.  Innerhalb  dieser  Räume  befindliche  Punkte  iß,  P 
erhalten  die  durch  das  bei  p  befindliuhe  Flächen  Clement  vermittelte 
Strahlung,  soweit  die  geometrischen  Bedingungen  in  Frage  kommen, 
genau  so,  als  wenn  das  Flächenelcraent  mit  einer  noch  zu  be- 
stimmenden spezifischen  Intensität  strahlte.  Da  dies  für  jedes 
Element  der  Fläche  gilt,  so  können  wir  für  jeden  Punkt  der  beiden 
durch  die  Fläche  geschiedenen  Raumteile  die  von  einer  gegebenen 
Lichtquelle  durch  die  Fläche  vermittelte  Strahlung  zunächst  einmal 
auffassen  als  ausgehend  von  der  Fläche  selbst ,  wobei  wir  ihi' 
nur  Punkt  für  Punkt  eine  bestimmte  spezifische  Intensität  bei- 
zulegen haben. 

Gehen  wir  nun  zur  Berechnung  dieser  vermiüeHen  spezifischen 
Intensität  über,  so  entnehmen  wir  die  Formeln  den  Sätzen  der 
Undulationstheorie  und  finden  danach  die  spezifische  Intensität  des 
reflektierten  Strahls  T  aus  der  des  autfallenden  I  durch  die  Formel 
der  Undulationstheorie 

r_,i. 

Dabei  ist  rj  ein  echter  Bruch,  der  von  dem  Einfalls-  und  Brechungs- 
winkel i,  »"  des  Strahls  und  den  Anteilen  I^,  J,  des  polarisierten 
Lichts  vor  der  Brechung  genauer  in  folgender  Weise  abhängt 

In     diesem    Ausdrucke     wird     für    natürliches    Licht    wegen 

wo  ffij,  und  m,  als  leichtverständliche  Abkürzungen  für  die  oben 
explizit  gegebenen  Ausdrücke  eingeführt  sind. 

In  dem  Grenzfalle  i  =  i'^0  wird,  wenn  n  den  Quotienten 
der  absoluten  Brechungsexponenten  bedeutet 
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Da  man,  wie  wir  später  sehen  werden,  diesen  für  paraxiale  Strahlen 
sti'eQff  geltenden  Ausdruck  als  brauchbare  Näberungsformel  auch 
für  Strahlen  mit  mftSiger  endlicher  Neigung  verwenden  kann,  so 
folgt  hier  eine  graphische  Darstellung  der  Äbtiängigkeit  dieser 
(iröüe  von  n  für  das  Intenall  l<n<l-7. 


/ 

/ 

, 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

___^ 

X 

Nach  dem  KutOHHOFFsclien  Gesetze  verhalten  sich  die  Intensi- 
täten einer  Lichtquelle  in  zwei  verschiedenen  Medien  wie  die 
(i'uadrate  der  absoluten  Brechungsesponenten 

Da  aber,  wie  l^■ir  oben  sahen,  an  der  Grenzfläche  Reflexion 
eingetreten  war,  so  ist,  wenn  keine  Energie  verloren  gehen  soll, 
im  ersten  Medium  die  Differenz  der  ursprünglich  vorhandenen  und 
der  zurückrcflek tieften  spezifischen  Intensität  einzuführen 

i,=.j-r-r(i-,) 

und  das  führt  uns  zur  Berechnung  der  durch  die  Brechung  an  der 
(Jrenzflftehe  in  p  vermittelten  spezifischen  Intensität  I"  auf  die  Formel : 
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Bringen  wir  also  von  der  spezifisclien  Intensität  /  des  cin- 
lallenden  Lichts  den  Reflexionsverlust  »?  J  in  Abzug,  so  ist  also  die 
durch  die  Fiäche  im  zweiten  Medium  vermittelte  Intensität  I"  da- 
durch zu  erhalte»,  daß  jener  Kest  mit  dem  Quadrat  des  Quotienten 
der  Breehungsexpoiienten  luultpliziert  wird.  Die  im  zweiten  Medium 
der  Lichtquelle  beizulegende  spezifische  Intensität  wird  also  größer 
als  der  nach  Abzug  des  Keflexionsverlustes  bleibende  Rost,  wenn 
das  zweite  Medium  den  höheren,  sie  wird  kleiner,  wenn  es  den 
niedrigeren  Brechungsindex  hat. 

In  dem  nebenstehenden  Diagramm  ist  fili-  eine  Fiäche  zwischen 
den    Medien   %  ^  1    und   «j  =  1  ■  5    die   Abhängigkeit    der   Werte 

%  +  "*» 
l""*"«'  l""*.!  ^~~  — o~~  ^'°™  In zidenz Winkel  i  graphisch  dar- 
gestellt. Die  Intensität  des  durchgelasseneu  Lichts  wird  Null  für 
streifende  Inzidenz,  weil  bei  t=  --  wegcnt  — i'  =  n~  K-  -|-  i'J  sowohl 
m  alsm,  =  1  wird;  dagegen  zeigt  1— m,  für  spitze  Winkel  i  eine 
bei  weitem  geringere  Abnahme  und  für  Winkel  t  unterhalb  i  =  56'*-3 

(wo  1  +  1"=  j  sogar  eine  stetig  wachsende  Zunahme  dem  0 -Werte 
gegenüber.     Dieser  Verlauf  der  Kun-e  für  1  —  m,  hat  zur  Folge, 

daß   die  Größe  1— —    für  kleinere  Inzidenz winkel  i  als  etwa 

40"  bis  50"  nur  kleine  Änderungen  dem  Werte  gegenüber  zeigt,  den 
sie  für  Paraxialstrahlen  annimmt.  Soweit  mm  in  der  praktischen 
Optik  Inzidenzwinkel  dieser  Größe  vorkommen ,  und  um  solche 
handelt  es  sich  in  der  gi'oßcn  Mehrzahl  der  Fälle,  so  lange  wird 
man  bei  natürlichem  Lichte  die  durch  Reflexion  an  einer  Fläche 
hervorgebrachte  Änderung  des  Faktors  1  —  j?  als  konstant  und 
gleich    der   für   paraxialc    Strahlen   ansehen    können.      Hiermit   ist 

aber  auch  die  Bedeutung  des  oben  dargestellten  Ausdrucks!- —-1 

(iargetan. 

Unter  Benutzung  des  oben  abgeleiteten  Satzes  von  der  äqui- 
valenten Lichtverteiluiig  erhalten  wir  in  der  so  ermittelten  Intensität 
den  Wert,  der  für  alle  Punkte  seiner  Bahn  dem  reflektierten  oder 
dem  gebrochenen  Strahle  beizulegen  ist.  Da  für  alle  diese  Punkte 
die  Werte  von  t  und  i'  (al«o  auch  von  m  und  tn,)  konstant  sind, 
OpUk.  'H 
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so   tiäiigt  für  sie  die  vennittelte   Inti^iisität   —    konstanten    I'olari- 
sfttionszuKtand  des  eintretenden  Liclits  ^■orauwgesctzt  —  einzig  und 
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—  m,  uutera  «usRozoKene. 
^  '  gestrichelte, 

—  »»,  obere  ausgezogene  Kurve 
•  n  =  l,5  und  Vfi<i<W'. 


allein    ab 
l'unkti'  de 


iVerte   /  der   speziIi^ellen   InH^nsität    an 
Liclit(|uel]e.  nuf  lien  man  jjefUhn  wird,  ^ 
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uian  diGc>eii  Strahl  nach  den  Gesetzen  der  Reflexion  und  Bifcliuiifr 
durch  die  Fläche  hindurch  nach  der  ursprünglichen  Lichtquelle 
zurück  verfolg.  Für  Punkte  aber,  die  von  dem  betrachteten 
Flächenteile  aus  auf  verschiedenen  Geraden  liegen,  wird  eine  anden; 
Intensität  gelten,  weil  sie  auf  andere  Punkte  der  Lichtquell*!  führen 
und  jedenfalls  verschiedene  Winkel  i  und  t'  erfordern. 

Fassen  wir  jetzt,  nachdem  wir  den  Einfloß  von  Spiegelung  und 
Brechung  auf  die  Gesamtintensität  des  von  der  primären  Lichtquelle 
ausgesandten  Lichts  kennen  gelernt  haben,  wieder  die  Fälle  der 
Spiegelung  und  Brechung  zusammen,  so  ist  es  für  den  Endeffekt 
völlig  gleiehgiltig ,  wo  wir  auf  den  verschiedenen  von  der  brechenden 
(spiegelnden)  FlÄehe  ihren  Ausgang  nehmenden  Strahlen  die  ver- 
mittelte spezifische  Intensität  lokalisieren. 

Unter  Umständen,  wenn  z.  B.  der  Apparat  aus  einer  einzigen 
brechenden  (spiegelnden)  Fläche  besteht,  ist  es  vorteilhaft,  hierfür 
die  Fläche  selbst  zu  wählen;  alsdann  ermittelt  sich  das  für  einen 
bestimmten  Punkt  als  strahlend  in  Frage  kommende  Gebiet  der 
Fläche  dadurch,  daß  man  die  Lichtquelle  nach  den  Gesetzen  der 
Brechung  (Reflexion)  durch  die  Fläche  abbildet  und  ihr  Bild  dann 
vom  Orte  der  Wirkung  aus  auf  die  brechende  (spiegelnde)  Fläche 
projiziert. 

Meistens  aber  wird  es  angebracht  sein,  den  Sitz  der  vermittelten 
Htrahiung  in  dieses  Bild  der  Lichtquelle  selbst  zu  verlegen,  und 
namentlich  dann  empfiehlt  sich  diese  Art  des  Vorgehens,  wenn  aoeli 
weitere  brechende  (spiegelnde)  Flächen  vorhanden  sind.  Im  fol- 
genden wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  uns  bei  den  brechenden 
Flächen  auf  die  Betrachtung  der  Brechungswirkung  allein  be- 
schränken. 

Fassen  wir  diese  Weise  des  Vorgehens  in  Worte,  so  können 
wir  sagen:  Jede  brechende  (reflektierende)  Fläche  unterwirft  die 
von  einer  Lichtquelle  ausgehenden  und  auf  sie  treffenden  Strahlen 
einer  eindeutigen  Brechung  (Reflexion).  Denken  wir  uns  nach  der 
Giussschen  Theorie  das  der  Lichtquelle  nach  der  Brechungs-  (Re- 
tlexions)  Wirkung  konjugierte  Bild  aufgesucht,  die  gebrochenen 
(reflektierten)  Strahlen  nötigenfalls  soweit  verlängert,  daß  sie  diese 
Bildebene  durchstoßen,  und  diesen  Orten  die  aus  der  spezifischen 
Intensität  der  Lichtquelle  und  den  Brechungs-  (Reflexions-)  Winkeln 
berechnete  vermittelte  Intensität  beigelegt,  so  wirkt  dieses  Bild  als 
neue,  selbst  leuchtende  Lichtquelle  für  jeden  Punkt,  soweit  er  durch 
gebrochene  (reflektierte)  Strahlen  getroffen  wird,  für  nicht  getroffene 
Punkte  aber  gar  nicht. 

34* 
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Die  Wirkung  brechender  (spiegelnder)  Flächen  können  wir  also 
darauf  zurückführen,  daß  sie  uns  von  der  Liclittjuelle  optische 
Bilder  entwerfen,  denen  wir  eine  in  bestimmter  Weise  aus  der  alten 
abzuleitende  vermittelte  Intensität  beizulegen  haben,  mit  der  sie 
nun  als  selbstleuchtend  anzusehen  sind.  Sie  verhalten  sich  aber 
so  nur  in  gewissen  Winkelräumen,  zu  denen  gebrochene  und  re- 
flektierte Strahlen  gelangen  können,  und  diese  sollen  später  näher 
untersucht  und  auf  früher  bestimmte  Gebiete  zurückgeführt  werden. 


C.   Die  Wirkung  der  Absorption. 

Bei  der  im  Vorhergehenden  vorgetrageneu  Ableitung  war  an- 
genommen worden,  daß  zwei  äiiuivalente ,  also  unter  demselben 
Gesichtswinkel  erscheinende  Lichtquellen  auf  ein  Fläehenelenient 
dieselbe  Wirkung  ausüben,  wie  auch  ihre  Entfernung  sei.  Diese 
Annahme  sieht  von  der  Absorption  ab  und  ist  also  nur  insoweit 
gütig,  als  es  sich  um  absolut  durchlässige  Medien  handelt.  Ist  das 
nicht  der  Fall,  so  ist  noch  der  Einfluß  der  Absorption  in  Rechnung 
zu  ziehen. 

Nehmen  wir  an,  das  Medium  habe  den  Durcklässigkeitafaktor  a, 
so  heißt  das,  es  wird  nach  einer  Weglänge  gleich  der  Längeneinheit 
der  Bruchteil  a  der  auffallenden  spezifischen  Intensität  durchgelELSsen 

J,  =  Ja, 

und  es  folgt,   daß  bei  einer  Weglänge  d  die  übrigbleibende  Inten- 
sität ist 

Wie  die  Einheit  der  Wegl&nge  gewählt  wird,  hängt  von  der 
Natur  der  Substanz  ab,  um  deren  Absorption  es  sich  handelt.  Bei 
optischem  Glase,  das  für  uns  hier  von  besonderer  Wichtigkeit  ist, 
wählt  man  häufig  das  Centinieter,  und  das  soll  auch  im  folgenden 
geschehen. 

Die  Durchlässigkeitsfaktoren  a  sind  für  optisches  Glas  in  der 
Kegel  eine  Funktion  der  Wellenlänge.  Hier  folgen  zunächst  die 
MüLLEB-WiLSiHGschen  Werte  für  ein  Krön-  und  ein  Flintglas  von 
älterem  Typus.  Bis  zur  Wellenlänge  i^  477  ^/t  sind  die  Angaben 
auf  iiptischimi,  für  kürzere  Wellenlängen  auf  photographischem  Wege 
erhalten. 
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Die  Werte  der  Durchlässigkeitsfaktoren  a' 
ältere  Glasarten. 


'Wellenlan^  i 
0. 203. 


Cß    ■ 


375 


390  I 


400        434 


477 


535 


cfio        6; 
-  69,0. 


Gewöhnliches  Silikat-Kron  mj)  =  1,5175; 

I  0,947 1  0,947 1  0,965 1  0,960 1  0,98s  I  0,989 ;  0,986 1  0,990 

0.340-    Gewöhiiliclies  Leichtflint  mb^I.SITI;  >'  =  41,4. 

i  0,90g  I  0,9*3  !  0|95"  !  0,945  I  0|986  I  0,989  !  0,986  I  0,99* 

Für  neuere  Olasaiten  iat  in  jüngster  Zeit  unter  besondei-or 
Berücksichtigung  des  kurzwelligen  Spektralbezirkes  eine  sehr  ein- 
gehende Arbeit  von  H,  A.  Kbüss  {1.)  erschienen,  der  die  (olgenden 
Tabellen  entlehnt  worden  wind. 

Die  nähere  Bezeichnung  der  untersuchten  Glasarten. 


No. 

Typus 

Benennnng 

»D 

^ 

•^: 

Färbnnj! 

.icx>4 

0.144 

Borosilikat-Kron 

:.S.oo 

64.0 

2.47 1 

farblos 

J900 

0.  2388  1 

Femrohr-Kron 

..5«54 

61.7 

2.85 1 

gran-grDnlioh 

2990 

0.60 

Kalk-Silikab-Kron 

'.S'79 

60.2 

farblos 

3046 

0.  1209  i 

Sohwerstes  Baryt-Kron 

1.6112 

57-2 

3.S^! 

gelb-braunlich 

1800 

0.7»    , 

Boryt-Leichlflint 

1.5797 

S3.S 

3.26, 

m^ 

0.846 

1.5525 

S3-0 

3.01  j 

farblos 

IUI 

0,  1266. 

« 

1.6042 

43.« 

3.50, 

grün-gelblioh 

.101.3 

0.-48    1 

Bftryt-Flint 

'■6235 

39-' 

3.6-  1 

- 

2S63 

0.919    1 

Gewöhnl.  Silikat-Flint 

'.63'5 

35-7 

3.73  1 

161  s 

0.  192 

Sohwerea  Silikat-Flint 

':67J4 

32-0 

4.10: 

gelblich 

Die  Durcliläsi^igkeitsfaktoren  0'*"  für  einige  neuere 
Glasarten. 


Vmnit 

3094  1  2900  1  2990  !  3046 

Soo 

257.   1   3n: 

3013 

2563 

2625 

_   1    _       _   :    _ 

0.969  1      -~     1      - 

_ 

_ 

0-993     0.970     0.982     0.965  1  c 

961  1  0.978     0.963 

0,952 

0.901 

0.982  t  c 

968'      -     !      -     ,c 

965  1  0.973  1     — 

406 

974  ;     —    ;    — 

396 

0.986  1  c 

980  '  0,981    0.941  !  c 

97' 

0.987     0.931 

0.917 

0.944 

384 

0.972  1  c 

955  '  0-975  '  0.894  !  f 

94a 

0.968  1  0.865 

0.84 

0,86 

0.58 

361 

0.950     t 

942     0.949  ,  0Ö5     '  ( 

B49 

0.952  !  0.68 

0.61 

0.66 

0.16 

347 

0.8S    \c 

«5     ,  0.91      ■  0.28     ;  0 

66 

0.88    1  0.46 

0.41 

0.30 

330 

0.65    |o 

53       0.7-     ;  0.07     ,  0 

12 

0.66    1  0.06 

0.03 

0.05 

0 

309 

0.03       0 

" 

Ul 

0.02    ,  0 

° 

— 
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Haben  nun  die  beiden  bctrachtcti-ii  .Medien  die  Diirelilfissijfkeits- 
ruktorcn  a,  und  a,,  t^o  sind  noch  die  "Wcglängcn  von  der  Flüche 
nach  der  Lichtquelle  und  nach  dem  beleuchteten  Orte  d^  vor  und 
(?,  (d])  nach  der  Brechung  (Rcflexinn)  in  Recbnunp  zu  zii'licn,  und 
nmn  erhitlt  im  Falle  der  Reflexion 

und  in  dem  der  Brechung 

J"  ^  «/,  I"  „/.  ^  a/.  a/,  ^^i»  j  (l-ri)!. 


D.   Dte  durch  ein  allgemeines  zentriertes  System  vermittelte 
Strahlung. 

Handelt  es  sich  um  ein  zu  derselben  Achse  zentriertes  System 
breeheniler  ni;d  reflektierender  Flächen,  so  kann  man  dieses  Problem 
unmittelbar  als  Wiederholung  vorherbehandelten  Falles  auffassen, 
indem  man  das  von  einer  Fläche  entworfene  Bild  ansieht  als  Objekt 
für  die  nSchste.  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  noch  voraus, 
daß  auf  die  erste  Fläche  natfirliehes  laicht  auffiele. 

Hezeichnen  wir  mit 


^/-v^C')'.-»,,. 


die  im  Medium  n,  geltende  s]iezifische  Intensität  der  einen  der 
durch  die  Fläche  1  hindurchtrelenden  Komponenten,  sn  gelaugt 
infolge  der  Absorption  a,  im  Medium  »„  auf  der  Wegliinge  i^  bis 
zur  Flilche  2  die  Intensität 


und  uatHrlich  entsprechend  für  die  anden-  Koniponenti' 

■^,."  =  <-J,."-<'<'f(|;;)'ii-",.i- 

Pen  lief I ex ions Verlust  au  der  Füiehe  2  erhalten  wir  aus 

Ji';Y.. 


I. 


J;^  =  ''i"  "•.,—  "'••'•''  .^\')  il-'«,.!"'..- 
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W)  daß  wir  imii  die  duruh  die  Pläclie  2  linidurt-li  treten  de  Inteiiaität 
ans  der  ftlcichuilg  bt'stimmpii  können 

'„"-ISiJ,."-',,') 

und  wir  erlialicu  Mliließlich 
und 

■'=;■-«.'■  V -(!!')' ".''«.''•  v- f(i -"„)  (1  -  <»„)■ 

(ianz  eiitspiTchende  Beziehungen  gjdtfn  für  die  andere  Komponente, 
Di«'  Vprallgenieinerung  auf  k  Flächen  und  i  +  1  Medien  ist  nun 
einfach.  Bezeichnen  wir  noch  mit  dfc-i-i  dlo  Strecke  im  ft-|-ltcn 
Medium  vom  Austritt  aus  der  Aten  Fläche  bis  zum  Orte  der  Wir- 
kung, so  erlialten  wir  als  Komponenten  der  Intensität 

•^•/-("v')'f '?!«''■.",<'-""' 

•'••"-('VTaA"-'',?,"^"'-* 

und 

«■M-J".;'+.'.."-=(^)'.f_Ä\/,{^f/(l-n,„,)  +  _Ä(l-«,.)}. 

Für  die  durch  das  System  hindui-cligelassene  Intensität,  d.  h, 
die  Intensität  des  Hauptbildes  ergibt  sich  also  das  Resultat,  daß 
wir  den  infolge  der  Absorption  übrigbleibenden  Bruchteil  von  dem 
Reflex ionsbruchteil  sondern  können,  und  daß  der  infolge  beider 
"Wirkungen  bestehende  Bruchteil  sich  als  Produkt  beider  Faktoren 
ergibt.  Wir  können  dabei  hervorheben,  daß  der  Kcflexioiisbruch- 
teil  allein  abhängig  ist  von  dem  Typus  des  optischen  Systems,  eich 
also  bei  einer  Änderung  des  Maßstabes  nicht  ändert;  dagegen  ist 
der  Absorptionsbrucliteil  vom  Ausfilhmngsmaßstabe  derart  abhängig, 
daß  er  bei  einer  Ausführung  in  efacher  Größe  durch  die  ete  Potenz 
des  entsprechenden  Bruchteils  am  Xormalsystem  gegeben  ist. 

Was  nun  die  au  den  verschiedenen  Ti-enimngsflächen  reflek- 
tierten und  mit  immer  geringeren  Intensitäten  begabten  Strahlen 
angeht,  so  erleiden  sie  an  weiter  rückwärts  gelegenen  Trennungs- 
flächen wiederum  durch  Reflexion  Verluste.  Das  hin  durchgelassen  e 
Licht   tritt  schließlich   mit   einer   Bewegungsrichtung    in   das   erste 
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Medium  zurück,  die  der  ursprünglichen  Lichtriclitnng  entgegen- 
gesetzt ist.  Im  allgemeihen  wird  es  für  die  Lichtwirkung  im  Hanpt- 
bilde  nur  als  Verlust  in  Rechnung  zu  ziehen  sein. 

Anders  verhält  es  sich  mit  dem  zweimal  (richtiger  eine  gerade 
Anzahl  von  Malen)  gespiegelten  Stralüen.  Sie  treten  schließlich  in 
das  letzte  Medium  ein  und  erzeugen  dort  von  den  Objekten  soge- 
nannte katadioptrische  Hebenbilder,  die  in  der  Regel  nicht  mit  den 
Hauptbildern  zusammenfallen. 

Genauer  studiert  sind  diese  Erscheinungen  bei  den  photogra- 
phiachen  Objektiven,  und  dort  sollen  sie  auch  eingehender  behan- 
delt werden.  Nur  in  dem  Spezialfälle,  daß  die  Trennungsfläclien 
alle  ais  parallele,  weit  ausgedehnte  Ebenen  aufgefaßt  werden  können. 
ist  Intensität  des  gesamten,  einer  geraden  Anzahl  von  Reflexionen 
unterworfenen  Lichts  rechnerisch  behandelt  noi-den ;  eine  zusammen- 
fassende Behandlung  wurde  von  H.  Kedbs  (3.)  gegeben,  und  auf  sie 
sei  hier  hingewiesen. 

Im  Nachstehenden  wollen  wir  nun,  wo  nicht  ausdrücklich 
anders  bemerkt,  bei  einem  System  brechender  Flächen  nur  die 
durch  Brechung  allein  bewirkte  Strahlenvermittelung  berücksichtigen. 
Fassen  wir  nun  den  oben  ausführlich  gegebenen  Gesamtbmchteil 
unter  der  Abkürzung  t  zusammen,    so   lautet   die  letzte   Gleichung 

z.»..  =  ("-')''^- 

Ea  ist  das  ein  Ausdruck  für  das  KiBCHHOFFsche  Gesetz,  bei 
dem  die  Verluste  durch  Absorption  und  Reflexion  beiilck  sieht  igt 
sind.  Die  durch  das  System  vermittelte  Intensität  erfährt  also  ein»i 
Verminderung  anf  tl,  wenn  das  ei-ete  dem  letzten  Medium  gleich 
ist.  Diese  Venninderung  wird  noch  verstärkt,  wenn  «fc  +  i-Ci  '*'■ 
Im  entgegengesetzten  Falle  n^+i  !>  «i  lassen  sieh  drei  Möglichkeiten 
denken;  d.h.  die  Verminderung  wii'd  geringer,  gerade  aufgehoben, 

in  eine  Verstärkung  verkehrt,  je  nachdem  Vt  «i;  j.  ■  {  ^  «i   ist. 

Haben  wir  in  dieser  ^^■eiMC  die  venuitteltc  Intensität  festgestellt, 
die  in  dem  Bilde  der  Lichtquelle  jedem  l*unkte  beizulegen  ist,  so 
ist  damit  die  Frage,  wie  die  Bcleuchtungswirknng  im  ganzen  Bild- 
räume  zu  bestimmen  ist,  auf  ein  schon  behandeltes  Problem  zurück 
geführt.  Zeichnen  wir  nftmlich  die  A.P.  des  Instruments,  so  wirki 
das  Bild  der  Lichtquelle  für  die  Punkte  des  Raumes  als  selbst 
leuchtende  Fläche,  für  die  die  vennittelnden   Strahlen   direkt   odei 
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verlängert  die  A,-P.  passieren  können.  Wir  baben  schon  oben 
(s.  Fig.  116  auf  S.  493)  die  drei  Gebiete  kenntlich  gemacht,  in  die  der 
BUdraum  auf  diese  Weise  zerlegt  wird.  Somit  sind  wir  zum  Aub- 
spruche  des  ersten  AsBEsclien  StraLlungssatzes  (i.  285.)  berechtigt: 
„Die  gesamte  Strahlenwirkung,  welche  ein  beliebiger  optischer 
„Apparat  im  Bereich  des  letzten  Mediums  vermittelt,  ist  nach  allen 
„Beziehungen  vollständig  bestimmt,  indem  man  dem  Bilde  des  Ob- 
„jects  oder  der  Lichtquelle  Punkt  für  Punkt  die  spezitische  Intensität 
„der  correspondirenden  Stellen  des  Ohjects  selbst  (oder  eine  ihr 
„proportionale)  beilegt,  und  die  vom  Bilde  ausgehende  Strahlen- 
„verbreitung  durch  das  Bild  der  Oetfnuug  so  begi-enzt  denkt,  wie  die 
„Strahlung  einer  aelbstleuehteiideii  Fläche  durch  ein  entsprechendes 
s  Diaphragma." 


Diese  der  Bestimmung  primärei'  Strahlung  im  Objektraume 
analoge  Regel  läßt  nun.  eine  Bestimmung  der  Beleuchtungswirkuiig 
im  Bildraume  überall  da  zu,  wo  die  Grundregel  des  photometrischen 
Gesetzes  angewandt  werden  kann,  d.  h.  wo  die  Entfernung  des  be- 
leuchteten Objekts  von  dem  Bilde  der  Lichtquelle  endlich  ist.  Fällt 
aber  das  Element,  für  das  die  Beleuchtungswirkung  ermittelt  werden 
soll,  mit  dem  Bilde  der  Lichtquelle  selbst  zusammen,  wie  das  bei- 
spielsweise bei  den  zu  objektiver  Projektion  bestimmten  Apparaten 
eintreten  kann,  so  versagt  die  oben  aufgestellte  Regel  ihren  Dienst. 

Wir  umgehen  diese  Schwierigkeit  damit,  daß  wir  eine  andere 
äquivalente  Lichtveneilung  einführen,  und  zwar  denken  wir  uns  die 
vermittelte  Intensität  an  den  ent.-^prechenden  Stellen  der  A.-P.  lokali- 
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siert.  '/jU  diesi'in  Zwecke  projizieren  wir  von  einem  zuiiächt>t  außer- 
halb des  Bildes  S'Q  S'  der  I-ichtquelle  anfreiiommenen  Punkte  C 
jedej!  zwischen  h'  und  b'  gelegene  Element  dieses  Bildes  in  die  A.-P. 
und  legen  dem  Durchstoßungapunkte  zwischen  B'  und  B'  die  vermittelte 
Intensität  dieses  Moments  bei.  Die  so  in  der  A.-P.  erhaltene  Licht- 
verteilung kann  dann  Tür  den  bctraclitctcn  Punkt  das  Bild  der  Licht- 
(|uellc  vollständig  ersetzen,  und  das  wird  in  dem  ÄBBEscIien  Hilfs- 
saize  (1.  SS8I89.)   ausgesprochen : 

„Es  ist  die  gesamte  Strahlung  an  irgend  einem  Orte  des  letzten 
„Mediums  in  allen  Stücken  identisch  mit  einer  Strahlung  aus  der 
„Fläche  des  OeHnungsbildes,  wofern  man  dieser  jedesmal  Punkt  für 
„Punkt  eine  spezirische  Intensität  beilegt,  gleich  oder  proportional 
„derjenigen  der  ursprüngliclien  Lichtquelle  in  dem  Theile,  dessen 
„Bild  sich  von  jenem  Orte  aus  auf  das  Bild  der  Öffnung  pi'ojicirt." 

Lassen  wir  nun  den  bcleuehtetcn  Punkt  0'  näher  und  näher 
au  die  Lichtquelle  Q"  rücken,  so  entspricht  der  ganzen  A.-P.  ein 
immer  kleinerer  und  kleinerer  Kreis  im  Bilde  der  Lichtquelle,  bis 
schließlich,  wenn  der  beleuchtete  Punkt  0*  in  das  Bild  der  Liclit- 
(luelle  selbst  gelangt,  nur  die  Intensität  dieses  einen  IHmktes  auf 
der  Flache  der  A.-P.  ausgebreitet  werden  muß.  Diese  Überlegung 
führt  uns  zu  dem  zweiten  AsBEschen  Strahluugssatze  (J.  289.): 

„Die  Lichtwirkung,  welche  irgend  ein  optischer  Apparat  in 
„einem  beliebigen  Punkte  des  Bildes  einer  gegebenen  Lichtquelle 
„vermittelt,  ist  stets  ä<iuivalent  einer  Lichtstrahlung  aus  der  Fläche 
„des  Oeffnungsbildes ,  wenn  dieser  in  allen  Theilen  die  spezifische 
„Intensität  des  zugehörigen  Objectpunktes  beigelegt  wird,  — -  oder 
„eine  dieser  im  Verhältniss  des  Quadrats  des  Brechungsexponenten 
„proportionale,  falls  das  letzte  Medium  vom  ernten  vei-sehieden  ist." 

3.  Die  Anwendung  der  Strahlungsgesetze  auf  optische 
Instrumente. 

(iehen  wir  nun  dazu  ülier,  die  Strahlungsveniiittelung  durch 
optische  Instrumente  zu  studieren,  so  werden  wir  passend  wieder 
zu  unterscheideii  haben  zwischen  Projektionssystemen  und  Instru- 
menten zu  subjektivem  Gebrauche. 

A.   Die  Projektlonssystcme  In  Luft. 
Die  bei   freier  E.-P.  In   dos   System  eintretende   Licbtmeng«. 

Ihindelt  es  sich   ziinüchst   um   einen   Punkt   der  Achse  in  der  eu<l- 
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ÜL-heii  Entfernung  31  von  dei'  E.-P-,  so  ist,  wie  wir  von  S.  479  her 
wisspn,  tler  öffnungswinkel  u  des  Systems  gegeben  durch 


tgi* 


M  ' 


wenn  t  der  Halbmesser  der  E.-P.  ist. 

Wir  erhalten  also  die  Lichtmenge,  die  ein  in  0  senkrechtes 
Flächenelement  rfg  in  das  System  sendet,  nach  den  Überlegungen 
anf  S.  516,  da  die  E.-P,  immer  als  bestrahlte  Fläche  anzunehmen 
ist,  ztt 

(' X/„  =i  ?r  Z<i  ?  sin*  M  , 

wo  M  ein  endlicher  Winkel  ist. 

Ist  der  Pupillen  durchmesser  sehr  klein,  also 

Sil  wird 

wie  es  ja  nach  dem  LAMBUBTscben  Gesetze  sein  muß. 

Halten  wir  zunächst  an  dieser  Annahme  einer  kleinen  E.-P. 
fpst,  so  ergibt  die  Anwendung  desselben  Satzes  (ür  ein  zur  Haupt- 
strahl neigiing  w  gehöriges  Fläctienelemeut  der  in  der  Entfernung  91 
i'rriehteten  Objektebene,  wenn  man  die  E.-P.  als  aberrationsfrei  an- 
niiitnit.  eine  IJehtnienge 


'*A.= 


TdqdQciw^K 


Für  endliche  Pupillen  durchmesser  ergibt  sieh  nach  Ö.  617  für 
das  Gebiet,  in  dem  keine  Ahblcndung  durch  die  E.-L.  eintritt, 

wo  p  und  q  die  S.  617  angegebene  Bedeutung  haben,  wenn  q  ge- 
geben ist  durch  die  Beziehung 

il  =  -9(tg«>. 

Für  "Cbci-Mchlagungsrechnungen  bei  Systemen,  die  mit  keiner 
allzu  großen  objektsei tigon  Apertur  benutzt  werden,  ist  es  nun  sehr 
angenehm,  daß  der  Quotient 


,y  Google 


540 


3  Bohr,  Die  StrahluugBvermitteluiig  durch  optische  S;stäm< 


sehr  nahe  mit  dem  Werte  von  cos*  w  übereinetiumit. 

Zum  Beweise  dieser  Behauptung  erwähnen  wir,   daß  in  ejm 
ganz  extremen  Falle,  wie  er  durch 

31  =  — 100  mm;  r=lömm;  v=  100  mm  {»  =  45'*) 


N 

s 

\ 

\, 

\ 

\ 

\ 

\ 

s. 

\, 

k 

\ 

■f      * 

^ — ;« 

Der  VerUiif  der  Funktion  cos'ic  für  Oö<ui<90*. 

glichen  ist,  der  Quotient  dX^g:(/£g  bis  auf  2.84 "/^  mit  dem  Woiie 
von  cos'w  übcreiuBtinimt.  Man  würde  also  die  vermittelte  Licht- 
meugc  um  0.7"/,,  der  für  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  geiteudeii 
unrichtig  berechnet  haben.  Auf  Größen  dieses  Betrages  wird  e." 
aber  selbst  hei  genaueren  Kt^clmungi'u  nicht  ankommen,  da  gerade 
Intensitätsbestimmungen  nicht  mit  bcsiinders  großer  Genauigkeit 
gemacht  werden.     Dor  Fall  ist  aber  auch   wirklich   extrem,    dn   es 
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in  der  Wirklichkeit  woh]  nie  vorkommen  wird,  daß  ein  System  einer 
so  hohen  Apertur  {j^  — 0.148)  ein  abblendungsfreios  Gesichtsfeld 
von  46"  Hauptstrahlnei^ng  besitzt. 

Die  nebenstehende  graphische  Darstellung  des  Verlaufs  der 
Funktion  cos*»  läßt  also  mit  genügender  Annäherung  erkennen, 
wie  die  der  E.-P.  zugesandte  Liehtmenge  abnimmt,  wenn  man  Flächen- 
elemente des  ab  blendungsfreien  Gesichtsfeldes  betrachtet,  die  end- 
lichen Werten  von  w  entsprechend  von  dem  Mittelpunkt«  weiter  und 
weiter  entfernt  sind. 

Schon  bei  »=13.1"  sind  nur  noch  ÖO^/o  der  für  die  Mitte 
geltenden  Lichtmenge  vorhanden,  und  die  Annahme  geht  dann  zu- 
nächst noch  rascher  vor  sich;  so  ist  die  Menge  bei  einem  Winkel 
«7^32.8"  auf  die  Hälfte  der  der  Mitte  gesunken. 

Im  Falle  einer  unendlich  großen  Entfernung  81,  bei  einem  nach 
der  Objoktseitc  telezentrischen  Strahlengange,  ist  für  Flächeneleraente 
im  ab blendungs freien  Teile  des  Gesichtsfeldes  gar  keine  Abnahme 
der  in  das  System  gesandten  Liehtmenge,  der  Mitte  gegenüber  vor- 
handen. 

Die  bei  »ekondärer  Apertnrbegrenznng  dnrch  die  E.-L.  in 
das  Syßtem  eintretende  Lichtmenge.  Gehen  wir  jetzt  dazu  über, 
den  Ohjektpunkt  0^  außerhalb  des  abblcn dungsfreien  Gebietes  an- 
zunehmen, 80  sind  nach  den  früher  angestellten  Überlegungen  die 
Fälle  einer  und  zweier  E.-L.  möglich.  Wir  beschränken  uns  hier 
auf  <len  speziellen  Fall  einer  Luk<'  im  Endlichen  bei  Vorderiage  der 
ebenfalls  im  Endlichen  liegenden  E.-P.  und  bemerken,  daß  der  Fall 
der  Hinterlage  ganz  analog  zu  behandeln  sein  würde. 

Wir  projizieren  zunächst  von  0^  aus  die  Begrenzung  der  E.-L. 
in  die  Ebene  der  E.-P.  und  werden  dadurch  auf  den  Radius  91 
dieser  Projektion  geführt 

während  der  Aehsenahstand  PL  des  in  der  Papierebene  liegenden 
Mittelpunkts  L  grgeben  ist  durch 

".---;-?[:, ''ü"- 

Als  lichter  Teil  der  E.-P  ei-scheint  nun  das  Kreiszweieck  DQD'M, 
das  zum  Teil  von  der  Begi-cnzung  E.-P.,  zum  Teil  von  der  der  Pro- 
jektion der  E.-L,  eingeschlossen  wird.  Fällen  wir  jetzt  von  0^  aus 
ein  Lot   0„F  auf  die  Ebene  der  P^-P.,  ziehen  PD  und  denken  uns 


,y  Google 


54-2       von  Rohr,  Die  Sttahlungsvennittelung  durch  optiBcho  Systeme. 

auch    O^D   gezogen,    so   haben   wir  nach    dem    Früheren    die   Bf- 
ziehangen  einzuführen 

Benutzen  wir  femer  analog  den  vorher  für  31,  ij,  r  definierten 
Größen  p  und  q  die  Bezeichnungen  p  und  3  für  die  aus  den  Größen 
Ä,  >)  =  q  —  »»„  und  9t  gebildeten  Ausdrücke,  so  haben  wir,  wenn  wii' 
noch  mit  BD  als  Radiu»  um  P  als  Mittelpunkt  den  KreisbogenDJTö' 
beschreiben,  die  auf  die  beiden  Kreiszweiecke  MDNX)'  und  NDQI/ 
fallende  Lichtmenge  zu  bestimmen,  was  ausgedrückt  sei  durch 
[MDND']  =  aij,,,^:  Idq;  [NDQI/]  =  (dL- dZ-j,^):  Idq  . 


Die  Winkel  x  ^°^  X  ^""*  ^'^^  Vorderansicht  der  Ebene  der 
E.-P.  eingeschrieben.  Setzt  man  schließlich  die  Werte  für  (ii^t, Bind 
dlij^n  ein,  so  erhält  man  nach  Vornahme  einiger  Vercinfacliunpen 
den  Ausdruck 


Vi' 
p 


otB 


+  T 


rclg- 


-1 


2i  =  2:2. 
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Der  Fall  zweier  E.-L.  ist  wobi  für  die  Reclmuiig  komplizieriiT, 
bietet  aber  prinzipiell  keine  größeren  Schwierigkeiten  dar. 

Die  Belenchtongsstärke  auf  der  Bildebene.     Die  in   die  E.-P. 

eintretende  Lichtmenge  dlj  erfährt  infolge  der  beim  Durchgang 
durch  das  System  vorkommenden  Absorptions-  und  Reriexionsverlufitc 
eine  Reduktion  auf 

und  diese  Lichtmenge  ist  dann  der  A.-P.  zuzuschreiben,  die  sie  dem 
BLdelenicnt  dq'  zustrahlt.  Um  die  BelcuehtungSMtärke  in  dem  schart 
vorausgesetzten  Bilde  festzustellen,  müssen  wir  die  Größe  kennen, 
in  der  das  Fläehenelemcnt  dg  in  dq  abgebildet  wird.  Sei  der  Maß- 
stab der  Flächenabbildung  mit  ß^  hezeichnet,  so  gilt 

dq'  =  ß-ilq 
und  wir  erhalten 

dL'  _  t  dL 
dq'  "  ß-  dq 
für  jedes  Element  dq  des  ebenen  Objekts.  Wie  man  sieht,  ist  die 
Beleuchtungsstärke  ebener  Bilder  von  der  Verzeichnung  abhängig. 
Bei  der  Theorie  des  photo graphischen  Objektivs,  wo  eine  ein- 
gehendere Behandlung  dieses  Problems  von  praktischer  Bedeutung 
ist,  wollen  wir  uns  mit  dem  hier  rein  formell  eingeführten  Faktor  ß^ 
genauer  beschäftigen. 


B.    Die  Systeme  mit  Orenzmedlen  von  verschiedener  Brechung. 

Nehmen  wir  den  Fall  an,  das  erste   nnd   letzte   Medium  seien 
verschieden,  so  ergibt  sich  für  ein   in   der  Achse   bei  p  senkrecht 
angenommenes  Element  dq  bei  endlicher  und  unter  dem  endlichen 
Winkel  u  erscheinender  Öffnung  der  E.-P. 
dlj  =  7ijdqsu\*u 
und  ganz  entsprechend  für  das   in  p'   entworfene  konjugierte  Bild 

dl/  ^n  Z" -l q  sin*  w'  , 
wenn   wir  voraussetzen,    daß  dort  überhaupt  ein   solches  entsteht, 
und  dabei  zunächst  die  selbstverständliche  Annahme  machen,   daß 
füi-  den  endliehen  Winkel  «'  die  sphärische  Aberration   in  y'  be- 
seitigt sei.     Nun  ist  aber  nat'li  dem  KiECHHOSFschen  ( 
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Da  nun  nach  tlcni  Früheren  dli=  -  sein  muß  und  für  Paraxial- 
strahlfii  [-,  )  =  ß*  gilt,  so  i«t  dir  notwendige  Folge  der  For- 
derung, daß  für  endliche  m,  u  eine  deutliche  Abbildung  erzielt 
werden,  d.  h.  die  durch  die  paraxialen  Strahlen  definierte  Ver- 
größerung ß  auch  (ilr  endliche  ÖHnungswinkel  gelten  soll: 


Das  Produkt  der  numerischen  Apertur  mit  der  Lateral  Vergröße- 
rung muß  also  für  die  aberrationsfreien  konjugierten  Punkte  kon- 
stant sein,  wenn  die  Abbildung  sich  auf  ein  Flichenelement  be- 
ziehen soll. 

Homit  stimmt  al«o  der  von  uns  in  der  geometrischen  Optik  ab- 
geleitete Sinussatz  zu  den  Sätzen  der  Strahlungstheorie,  und  in 
dieser  Weise  hat  H.  Helhholtz  (4.)  den  Beweis  des  Sinussatzes  ge- 
liefert. Umgekehrt  kann  man  auch  das  KiBCHQOFFächc  Strahlungs- 
gesctz  für  aplanatische  Punkte  ableiten,  wie  das  bei  S.  Czapbki 
{3.  178.)  geschehen  ist. 

Der  Spezialfall  des  Angea.  Wenn  wir  von  den  in  den  Augen- 
inedien  eintretenden  Licht  Verlusten  absehen,  eo  ist  beim  Sehen  mit 
unbewaffnetem  Auge  die  Beleuchtungsstärke  auf  der  Netzhaut  oder 
die  natürliche  Helligkeit  gegeben  durch 

Ä,  =  ''^  =  .TJ»'»sin'[.'', 
dq 

dabei  bedeutet  V  den  öffnungswiiikel  im  Glaskörpei',  dessen  Größe 
je  nach  dem  dazugehörigen  Pupillendurehmesser  ungefähr  fl"  be- 
trägt. Aus  diesem  Ausdrucke  geht  ohne  weiteres  he^^■o^,  daß  die 
natürliche  Helligkeit  einer  gleichmäßig  leuchtenden  Fläche  von  ihrer 
Entfernung  vom  Auge  ganz  unabhängig  ist,  so  lange  sie  Überhaupt 
noch  als  Fläche  erscheint. 

{jehen  wir  jetzt  zu  den  Instrumenten  Über,  die  zur  Unterstützung 
des  Sehens  bestimmt  sind,  so  ist  die  durch  sie  vermittelte  Helligkeit 
durch  die  Formel  gegeben: 

H='','^  =  tZ«'*sin*l7', 

dq 

wobei  U'  wieder  der  Öffnungswinkel  im  Glaskörper  ist.  Ist  nun 
die   A.-P.   des   Instruments  größer  als  die  Augenpupille  bei   dieser 
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Beleuchtang  oder  ihr  gleich,  so  blendet  diese  einen  Teil  der  A.-P. 
ab  oder  umschließt  sie  gerade,  und  das  Auge  erhält  einen  Helligkeits- 
eindruck von  derselben  Größe,  als  wenn  das  ebenso  vergrößerte, 
mit  der  vermittelten  Intensität  (J  strahlende  Objekt  mit  bloßem 
Auge  betrachtet  würde.  Alsdann  erscheint  das  vergrößerte  Objekt, 
wie  man  zu  sagen  pflegt,  durch  das  Instrument  in  natürlicher  Helligkeit. 

Ist  dagegen  der  Durchmesser  p  der  A.-P.  kleiner  als  der  der 
Angenpupille ,  so  entspricht  ihm  ein  Öffnungswinkel  17',  und  die 
Helligkeit  wird 

H = Titln*  sin' V'. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  daß  man  mit  einem  Instrument  desselben 
Typus  auch  eine  soviel  geringere  Vergrößerung  für  dq'  erzielen 
könnte,  daß  der  Winkel  Ü'  gerade  genügend  groß  würde,  um  dem 
Pupillen radius  p^  des  Auges  bei  dieser  Beleuchtung  zu  entsprechen, 
so  liefert  uns  nach  der  vorigen  Gleichung  das  Instrument  nunmehr 
die  natürliche  Helligkeit  Hq  nach 

JEf„  =  ntln*  sin'  U', 
und  wir  kommen  zu  der  Gleichung: 

H„~  ain^V' 
Bei  den  kleinen  Winkeln  können  wir  unbedenklich  den  Sinus  mit 
der  Tangente  vertauschen,   und  wir  erhalten,  wenn  wir  annehmen, 
daß  das  Instrument  auf  die  deutliche  Sehweite  I  eingestellt  sei, 

H^r*tg't7'^  E*  _il 

Der  Zähler  und  der  Nenner  des  letzten  Bruches  lassen  sich  nun 
aber  auch  durch  den  Austrittswinkel  des  Instruments  in  Luft  und 
die  deutliche  Sehweite  ausdrücken 

p  =  Uga' 

Nimmt  man  nun  weiter  an,  daß  man  auch  bei  den  Winkeln  w',  «„' 
die  Tangente  mit  dem  Sinus  vertauschen  kann,  und  daß  der  be- 
trachtete Objektpunkt  ein  aplanatischcr  Punkt  des  Instruments  sei, 
so  erhält  man  weiter  die  Beziehungen,  wenn  man  die  linearen 
Vergrößemngen  des  Objektpunkts  durch  N  und  N^  bezeichnet  und 
unter  a  die  numerische  Apertur  versteht, 

OpUk.  SS 
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Diese  zuJetzt  aufgeführte  VergTflßeniiigÄ|j,  bei  der  der  Durchmesser 
der  A.-P.  des  Instruments  gleich  dem  der  Augeupupille  ist,  bezeichnen 
wir  als  Normalvergröäerung  und  erhalten  für  sie  den  Ausdruck 


und  entsprechend  nach  S.  497 


Durch   die  Vermittelung;  der  für  p  und  (j^,  angegebenen  Ausdrücke 
ci^ibt  sich  Echliefilich  die  Beziehung 

flo       N^       V' ■ 

Zusammenfassend  können  wir  sagen:  Die  durch  optische  In- 
strumente vermittelte  Helligkeit  ist  so  lange  der  des  natOrlicheti 
Seheus  höchstens  gleich,  als  die  Vergrößerung  unterhalb  der  normalen 
bleibt,  wächst  die  Vergrößerung  des  Instruments  über  diese  Grenze 
hinaus,  so  ist  die  Helligkeit  umgekehrt  proportional  der  Flächeu- 
vergrößerung. 

Genauere  Angaben  werden  wir  bei  der  Theorie  der  einzelnen 
Instmmente  erhalten. 

4.  Historische  Notizen. 

Das  photcmetrische  Grundgesetz  und  seine  Anwendungen  auF  solche 
Rtlle,  in  denen  die  Integrationen  aich  auafuhren  lassen,  ist  den  Werken  von 
3.  H.  Lambebt  (I.  ».1  und  A.  Beer  ((.)  entlehnt,  die  diesen  Teil  der  Photometrie 
sehr  eingehend  behandelt  haben.  Die  Anwendung  der  Theorie  auf  optische 
Instrumenta  wurde  Ton  ihnen  nicht  sehr  weit  gefördert,  doch  kamen  sie  in 
Sonderf&lleu  hinsichtlich  der  Htrahlungsvemiittlung  la  richtigen  Kesoltaten. 
Absorptions-  und  Beflezionsverluste  werden  von  ihnen  empirisr.h  bestimmt. 

Was  die  mittelbare  Lichtstrahlung  angeht,  so  ist  die  diffuse  Strahlung 
nach  Chr.  Wibhbrs  Vorgange  in  der  im  Text  schon  zitierten  Arbeit  von 
Fb.  Tbaler  ii.i  behandelt  worden;  an  dieser  Stelle  finden  sich  auch  Literatur- 
nachweise. Die  Reflexion  an  spiegelnden  Fl&chen  für  endliche  Inzidenxwinkel 
iat  wohl  zuerst  von  J.  Macccllaor  il-)  genauer  untersucht  worden;  die  von 
ihm  stammenden,  die  Intensität» Verhältnisse  des  an  einem  Stahlapiegel  zurUck- 
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gevortenen  Lichts  daratellenden  Karren  warden  vodM.S.Ma8CAB1'(1.9.M0,)  auf- 
genomiaea.  Sie  haben  einen  der  unteren  Darstellnng  in  Fig.  127  g&nz  gleichen 
Charakter.  Die  Befleiionaverlnste  an  einer  brechenden  Fl&ohe  bei  beliehiKSm 
Inzideni winke!  wurden  zuerst  von  A.  Fbkbsbi.  (1.)  theoretisch  bestimmt. 

Wie  bereits  erwtthnt  worden  ist,  wnrde  eine  Bestimmung  der  Beflesiona- 
Terluste  bei  mehnuaLiger  Beflesion  an  Flauplatten  nebst  einem  »uch  die 
SrOBKSsche  Arbeit  (D  umfassenden  Literaturnachweise  von  H.  Kbcsb  iS.)  ge- 
geben. Auch  machte  er  dort  auf  sorgF&ltigon  Oxperimenten  beruhende  Angaben 
über  die  Absorption  eines  schweren  Flintglases.  Genau  bestimmte  Durchltlssig- 
keitsfaktoren  für  eine  Reihe  älterer  Olosorten  finden  sich  bei  H,  Toobl  (>.) 
und  bei  J.  'Wusma  <>-|.  Mit  einem  reichen  Literat urverseichnisse  ist  die  schon 
litierte  Arbeit  von  H.  A.  Khüss  [1.)  versehen,  in  der  die  Durah] ässigkeitsfaktoren 
tUr  eine  Reihe  neuerer  Gläser  im  knrswelUgen  Teil  des  Spektrums  angegeben 
«erden. 

Eine  wichtige  Forderung  erfuhr  die  Theorie  der  Strahluaga Vermittlung 
durch  optische  Instramente  von  C.  Näobli  und  S.  Schwbndbhss  (i.  se.),  als  sie 
die  Wirkungsweise  von  Belsuchtungsapporaten  am  Ifikroskop  behandelten. 
Auf  sie  folgt  E.  Abbb  {!,}  mit  seiner  häufig  zitierten,  allgemeinen  Theorie  der 
Strahl  ungsvermittlung,  der  er  seine  im  vorhergehenden  Kapitel  behandelte 
Theorie  der  Strahtenbegrenzung  als  wesentlichen  Bestandteil  einfügte.  Er 
gelangte  auf  Grund  dea  Satzea  von  EmCHBOtrc  zu  seinen  in  die  meisten  dieaes 
Thema  behandelnden  Lehrbücher  aufgenommenen  Strahlungaaätzen,  nach  denen 
die  durch  Instrumente  vermittelte  Strahlungswirkung  einmal  dem  Bilde  der 
Lichtquelle,  das  andere  Mal  der  A.-P.  dea  Instruments  beigelegt  werden  kann. 
Von  spezielleren  Anwendungen  finden  wir  nur  die  Theorie  der  Kondensoren, 
während  E.  Abbe  (V.|  schon  1873  ausgoaprochen  hatte,  daB  die  Helligkeit 
der  vom  Mikroskop  gelieferten  Bilder  nie  großer  als  die  dea  naturlichen  Sehens, 
sondern  höchstens  ihr  gleich  werden  kann.  Sehr  bald  darauf  beachäftigte  sich 
H.  Helmhoi,tz  (3.)  und  (4.)  mit  diesen  Fragen,  ermittelte  auf  Grund  strahlunga- 
theoretischer  Überlegungen  den  Sinnssats  and  definierte  die  Normal  Vergrößerung 
dea  Mikroskops, 

In  neueater  Zeit  hat  namentlich  P.  Dbudb  (3.)  eine  sehr  klare  Zusammen- 
stellung der  ellgemeinen  Definitionen  der  Photometrie  und  der  Strahlungs- 
vermittlung durch  optische  Instrumente  gegeben. 
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A  =  tttimerische  Apertur  =  »  sin  w. 
A.-L.  =^  Anstrittslnke.       Achseaort     in 

den  Figuren  L'. 
A.-P.  ^=  Auatrittspupille.     Achgenort  in 

den  Figorea  P. 
b.  A.  ^  büdseitiges  Abbild. 
C  =  S-r  Objektabstand  Tom  Kugelnd ttel- 

C  ^^  Abstand  zwischen  dem  Zentram 
der  »ten  und  der  t— |-lten  Kugel. 

dr  =>=  axiale  Dicke  EWiBchen  der  vten  and 
der  r  +  1  ten  Flache. 

dr  =^  schiefe,  auf  dem  Hauptstrahle  ge- 
messene, DLoke  zwischen  der  eten 
und  f  4- 1  ten  Flache. 

D  ^  KBRBEBscher  Ausdruck  für 


i>4„  =  Abkürzung  fi»r . 

e,  ef  ^=  Lot  vom  FlBchenscheitel  »uf  die 

Strablricbtnng    vor   und   nach   der 

Brechung. 
E.-E.  =^  EinstcUungsebene.  Acbsenort  in 

den  Figuren  O. 
E.-L.  ^=-  Eintrittsluke.    Achsenort  in  den 

Figuren  h. 
E.-P,  ^  Eintrittspupille,     Achsenort   in 

den  Figuren  P, 

f,  f  =^  Brennweiten,  gemessen  von  den 

Bre  DD  punkten     nach     den     Haupt- 

f,^  ^,' =  tangentiale  y       Brennweiten 
^,  ^'^  sagittale      (schiefer  Büschel. 
A    =-  EinfaJlshöhe  im  allgemeinen,  meist 

eine  endliche  Größe. 
Ar  =■' parHxinle  EinfallshChe  an  der  vten 

KugclUlLche. 


hr  ^  paraxiale  EinfaUabtthe  an  der  rten 
Kugelflache  für  die  zweite  Farbe. 

hr/=;vom  EinfalUorte  des  Hanptatnihls 
auf  die  benachbarten  Ssgittal- 
strahleo  vor  und  nach  der  Brechung 
gefälltes  Lot. 

hri,  hpt'  =  vom  Einfallsorte  des  Haupt- 
Btrahts  auf  die  benachbarten  Tan- 
gentialstrahlen  vor  und  nach  der 
Brechung  gefällte  Lote. 


Hierher  gehörig  auch 


schrieben  ,   -S.  272, 


174 


i,  t'  ^=  Inzidenzwinkal  von  Strahlen  aus 

Achsenpunkten   vor  und  nach   der 

Brechung. 
I=n  sin i  Gmndinvariante :   für  kleine 

Öffnungen  gilt  I  =  hQ,. 
j,  j'^^  Inzidenzwinkel  von  Strahlen  aus 

der  Blendenmitte  vor  und  nach  der 

J'^^nsinj  Grund  invariante;  iUr  kleine 

Neigungen  gilt  J'-=yQt- 

1  :  i^  relative  Öffnung  eines  für  groflo 
Objektabatända  benutzten  Sjstema, 

I,  l'  ^  Achsen  ab  stand  des  Durchatos- 
BUngspunktes  in  den  GAüSSschen 
Ebenen,  bei  aberralionsfreier  Abil- 
dung,  entspricht  dem  HauptstraU- 
neigongs Winkel  w>,  u/. 

it*'  [r  =  0, 1 , 2, 11, 3,  in]»  ftangentiftlel 

Z-'/'^v  =  1,  2,  3,  ni]  (  Isagittale  | 
in  der  GAUSSSchen  Bildebene  ent- 
standene, in  das  Objekt  zurUckpro- 
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jizierte   Zerstreutuigsliiiie   e 
flächigen  Systems;    die  fUt 
tretende  Ziffer  f[ibt  die  Potenz  der 
öffnungswinltel  i    i  an. 

I,  I'  =  bei  der  Becbnung  für  windschiefe 
Strahlen  die  Y- Koordinate  des 
DurchstoBungspunkts  des  Strahls 
mit  der  Vortikalebece. 

£,,  JJ  =  bei  der  Eechnunig  für  wind- 
schiefe Strahlen  die  2- Koordinate 
des  DurchatoQungapunkts  des 
Strahls  mit  der  Horizontalebene. 

m,  =--  vertikale  Koordinate  dea  Durch- 
stoßungspiinkta  in  der  ÖfEnungs- 
ebene  der  f  ten  FIKcha  bei  geringen 
Netf^ngen  entspricht  dem  öffnangs- 
Winkel  u,  (dur). 

INT^bei  endlii^hen  Neigungen. 

Jf,  ^  horizontale  Koordinate  des  Durch- 
stoBungspunkts  in  der  öffnungs- 
ebene  der  rten  Fläche  bei  geringen 
Neigungen  entspricht  dem  Öffnungs- 
Winkel  v(dv), 

Jlfy  =r-.  bei  endlichen  Neigungen  wind- 
schiefer Strahlen. 

U.-E.  ^=  Mattscheibenebene.  Achsenort 
in  den  Figareu  0'. 

M,  n'  ^  Brechungsesponenten  vor  und 
nach  einer  Flache. 

Bei  einem  Afl&chigen  System  sind 
die    Brechungse Deponenten    bezeich- 

o.  A.  =  objektaoitigofl  Abbild. 

p,  -p'  ^=  Weglänge    vor   und    nach    der 

Brechung  auf  Öffnungsstrahlen  von 

A  cbaenpunkte  n, 
g,  y'  ^  Weglängen    vor    und   nach  der 

Brechung  auf  Hauptstrahlen. 
V..  Q'»  (§.-.  S'^)  ^  Nullinvariante  für 

den   Objekt  (Blenden)  puukt  an  der 

vten  Fläche. 

"(^v)K^-i)]- 

0.  ^  Invariante  für  Strahlen  endlicher 

Neigung   n  -— -  . 
^,,  Qir  '=  Invariante     der    Tangential- 

strahlen  n  f  ^^  —  — *—  j . 


It-   I   Q/",  Q/'v^^  Invariante  der  Sagittalstrahlen 


~  Badius  der  brechenden  Flftche. 
i/  ^  paraxiale      Schnittweiten      für 
Achsenpunkte    vor    und    nach    dar 


s,  s'  ^  paraxiale  Schnittweiten  für 
Achsenpunkte  und  die  zweite  Farbe. 
#,  ^  ^  1.  Schnittweiten  von  Büscheln 
geringerer  oder  größerer  Öffnung  u 
BUS  Achsenpunkten  vor  und  nach 
der  Brechung. 

2.  Bei  der  Rechnung  für  wind- 
schiefe Strahlen  X-£oordiaate  des 
DurchstoßungspunktB  des  Strahls 
mit  der  Vertikalebene, 

8r,  8y'  '^^  Schnittwoite  der  Projektion 
des  tangentialen,  auf  dem  unter  id>, 
m/  geneigten  Hauptstrahle  liegen- 
den Bildpunkts. 

g,,  gy'  =  Schnittweite  der  Projektion 
des  sagittalen,  auf  dem  unter  vir, 
Wr'  geneigton  Hauptstrahle  liegen- 
den Bildpunkts. 
fj  f  =^  Sagittalschnitt weite  dem  Haupt- 
strahle  benachbarter  Strahlen  vor 
und  nach  der  Brechung. 

5,  S*  ^  bei  der  Rechnung  für  wind- 
schiefe Strahlen  X-Koordinate  des 
Durchstoß ungspunkts  des  Strahls 
mit  der  Horizontalebene. 

t,  t*  =  Tangential  schnitt  weiten  der  dem 
Haupts  Cr  ahle  benachbarten  Strahlen 
vor  und  nach  der  Brecbnng. 

(,  t'  =^  Taugentialschnittweiten  geringe- 
rer oder  groBercr  Öffnung  u  vor 
und  nach  der  Brechung. 

M,  u' ^^  Öffnungswinkel  in  Achsenpunk- 
ten vor  und  nach  der  Brechung, 
unter  Umständen  ancb  d«  und  du' 
geschrieben. 

u,  u'=  Öffnnngswinkel  im  Tangential- 
schnitte  vor  und  nach  der  Brechung, 
unter  Umständen  auch  du  und  du' 
geschrieben. 

P  =  1.  Zentrallot  für  Strahlen  aus 
Achsenpunkten. 
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Verzaiclkiiia  häufiger  AbkUrzunj^en. 


2.  BadiiiBvektor  in  der  Tranaver- 
salebene  Tom  Koordiiiatetiejifaiigs- 
punkte  Qftch  dem  DurchatoBoiigH- 
pnnkte  des  windechiefeD  Strahls. 

V,  Y*  ^  Ö ff nungs Winkel  mit  der  ersten 
Nebenachae;  im  Bpsziellen  Falle  bei 
SagitTtalbQscheln  werden  diese  öff- 
nuDgswinkel  in  der  Rechnung  durch 
dy,  dV  und  beim  Schluflargebnie 
mit  V,  v'  beieichaat, 

V,  V  =  öffnungBwinkel  mit  der  iweiten 
Nebenachse, 

V=  Aaadruck  fOr  die  □hromatische  Va- 
riation, alao  Vi^  S  —  s. 

ttr  =^  vertikale  Koordinate  des  Dorch- 
BtoBnngspunktB  in  dar  durch  die 
Eugelmitte  galeKten  Transversal- 
ebene  bei  der  Bechnnng  fdr  wind- 
schiefe Strahlen. 

Fr  =  horizontale  Koordinate  des  Durch- 
stoBungspnnkts  in  der  durch  die 
Kugelimtte  gelegten  Transversal- 
ebene  bei  der  Rechnung  fUr  wind- 
Bcbiele  Strahlen. 

IC,  Mt'  ^  Hauptstrahlneignngs Winkel. 

W=Zentrftllot  für  Hauptstrab len. 
X,  3/  ^  paraxiale  Schnittweiten  für  die 
Blendsn mitte  Tor  und  noch  der 
Brechoog. 
X,  xf  =^  Schnittweiten  von  Büscheln  ge- 
ringerer oder  grflSerer  Naigang  w 
fUr  die  Blendenmitte  vor  und  nach 
der  Brechung. 

0,  a'  ^  Koeffizient  der  sphKrischen 
Ii&ngsaberration . 

3,  II'  =  konjugierte,  von  den  Pupillen 
aus  gemessene  Objekt-  und  Bild- 
abatftnde. 

i.,  X'  =^  Abszissen  konjugierter  Punkte 
auf  ain  Paar  konjugierter  Punkte 
allgemeiner  Lage  bezogen. 

b ,  b'  =^  Koeffliient  das  ersten  Zonen- 
gliedea  der  sphärischen  Langs- 
aberration. 

b  s  ^  SchnittweitendifTereni  für  endliche 
Ö£f nun  gs  Winkel. 

m,  m'  ^^  Richtnngskoainus  eines  wind- 
schiefen Strahls  mit  der  X-Ächse. 


p,  p'  ^  Richtungskosinns  eines  wind- 
schiefen Strahls  mit  der  F-Ächse. 

q,  q'  ^=  Richtungskosinus  eines  wind- 
schiefen Strahls  mit  der  Z-Achse. 

t  =  Badins  d#r  E.-P. 

ER  =  BadiuB  der  E.-L. 

i,  i'  =  Schnittweiten  von  BOsoheln  ver- 
schwindender Öffnung  auf  der  ersten 
Nebenachse- 

ä,  d'^  Schnittweiten  von  Büscheln  end- 
licher Öffnung  auf  dar  ersten 
Nebenachae. 

®,  S'^  Schnittweiten  von  Büscheln 
endlicher  Öffnung  auf  der  Eweitan 
Nebenachae. 

tr,  Ir'  =  Schaittweit«n  des  Hilfsstrahls 
auf  dem  Haaptstrahle  bei  der  A.b- 
leitnng  des  Rinnenfehlera. 

iir  aach  duy  =  Winkel  zwischen  dem 
Haupt-  und  dem  Hilfsatrahle  bei 
der  Ableitung  dea  Rinnenfehlers. 

l,  f  ^  Abstand  konjugierter  Objekt- 
ponkt«  von  den  tngehOrigen  Brenn- 
pankten. 

d;,  d^  ^  entsprechende  Abstands&nde- 
rungen  für  die  Brenn  punktaabst&nde 
parazialer  Strahlen, 

dfr' ^  entsprechende  Abstandsftndenuig 
dea  Schnittpunkts  endlich  geöffneter 
Strahlen  auf  der  Bildseite. 
3£,  3£'  =;  Abstand  konjugierter  PopÜlen- 
micten  von  den  zugehörigen  Brenn- 
punkten, 

q,  9'  =  konjugierte  Achsen abstAnde  be- 
rechnet nach  der  Oiussschen  Theo- 
rie, auch  dl),  dq'  geschrieben. 


—  Tief  envergrOBer 


^%- 


et,  C(r  ^=  Prismen  Winkel. 

ß  1=  LateralvergrOflerung  in  Objekt-  und 

Bildebene  -.     auch  -    . 
dl,  1) 

ßi  =^  LateralvergroBerang  im  Tangential- 
schnitte. 

^/  =  LateralvergrOSerung    im    Sagittal- 
schnitte. 

B  ^  LateralvorgrOSerung    in    den    Pu- 
pillen ebenen. 
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Teizaicbnis  häufiger  AbkUrEanKen. 


'  ^  1 .  Winkel  zwiachen  der  Sjstemochae 

und  der  ersten  Nebenftchae. 

2.   KonvergeiiBTerbftltnis   in    Ob- 
jekt- nnd  Bildebene. 
r  =  1.  Winkel    zwiachen    der    Syatem- 

tkchae  und  der  zweiten  Nebesachse. 
2.  KonvergenEyerhältais    in    den 

beiden  Fupiileii ebenen. 
',  ^^  KonTergenzverhlLltnis    im   Tangen- 

tialschnitte. 
r/ =  Konvergenzverbältnis  im  Sagittal- 

schnitte. 
ig  =^  SchuittweitendiiferauE  der  s- Werte 

fttr  kleine  Öffnungswinkel. 
^  ^  optisches  Intervall. 
d  =  Di&arenzzeioben  lür  die  Werte  nach 

und  vor  der  Brechung: 

!   ^  Ablenkungswinkel  bei  Prismen. 

ig±=  Hinimolablenkung. 

t  i=  Winkel  zwischen   der  Systemuchae 

und  der  Projektion  des  windschiefen 

Strahla  in  die  XY-Ebene. 
i,  =  3BiDBi.Bc!ier  Polarwinkel  von  U  in 

der    durch    den    Kugelmittelponkt 

Cy  gelegten  Tronsversalebene.  i 

&  ^  relative  TeiLdispersion.  i   ^ 

A^ibr  Äquivalentwert  bei   einer  Lin-   | 

senkombination . 
1,  i'  :=  SBiDRLscber   Ausdruck   fUr   den   ,   - 

Winkel  zwiachen  dem  windschiefen 

Strahle  und   U,    Ü'. 

Y  ='  resiproker  Wert  des  Dispersors  = 

n,  — 1 

"  F »     ■ 

If^  Hquivalenter  y-Wert. 

S,  S'  ^  reziproke    Werte    dar    Scbnitt- 

weiten   des  Blendenorta  =  — 


5  ^  —  ;  e»  =  —    Krümmung    der   i 
Flilcbe. 


2.  als    Beieicbnang    der   Pbtstal- 
schen  Bedingung 


=■  für  —  =  '-  gebraucht. 
ip       X 

n,  .V  ='  SBiDBLsche  Bezeichnung  für  den 
Richtungaunterschied  der  Projektion 
dea  Strahls  in  die  Transversalebene 
nnd  der  y-Acbae. 


1 


R 


o"  ^  1.  Abstände  der  Brennponkte 
eines  zusammengesetzten  Systems 
von  den  Brennpunkten  der  Kom- 
ponenten. 

2.  reziproker  Werte  der  Schnitt- 
weiten    -  ,  -;  . 

für  —  =  ~-  gebraucht. 

V       « 
^  die  Tersohiebung   des   sagittalen 

Bildpunkts  bei  der  Änderung  du. 
t'  ^  SzuiELacbe  Bezeichnung  für  den 

Kichtungsuntersobied  zwischen  dem 

Strahle    und   der  Systemachse   vor 

und  nach  der  Brechung. 
=^  Die  Verschiebunif  des  tangentialen 

Bildpunkte  mit  der  Änderung  du. 

j-  =  Erünunnngsradius  der  kansti- 
soben  Enirre  im  Tangentialschnitte. 

=  1.  Kugelwinkel  für  Strahlen  aus 
Aohsenpunkten . 

3.  Stärke  einer  Linse,  gleichbe- 
deutend mit  II f. 

=  Kugelwinkel  (Ur  Strahlen  aus  der 


<P  =  Gesamtstärke  eines  Linsensystems. 

di/^r,  d^ir' ^  Bichtungsunterschied  der 
in  der  Meridianebona  liegenden 
Spur  des  windschiefen  Strahls  gegen 
den  Hauptatrahl.  Bei  der  Ableitung 
des  Rinnenfehlers. 

Q  =  sekundUres  Spektrum. 
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Sacliresrister. 


Abbild,  Objekt-  und  bildseitises  475—478. 

Abbildskopie  477. 

Abbildung,  s.  e.,  ZnaammensetKUng;  von 
auGeraxiBilen  Punkten  durch  normal 
ainfaUende  Eiementarbüschel  184  bis 
135,  ^on  paraiialan  Punkten  185—136, 
durch  eine  broctiende  KugeläEUibe  136 
bis  139 ,  durch  Brechung  an  einer 
Ebene  139—140,  431,  durcb  Spiege- 
lung an  einer  Kugelfläche  140—141, 
durch  Spiegelung  an  einer  Ebene  141 
bis  142,  durch  ein  zentrierCca  opti- 
sches System  142—144,  durch  astig- 
matische Büschel  167 — 169,  bei  schie- 
fer Brechung  eines  die  Aclise  sclmei- 
denden  Elementarbüschela  173  —  174, 
dui-ch  doppelt  gekrilmmta  Flachen, 
deren  Hanpteichnitte  zusamuien fallen 
185—187,  durch  zwei  dünne  Systeme, 
deren  Hanptschnitte  nicht  zusammen- 
follen  187—194,  annmorphotisclie  194 
bis  198,  nach  C.  F.  Gauss  und  L.  Sri- 
DEL  311,  scharfe  eines  kloinen  Flllchen- 
elements  durch  Büschel  endlicher  Öff- 
nung 292— 29G,  durch  ein  Prisma  430 
bis  448,  im  Hauptschnitte  eines  Pris- 
mas in  Luft  432—439,  eines  Prismen- 
systems 439  —  448,  homozentrische 
durch  ein  Prisma  434,  einer  der  homo- 
lentrisch  wiedergegebenen  parallelen 
Ebene  438. 

Aberrationen  s.  u.  sphärische  Aberratio- 
nen  und   chromatische  Aberrationen. 


1  Ha 


iptw. 


0  210. 


Ablenkung  durch  Prismen  s. 
und  Minimalablenkuug. 


I   absolute  Helligkeit  518. 

Absorption  7,   ihre  'Wirkung  582—534. 

Absorptionsbruchteü  der  durchgelasse- 
nen Stmhlnng  535. 

Absorptionsindojc  x  von  Metallen  ö22, 
Ton  Silber  und  Stahl  523. 

Abweichungen  der  Schnitt  weiten  bei 
endlichen  Öfiuungswinkeln  78  —  81. 
Ton  der  Sinuabedingnng  305  —  30T. 
allgemeine  longitudinale  317  —  320. 
Mngentiale  320  —  321,  sagittale  321 
bis  322,  bei  deformierten  Flachen  324 
bis  326. 

—  wegen  der  Farben  Zerstreuung  s.  u. 
chromatische  Aberrationen. 

Achromatiaierung,  Achroniasie,  achro- 
matisch, Deflnition  340. 

achromatische  Prismenay  Sterne  460 — 465, 
Berechnung  eines  derartigen  zwei- 
teiligen 463. 

Achsenwinkel  s.  u.  Öffnnngswinkel. 

Äquatorealsohnittweiten  s.  u.  sagittale 
Schnittweiten. 

äquivalente  EintrittapupiUe  des  beweg- 
ten Auges  501  —  502,  in  Verbindung 
mit  endlich  geöffneten  Instrumenten 
502-504. 

Äquivalente  LichtTerteilung  513  —  514, 
in  dos  Bild  der  Lichtquelle  verlegt 
531-532. 

afokal,  Definition  371. 

akanoöisches  Koordinatensystem  96. 

Akkomodation stieCe  505 — 507. 

Akkommodations vermögen  des  Auges 
506, 


.  Gesamt-       Albedo,  Definition  521. 

I    anamorphotische  Abbildung   194— 
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anasbif^atbch,  Definitioa  263. 

BDastigmaitUcbe  Bildfeldebenung,  Defini- 
tion 874. 

Anfangs-  oder  Nullebenan  fallen  mit  den 
ünaCetigkeitsebenen  znaatomen  90, 
darauf  bezogene  Abbildungsgleiob- 
nngen  91 — 109,  mit  konjugierten  Ebe- 
nen 90,  109-112. 

AngularvergrOOerung  s.  n.  Kouvergens- 
verh&ltnis. 

anomale  Dispersion  12. 

Apertur,  e.  u.  nameriacba  Apertur. 

—  ibre  sekundäre  Be^enzung  durob 
eine  E.-L.  483-486,  durch  zwei  E.-L. 
486—488. 

Aperturblende,  Definition  469,  der  Fall 
enger  Aperturblenden  470 — 478,  end- 
licber  478-490,  Stellvertretung  durch 
die  Lichtquelle  490—492. 

aplanatiscb,  nicbt  identisch  mit  aber- 
rationsfrei  für  einen  Punkt  23/24,  298. 

aplanatische  Punkte  erhalten  durch  aaCig- 
roatismusfreie  Abhildunf;  166,  Defini- 
tion 298,  Hphäriache  Aberration  be- 
nacHbnxter  Achsenpuiikte  fttr  endliche 
Öffnungswinkel  299—301, 

aplonatische  Sammellinse  238,  zwei  sol- 
cher zur  Bildung  eines  völlig  var- 
zeichnungsfreien  Systems  241. 

apochromatiscb,  Definition  371. 

Astigmatismus,  allgemeiner  Ausdruck 
IUt  seine  Änderung  durch  die  Brechung 
an  einer  Fläche  165,  OEBTUNasches 
Prüfungsobjekt  für  ihn  168,  als  Bild- 
fehler 261  —  262,  in  einfBchen  Sonder- 
fällen, einer  Fläche  263,  einer  dünnen 
Linse  264,  fUr  symmetrische  Systeme 
335,  bei  Prismen  Systemen  430 — 448. 

astigmatische  BUschel  bei  der  Abbildung 
endlich  ausgedehnter  Objekte  167  bis 
168,  250-256,  Sonderfälle,  Ebenen- 
system 252,  dünnes  System  mit  der 
Blende  im  Fl  Sehens  eh  eitel  177,  2.^4. 

astigmatische  Differenz  iUr  endliche  Nei- 
gung bei  einer  Planplatte  177,  bei 
einem  Ebenensystem  251,  bei  einem 
System  dünner  Linsen  mit  der  Blende 
im  Fläohenscheitel  256,  bei  einer  Ebene 
431—432,  bei  einem  Prisma  433,  bei 
Nachbarehenen  der  homozentrisch  ab- 


gebildeten 439,  bei  Prismensystemen 
440. 

astigmatische  Konstante,  Definition  49. 

Auffangebene  für  tangentiale  Büschel 
(eingeführt  aber  nicht  bezeichnet)  50, 
fttr  sagittale  Büschel  bei  einer  Fläche 
75,  ihre  Abziage  bei  k  Flächen  252, 
bei  einem  Ebenensjstem  256. 

BnQOBende  Kraft  eines  Prismensystems 
451-453. 

Aufnahme  eines  körperlichen  Objekts 
durch  Systeme  endlicher  Öffnung  479 
bis  481. 

Auge,  sein  Gesichtsfeld  beim  indirekten 
und  beim  direkten  Sehen  494 — 195, 
in  Verbindung  mit  einem  engabge- 
blendeten Projekt! onssystem  495,  in 
Yerhjndung  mit  einem  endlich  geöff- 
neten Instrument  500  —  507,  die  ihm 
durch  ein  optisches  Instrument  ver- 
mittelt« Helligkeit  544—546. 

Augendrehungspunkt  495,  501  -504. 

Angenpupillo  als  Aperturblende  500, 
cjs  Üesichtsfeldblende  501. 

Ausschluß winkel  ii,  Definition  485. 

Austrittsluke,  Definition  472. 

Anstrittspupille  ^  A.-P.,  ihre  Definition 
470,  als  Lokalisationsort  der  spezifi- 
schen Litensität  537. 

Axial  Vergrößerung  96. 

Azimut  der  Strahlung  521, 


Beleuchtungsstärke,  Definition  510,  auf 
der  Bildebene  513. 

Berechnung  der  optischen  Systeme  auf 
Grund  der  Theorie  der  Aberrationen 
373—108,  s.  anch  im  Inhaltsverzeich- 
nis unter  Kap.  Vn. 

Berechnung  eines  zweilinsigeu  Fernrohr- 
objektive  383,  eines  dreiÜusigen  Fem- 
rohrobjektivs 381,  eines  zweilinsigen 
verkitteten  Femrohrobjektivs  385, 
eines  dreilin  eigen  verkitteten  Fern- 
{  rohrobjektiva  386,  einer  Hälfte  eines 
symmetrischen  photographischen  Ob- 
jektivs 387,  einer  Aplanathälfte  388, 
eines  symmetrischen  Anastigmaten 
392,  eines  unsymmetrischen  photo- 
graphischen Doublet^  393,  eines  sym- 
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metriachen  Triplets  395  —  396,  eines 
uDBj'iQmetriachen  Tripleta  896  —  397, 
einer  ansstigimatiachen  Einsellinse  mit 
ebenem  Bildfelde  398,  einer  TOrzeictk- 
nnngslreiea  Eincellinae  ohne  AstiK- 
matismus  399—400. 

Berechnung  nur  chromatiach  korrifper- 
ter  Systeme  s.  u.  chromatische  Kor- 
rektion. 

BereohnuDK  eines  zweiteiligen  verkitte- 
ten achromatischen  Prismas  463,  tüi 
kleine  Priaman-  und  Brechungswinkel 
468— 464. 

Beugung  des  Lichts  4. 

Bild  der  Lichtquelle  ala  Lokal  isations- 
ort  der  apeziliachen  Intenaitttt  586. 

BUddrehting  bei  Prismen  442 — 448. 

Bildebene  209. 

Bildfehler  s.  auch  Abweichungen  und 
SBiDELSche  Bildfehler. 

Bildf eideben vng,  anastigmatiscfae,  Defi- 
nition 374. 

BildfeldkrQmmung,  Bildfehler  250—261, 
in  anastigmatischen  Systemen  262  bis 
264. 

Bildä&chen,  tangentiale  und  sagittale  250. 

Bildkrllmniung  im  abertragenen  Sinne, 
Definition  374. 

Bildpunkt,  Definition  34,  83,  sein  Unter- 
schied gegenüber  einem  setbstleuch- 
tendec  Objektpunkt  34,  Träger  homo- 
EentriBclier  Bllschel  86. 

bildseitigea  AbbUd  =  b.  A.  478. 

Bleud  BD  Stellung  als  Korrektionsmittel 
387—389. 

Brachymedial,  seine  dioptrische  Urform 
865. 

brechende  Flächen,  Strahltmgsvermitt- 
lung  durch  sie  525-532. 

Brechung,  ihre  Abhängigkeit  von  der 
Orenzflftche  5-8,  HUfsaätze  14  —  15, 
Ablenkung  eines  Strahls  durch  sie  16, 
128,  Abbildung  durch  eine  Brechung 
136-140,  durch  viele  142—144. 

Brechungseiponent  9,  10. 

Brechuogsformeln  bei  windschiefen 
Strahlen  62 — 73,  bei  Prismenayatemen 
427—429. 

Brechungsgesetz  2,  9,  aeioe  Ableitung 
aus  der  Undnlationstheorie  9,  esperi- 


mentelle  Bestätigung  9— )0,  analyti- 
sche Formnliernng  fUr  rännüich«  Ko- 
ordinaten 15 — 16. 

Brechnngsindex  n  von  Metallen  522, 
von  Silber  und  Stahl  523. 

Brechnngewinkel,  Definition  9. 

Brennebenen  103. 

Breite  eines  einfarbigen  Spaltbildea  457 
bia  459. 

Brennflächen  der  allgemeinen  optischen 
StrablenbUschel  26—28,  Intensitäts- 
verteilong  in  ihnen  28. 

Brennlinien  eines  StrahlenbUschela  senk- 
recht zum  Hauptatrahle  29— 31,  schief 
zum  Hauptstrahle  31—32,  ihre  Loge 
beiElementBrbUBcheln,dieschie(gegen 
eine  Kugelfläche  einfallen  157—159, 
166—167. 

Brennpunkt  des  Lichtbüschels  33. 

BrennpunktsabataDd  o  bei  susammen- 
geaetzten  Abbildungen  114,  119,  120, 
im  TangentisJ-  und  im  Sagit talschnitte 
162/163. 

Brennweiten,  allgemeine  Definition  102 
bia  104,  bei  zusammengeaetiten  Ab- 
bildungen 115,  117,  120,  121,  bei  einer 
brechenden  Kugelfiäche  137,'13S,  bei 
einem  lentrierten  optischen  System 
143,  ihr  Verhältnis  bei  rein  dioptri- 
schen  Systemen  147,  bei  spiegelnden 
Systemen  147,  bei  dicken  Linsen  150, 
151,  bei  dlinnen  152,  bei  Systemen 
dUnner  Linsen  158,  bei  schiefer  Bre- 
chung  an  einer  Fläche  172—173,  an 
einem  sentrierten  System  173 — 174. 
bei  einer  brechenden  Bbene  175,  bei 
einer  dünnen,  im  Zentrum  abgeblen- 
deten Linse  für  Büschel  endlicher  Nei- 
gung 178,  in  Tangential-  und  Sagit- 
talbOscheln  bei  aplanatiechen  Punk- 
ten 297. 


BUschelochse  a 


Carteaiache  Flächen  19,  20,  23-25,  131. 
für  eine  Beflexion  24,  für  eine  Bre- 
chung 24,  praktische  Verwertung  25. 
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charakteristische  Dispersion  450,  453. 
charakteristische     Funktion,      die     21, 
Schwierigkeit,  sie  praitiBoh  miuweo- 
den  28,  Anwendung  durch  J.  C.  Max- 
well 182. 
chromatische  Aberrationen,  ihre  Theorie 
339— 3T2,  s.  auch  im  Inhaltsverzeich- 
nis unter  Kapitel  VI,  Definition  339, 
erster  Ordnnnft  340— S46. 
chromatische  Äquivalenz   eines   Linsen- 
Bjstems   hinsichtlich   des  r-   ond  des 
T'-Werts  349,  des  y-  und  des  tf-Werts 
363. 
chromtttUohe  DiffereuE   in  die  Eiostell- 
eheno  projizierter  Bilder  345,  hei  he- 
misym metrischen  Systemen  343. 
chromatische  Korrektion  für  ein  Wallen-   | 
langenpaar,  Definition  340,  eines  Sy- 
stems  aus  zwei   dUnnen  Linsen  ohne 
Abstand  348,  zweier  getrennter  dUnner 
Linsen   350  —  355,    dreier    getrennter 
dUnner  Linsen  355  —  357,    Wahl  des 
Wellenl&ngenpaares  fUr  sie  366—369, 
bei  Erfüllung  der  ParzvALschen    Be- 
dingung für  ein  dünnes  Linsensystem 
375— 377,    für  ein  System   ans   zwei, 
drei  geCreunteu   dUnnen  Linsen  879, 
356. 
chromatieobe    Lftngsabweir.hang     eines 
allgemeinen  Systeme  340—342,  eines 
Ebenensystems  341 ,   eines  konzentri- 
schen Systems  341 ,    einer   einfachen, 
dicken  Linse  346,   eines  dUnnen  Lin- 
sensystems 348. 
chromatische  Lateralaberration ,   Defini- 
tion 341. 
chromatische   Variation    der   Lage  and 
Große  des  Budes  340—369,  äea  Blld- 
ortH  310—342,  der  Vergrößerung  342 
bis  345,   einer   beliebigen    Ebene   als 
Funktionen  der  ehr.  Vsj.  der  Brenn- 
ebenen 345  —  346,  in  einfachen  Sonder- 
iftUen  346—357,  der  sphärischen  Aber- 
rationen 369  —  372,  des  Sinusverhalt 
nisces  371,  der  Verzeichnung  372. 
chromatische  Vergrößernngsdifferenz  342 
bis  345 ,    bei   bonii''ymmetri sehen  Sy- 
stemen 342,   einer   dicken  Linse  S47, 
eines    Systems    aus    zwei   getrennten 
dUnnen  Linsen  351 — 354,  ihre  Hebung 


in  einem  System  dreier  getrennter 
dUnner  Linsen  355—357,  «weier  eich 
berührender  Linsen  endicher  Dicke  355 . 


Darstellung  der  spbtlrischen  Zonen  235, 
der  Langsaberration  tangentialer  Bü- 
schel endlicher  Öffnung  268. 

deformierte  Flächen  25/26,  ihre  Bild- 
fehler 323—326. 

deutliche  Sehweite  496,  498. 

Dichte,  optische  12. 

Dicke,  Definition  39,  ecbiete  Dicke  40. 

dicke  Linsen,  Brennweilen  und  Haupt- 
punktsabstAnde  150,  chromatische 
Längsabweicbung  846,  VergroSerungs- 
differenz  347,  Korrektion  der  Seibkl- 
Bchen  BUdfehler  897—400. 

Differentialformeln  für  die  chromatischen 
Abweichungen  eines  Strahls  endlicher 
Neigung'  gegen  die  Achse  372. 

Differenzen  Formeln  für  Strahlen  aus 
Achsenpunhten  78  —  81 ,  fUr  Ab- 
weichungen vom  Sinus  Verhältnis  bei 
endlichen  Öffnungs winkeln   305-807. 

Diffraktion  s.  Beugung. 

diffuse  H«flejion  5 — 8, 

diffus  reflektierende  Flächen,  ihre  Strah- 
Ittng  519—522. 

Dioptrie  498. 

direktes  Sehen  495,   Gesichtsfeld    dabei 
495,  bei  endlich  geöffneten  Instrumen- 
ten 501—504. 
dispansive  Systeme  122,  123,  mit  einer 

Brechung  138. 
Dispersion  des  Lichts  11  — 12.    anomale 
12,   eines  Prismas  in  Luft  453  —  455, 
eines   Prismen  Systems    455  —  457,  bei 
kleinen  Prismen  winkeln  456. 
Dispersionsprisraa  460 — 465. 
DispersivstHrke,  Definition  durch  —  347. 

Disperser,  Definition  durch—  347, 
Distortion  allgemeiner  Systeme  240. 
Distortion  in  stigmatischen  Bildern  197. 
divergentes  Büschel  34. 
Dreiecksfehler  284-288,  Erklärung  des 

Ausdrucks  285,  Ableitung  seiner  Zcr- 

streunngslinie  285— 2S8. 
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dflnue  Linsen  s.  auch  Systeme  dOniter 

Linsen. 

Stärken  152,  ZuaammenBdtzaDg  153, 
Lateral-^  ncd  AngulorverRTOfierang  y 
153,  Formel  fUr  konju^erte  Scheitet- 
abstttndfi  152— 153,  Astigmatismns  bei 
endlicher  Neigung  ITT,  ihre  Sbidbl- 
Bohen  BildfshleT:  sphärische  Aberra^ 
tion  im  engeren  Sinne  225,  Verzeich- 
nung 248,  Astigmatismus  üM,  Eoma 
290. 

dUnne  Linsensjsteme  doppelter  ErOm- 
mung,  ZusamnienBStzuQg  zweier  sol- 
cher 187—194. 

Burchbiegea  einer  Linse  223. 

Durchbiegung  von  Linsen  aJs  Mittel 
zur  Eorrektioii  der  SBiDELschen  Bild- 
fehler 382—387,  391—395,  396-397, 
ohne  EiofliiB  auf  einen  dritten  Seidbl- 
scheu  BÜdfebler  339. 

Durchlftssigkeitsfaktoren  fUr  eine 
länge  von  1  cm  532,  ihre  Wert 
ältere  Glttaarten  533,  für  neuere 

Durchrechnungsform  ein  s.  im  Inhaltaver- 
seichnia  unter  Kapitel  II. 

Durchsichtigkeit  der  Kfedion,   ihre 
Hchiedenen  Grade  7. 

E. 

Ebenensystem,  Sphärische  Aberration 
für  endliche  Öffnung  213-215,  für 
kleine  Winkel  219-221.  astigmatische 
Differenz  für  endliche  Neigung  252 
bis  254,  die  Koma  im  engeren  Sinne 
bei  endlichen  Neigungen  274,  der 
Einnenfehler  bei  endlichen  Neigungen 
280,  der  Dreiecksfchler  bei  endlichen 
Neigungen  288,  die  Eoma  bei  kleinen 
Neigungen  289,  die  chromatische 
Längsaborration  341. 

Einfallshölle,  Definition  39. 

Eintrittsluke  =  E.-L.,  Bastimmung  470 
bis  471,  Definition  471,  sekundäre 
Aperturbegronzung  durch  eine  E.-L. 
483—486,  durch  zwei  E.-L.  486-488, 
beim  indirekten  und  beim  direkten 
Sehen  495. 

Eintrittspupille  =  E.-P.,  ihre  Bestim- 
mung 468  — 47U,  Definition  470,  der 
Fall  zweier  E.-P.  4fi9,  beim  Äuge  494. 


Eiastellnugsebene  ^=  E.-E.,    Definition 

475. 
EinsteUungsgenauigkeit  482. 
elektromagnetische  Theorie  1. 
Elektronentheorie  1. 
Element&rbDschel  8S. 
Emanations Winkel  ^  520. 
Entwerfen  von  Bildern  auf  einer  Fläche 

466. 
erborgte  Intensität  519. 
erste    Schnitt  weiten    s.    u.    tangentiale 

Schnitlweiten. 


Femrohrobjektiv  s.  u.  Berechnung. 

Fläche,  Qmndfaktoren  der  Abbildung 
durch  Brechung  paraxialer  Büschel 
an    ihr    136  —  140,    durch    Brechnng 

schieter  Büschel  157— IG7,  172-173. 
ihre  Aberrationen,  sphärische  im 
engeren  Sinne  224,  Verzeichnung  246. 
Astigmatismus  263,  Koma  290. 

Fläche,  Grundfaktoren  der  Abbildung 
durch  Spiegelung  paraiialer  Büschel 
an  ihr  140—142,  schiefer  BUschel  179 
bis  181. 

Fläche  doppelter  Krümmung  181  —  194, 
die  Abbildung  durch  ein  System  sol- 
cher Flächen  185—187. 

Fokusdifferenz,  Definition  368, 

Fokussierungsompfindlichkeit  505. 

Fokualiefe  504—505. 

frei  von  sphärischer  Aberration,  Defini- 
tion 234. 


Gekreuzt«  Prismen  422—425. 

geometrische  Optik,  ihire  Berechtigung 
1 — 35,  5.  auch  im  Inhaltsverzeichnis 
unter  Kapitel  I. 

geometrische  Theorie  der  optischen  Ab- 
bildung von  J.  C.  Maxwell  und  E, 
Abge  85,  B.  auch  im  Inhaltsverzeich- 
nis unter  Kapitel  HI. 

geradsichtige  Prismen  Systeme  460 — 465. 

Gesamtablenkung  durch  Prismen  413, 
durch  Prismen  Systeme  420 — 421 ,  bei 
windschiefen  Strahlen  427—428. 

Gesetz  dar  Brechung  2,  9. 
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GsMti  der  geradlinigen  Auabreitung  2, 

OeaetE  der  Beflexion  2,  9. 

Gesetz  der  Unabhängigkeit  der  einzelnen 
Lichtstrahlen  2. 

Gesichtsfeldblende,  Bestitnmnng  470  bis 
471,  Definicion  472,  Stellvertretung 
durch  die  Lichtquelle  490—494. 

graphische  Uarstellung  der  v-  und  tf- 
Werte  einiger  optiacber  ülasarten  359, 
des  sekundären  Spektrums  eines  Otas' 
paares  älterer  Art  für  optische  366, 
rein  aktinische  367,  photographische 
368  Korrektion ,  der  chromatischen 
Differenz  der  sphärischen  Aberration 
fUr  ein  PsTZVAi^ches  Porträtobjektiv 


370,  des  Verlaufs  der  v-  u 


—Werte 


für  einige  optische  Glasarten  376,  der 
Heflexion  an  Silber  und  Stahl  524,  der 
Heflexion  an  brechenden  Flachen  bei 
senkrechtem  Auffall  für  l'O^n^l'75 
528,  der  durchgelassenen  Strahlung 
fQr  schiefen  Auffall  der  Strahlen  bei 
bei  n=^\,5  530,  der  Funktion  cos*» 
540. 

graphisolie  Konstruktion  konjugierter 
Funkte  107—109,  des  an  einer  Eugel- 
fläche  gebrochenen  Strahls  125,  des 
an  einer  Ebene  gebrochenen  Strahls 
410. 

Grenzfläche,  Bedeutung  ihrer  Beschaffen- 
heit für  Eeflesion  und  Brechung  5—8. 

GrenEwinkel  der  Totalreflexion  13,  418. 

Grenz  Winkel  der  öbjekt(bild)seitigea 
HauptHtrahlneigang  ö>  {<ü')  472. 

Grunddispersion,  Definition  357, 


Hauptpunkte ,  Hauptebenen  1 06 ,  Zu- 
sammenfallen mit  den  Knotenpunkten 
148. 

Hauptatrabl,  Definition  34,  40,  210,  4T0. 

Hanptstrahlneigungs winke!  w  210. 

Helligkeit  518 — 519,  absolute,  indizierte 
518,  natürliche  544,  durch  optische 
Instrumente  vermittelte  546,  desSpek- 
truma  44K,  459. 

hemi-  und  hol osym metrische  Systeme, 
ihre  sphärischen  Bildfehler  331—335, 
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ihre  chromatische  VergröSerungsdiffe- 
renz  342,  ihre  chromatische  Differenz 
in  die  EinsteUebene  projizierter  Bil' 
der  345. 

HUfsnchse  bei  der  Koma  im  engeren 
Sinne  267,  bei  dem  Einnenfehler  278. 

HUfsBtrahl  bei  dem  Binnenfebler  278. 

bomozentriache  Abbildung  durch  Pris- 
men 434,  Abbildung  einer  zur  hö- 
rn ozentr  lach  abgebildeten  parallelen 
Ebene  438. 

hyperchromatische  Linse,  Definition  SSO. 


indirektes  Sehen  494,  Gesichtsfeld  da- 
bei 495,  im  Falle  endlich  geöffneter 
Instrumente  500 — 501. 

indizierte  Helligkeit  518. 

Invariante,  optische  10 — 11,  132,  der 
Nullalrahlen  43,  133. 

Invariantenmethode  nach  Abbb  212,  ihre 
Anwendung  für  die  Berechnung  von 
a*',  dem  Koeffizienten  der  sphärischen 
Längaaberration  217—219. 

Inzidenz Winkel,  Definition  8. 


kanonisches  Koordinatensystem  95. 

Kardinalpunkte  105—107. 

katadioptrischc  Konstruktion  nach 
H.  ScuEOBDEs  365. 

Kauatik  s,  Brennfläche. 

kaustische  Kurve,  ihre  Krümmung  in 
einem  tangentialen  Büschel  273. 

kissenförmige  Verzeichnung  242. 

Knotenpunkte  106,  ihr  Zusammenfallen 
mit  den  Hauptpunkten  148. 

kollektive  Systeme  122,  123,  mit  einer 
Brechung  138. 

Kollektivglas  494. 

Kolliueation,  mathematischer  Ausdruck 
für  die  Beziehung  Ewischen  Objekt- 
und  Bildraum  84,  87,  Bereich  bei 
schiefer  Brechung  169—172. 

Koma  im  engeren  Sinne  266^—275,  Ab- 
leitung ihrer  Zerstreuungslinio  269 
bis  275,  Erklärung  des  Ausdrucks  269. 

Koma  im  weiteren  Sinne,  drei  Fehler 
265— 292.bei  symmetrischen  Systemen 
334—335,   Erklärung   dos   Ausdrucks 
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270,  ihr  Zusammenhang  mit  der  Sinus- 
bedingnnR  302—304. 

KompensationBokalar,  seine  Definition 
371. 

Kondensor  492-494,  in  Veibindung 
mic  einem  Instrument  fcroSer  Apertur 
493,  ftrnßen  Gesichtsfelds  494. 

kongruente  Ecken,  ihre  von  der  Üblichen 
abweichende  Definition  92. 

konjufcierte  Ebenen  als  A.nf  an  ^«ebenen 
90,  109—112. 

konjugierte  Punkte,  Definition  34(35, 
ihre  sraphische  Koftstmktioo  107  bis 
109. 

konverfcentes  Büschel  34. 

Konvergenz  Verhältnis  y,  allgemeine  De- 
finition 104,  105,  Punkte  mit}'  =  +l 
106,  bei  zu  sammenftSBetzten  Systemen 
116,  118,  bei  einer  brechenden  Kugel- 
fiftche  139,  bei  einer  brechenden  Plan- 
flache   140,     bei     einer     spiegelnd« 
Kugelfläche  141,   bei  einer   spiegeli 
den  Plaufläche  141,    bei  einem  allge- 
meinen   zentrierten  System  144,    bei 
einer  dünnen  Linse   153,    bei    einem 
tele  skop  lachen  System  aus  zwei  dün- 
nen  Linsen  154,   im  Sagittal schnitte 
160,    im  TanKeiitiBlschiiittB  162,    bei 
einer  brechenden  Ebene  iniTangential- 
nnd  im  Sagittalschnitte  176,  431,  bei 
einer   reflektierendec  Fläche  im  Tan- 
gential- und  im  SagittaUcbnitte  180, 
seine  chromatische  Variation  348,  bei 
einer  dicken  Linse  347,  bei  zwei  gi 
trennten     dünnen    Linsen    353 — 35' 
bei  drei  getrennten  dünneu  und  zwi 
sich  berührenden  dicken  Linsen  351 

konzentrische  Systeme  Abbildung  135, 
Verzeichnungsfreiheit  241,  chroma- 
tische Längsabweichung  341,  ihre 
stabile  Achromasie  346. 

Korngröße  511—513. 

Korrektion  durch  Blendenstellung,   Lin- 
senabstand,   Durchbiegung,    Badien- 
anderungen  s.  unter  den  entsprechen- 
den Bezeichnungen. 
Korrektion  s.  auch  Berechnung, 
kritischer  Winkel  13, 
Krümmung  der  Spektrallinien   in   Pris- 
men 429-430. 


Eugelabweichung  s.  u.  sphärische  Aber- 

Eugellupen  von  H.  Schbobdbs  und 
A.  Stbihhbii.  241. 

Kugelwinkel,  Definition  37,  127,  208. 

L. 

LBiDgaaberration  213,  eines  Ebeuen- 
systems  endlicher  Öffnung  213 — 215, 
in  der  Form  a«*  215—217,  eines 
Ebenensystems  unendlich  kleiner  Öff- 
nung 219—221. 
LateralcergrOßerung  0  96/97,  lOS,  ihr 
Zusammenhang  mit  der  TiefenTer- 
grOßerung  in  symmetrischen  Systemen 
und  seine  graphische  Darstellung  9^ 
bis  100,  Punkte  mit  ß  =  ±l  106,  bei 
zusammengesetzten  Systemen  116, 118, 
bei  einer  brechenden  Kugelflftche  139. 
bei  einer  brechenden  Planflftche  140. 
bei  einer  spiegelnden  KugelflB«be  141, 
bei  einer  spiegelnden  Plejtfiäche  141. 
bei  einem  aJlgem  einen  zentrierten 
System  144,  bei  einer  dünnen  Linse 
153,  bei  einem  teleskopischen  Syst^'m 
auazwei  dünnen  Linsen  164,  bei  einer 
brechenden  Ebene  im  Tangential-  und 
im  Sagittalschnitte  175,  bei  einer 
reflektierenden  Flache  im  Tangential- 
und  im  Sagittalschnitte  180,  bei  einer 
aplanatischen  Sammellinse  endlicher 
Dicke  239,  ihre  chromatische  Variation 
343,  bei  Projektionasystemen  473  bis 
475,  bei  Instrumenten  zu  subjektivem 
Gebrauche  496. 

Leuchtkraft  508,  Anmerkung. 

LichtbUschel ,  physikalisches  33,  sein 
Brennpunkt  33,  seine  Konvergenz  und 
Divergenz  34. 

lichtes  Viereck,  Definition  492. 

Lichtmenge,  die  in  optische  Systeme 
eintretende  bei  freier  E.-P.  538—541, 
bei  Aperturbegrenzung  durch  die  Lu- 
ken 541—548. 

Lichtquellenalsstell  vertretende  Apertu  r  - 
und  Gewichtsleldbtende  490—492. 

Lichtstärke  in  der  Richtung  r  510. 

Lichtstrahl,  physikalischer  83. 

Lichttheorie,  Undulations-  1,  elektro- 
magnetische 1,  Elekronen-  I. 
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Lichtweg,  Definition  IT,  Satz  vom  kOr- 

lesten  Lichtwege   17—19. 
Linsen,  Definition  149,    s.  auch  dOnne 

Linsen  und  dicke  Linsen. 
Linaenabtitand      als     Koirektionsmittel 

395— S96. 
longitadinalo    Abweichnng,    Definition 

317,  Ableitung  317-320. 
LongitudinalyergraSerung    a    i.    unter 

Tief enTergrOBeruD  g . 

H. 

Mattsoheibenebene  =  M.-E.,  Definition 
ilb. 

Medial,  seine  dioptrische  Urform  865. 

Medium,  Definition  34. 

meridionale  Schnittweiten  s,  u.  tangen- 
tiale Sohn  itt  weiten. 

Mcterkerze  Definition  511. 

metrische  Beziehungen  zwischen  PU' 
pillen  und  Bildern  489—490. 

Minimalablenkunic  durch  Prismen  414 
bis  416,  durch  Priamensyateme  421 
bis  422,  E,  bei  windschielen  Strahlen 
429,  der  Projektion  windschiefer  Strah- 
len in  den  Hauptsobnitt  ijo  429,  homo- 
zentrische  Abbildung  dabei  437,  astig- 
matische Differenz  auf  den  Haupt- 
Btrahlen  dabei  410,  scheinbare  Breite 
des  Spaltes  dabei  442,  Dispersion  eines 
in  Luft  befindlichen  Prismas  dabei  454. 

Mittel  s.  Medium. 

mittelbare  Lichtstrahlung  519 — 538. 


natürliche  Helligkeit,  Definition  544  bis 
545. 

Nebenachsen  beim  KEBBKEschen  Ver- 
fahren 63. 

negative  Hauptpunkt« ,  Knotenpunkte 
106. 

negative  Zonen  235. 

nichtsph&rische  Flächen  25/2S. 

Normal vergröPerung  eines  optischen  In- 
strumenta für  subjektiven  Gebrauch 
546. 

Nullebenen  s.  u.  Anfangsebeoen. 

Kuliinvariante,  Definition  43,  133. 

numerische  Apertur  J  223,  479,  490. 
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numerische     Beispiele ,     Angabe     ihrer 

Publikationsorte  S2. 
nutzbarer    Querschnitt    eines   Prismen^ 
Definition  458/59,  seine  Be- 
461—462. 


O. 

Objektebene  209. 

Objektiv,  Definition  404,  Verteilung  der 
Leistung  darauf  und  auf  das  Okular 

403 — 107,  bei  teleskopischen  Systemen 

404— 40i. 
Objektpunkt.  Definition  34,  Trager  homo- 

zentrischer  BUschel  S6. 
objektseitiges  Abbild  ^  o.  A.  476. 
objektseitiges  ßesichtafeld  472. 
öffnungsebenen  209. 
Öffnnngsverhaltnis   s.   relative   Öffnung. 
Öffnungswinkel,  Definition  37,  127,  208. 
Okular,  Definition  404,   Verteilung   der 

Leistung  darauf  und  auf  das  Objektiv 

403 — 407,  hei  teleskopischen  Systemen 

404—405. 
optische   Instrumente,    Anwendung  der 

Strablnngsgesetze   auf  sie   6S8  — 546, 

s.  a.  Inhaltsverzeichnis  bei  £ap.  X. 
optische  Konvergenz  bei  der  Brechung 

138—139,  bei  der  Spiegelung  140/141. 
optische  Länge,  ihre  Definition  17,  ihre 

Kon  stanz  zwischen  konjugierten  Brenn  ■ 

punkten  23. 
optisches  Intervall  ^  115. 
optische  Schwerlinie  des  Büschels   268. 
Ordnungszahl  des  Bildes  211. 


panoramic  lens  Th.  Süttohs  241. 

Paraxialstrahlen  43,  136. 

Penetratious vermögen  506. 

Perspektive  der  Aufnahme  477,  ihre 
Unabhängigkeit  von  der  Öffnung  479 
bis  481,  bei  Instrumenten  zu  subjek- 
tivem Gebrauche  499—^00. 

perspektivische  Lftngenftnderung  476, 
Verkürzung  oder  Verlängerung  477. 

perspektivisches  Zentrum  konjugierter 
aaxittaler  Punkte  76,  163,  tangentialer 
Funkte  163,  hei  einer  brechenden 
Ebene  175-176,  bei  einer  reflek- 
tierenden Fläche  180. 
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560  Sachr 

Pfeühohe,  Definition  39. 

pbotographisohes  Objektiv  s.  a.  unter 
Berechatmg. 

pbotometrisches   Grundgesetz  509 — 510. 

physikalische  Yorausaetzungen  der  op- 
tischen Abbildung  vor  J.C.  Ma.xvbll  85. 

positive  Zonen  235. 

Prinzip  der  schnellsten  Ankunft  20. 

PriBmen  und  Prismensysteme  409,  s.  a. 
das  Inhaltsvorzeichuis  unterKap.  VIII. 

A. 

Radienänderungen,  kleine,  zur  endgtll- 
tigen  Korrektion  400—403. 

Bedienformel,  empirische  fUr  ein  Ewei- 
linaigea  Fernrohre  bjektiv  383. 

Realisierung  der  optischen  Abbildung, 
s.  im  InbaltHverzeichnis  unter  Kap.IV. 

rechtlaufiga  Abbildung  94—96. 

rechtwendige  Abbildung,  ihre  Definition 
nach  O.  Eppkhsteik  93,  ihre  Beziehung 
EU  den  Abbildungskonstanten  93  bis 
i)&  und  zu  den  Brennweiten  123,  ihr 
Zusammenhang  mit  der  Anzahl  der 
Spiegelungen  123. 

BeduktionamaSstab  473. 

reduzierter  Weg,  Definition  17. 

reell,  Definition  35,  reeller  BUschelbrenn' 
punkt  137. 

Befleiion,  ihr  Gesetz  2,  9,  ihre  Abhängig- 
keit von  der  GrenzflBche  5—8,  regel- 
mäßige 5— 8,  dUfuae  5—8,  Ablenkung 
eines  Strahls  durch  sie  16—17,  Ab- 
bildung durch  eineReflexion  140 — 142. 

Refleiionsbrucbteil  der  durch  gelassenen 
Strahlung  535. 

Beflexionsvormügen  R,  Definition  528, 
Tabelle  der  5- Werte  für  1 1  Substanzen 
und  16  Wellenlängen  526, 

Refraktion  a.  Brechung. 

Reinheit  dca  S]iektruma  449. 

relative  Dispersion  s.  reziproke  relative 
Dispersion. 

relative  Öffnung  224. 

relative  TeÜd ispers lon  oder  ^-Wert,  De- 
finition 358. 

repräsentierender  Punkt  auf  der  E.-E, 
oder  der  M.-E.  47ö. 

reziproke  relative  Dispersion  oder  v-Wert 


Binnenfehier  275—283,  Erklärung  des 
Ausdrucks  276,  Ableitung  seiner  Zer- 
streuungslinie 277—283,  seine  tangen- 
tiale Differenz  310—313. 

rückläufige  Abbildung  94—96,  die  Un- 
möglichkeit, sie  durch  dioptrische 
Mittel  zu  verwirklichen  94/95. 

rückwendtge  Abbildung,  ihre  Definition 
nach  O.  Effekbibih  93,  ihre  Beziehung 
zu  den  Abbildungskonstanten  93 — 94 
und  zu  den  Brennweiten  123,  ihr  Zu- 
sammenhang mit  der  Anzahl  der  Spie- 
gelungen 123. 


aagittale  Abweichungen  in  der  Gacss- 
schen  Bildebene  211,  allgemeines  Glied 
317,  seine  Ableitung  321-322,  bei 
deformierten  Tlächen  324—326. 

sagittale  Schnitt  weiten  73—78, 158—160, 
im  Spezialfälle  einer  brechenden  Ebene 
175,  ihre  tangentiale  Differenz  284, 
ihre  zweite  tangentiale  Differenz  313 
bis  314,  ihre  sph&riscbe  Aberration 
314—315. 

SchärfenflUche  astigmatisch  korrigierter 
Objektive  478. 

Schärfentiefe  482. 

scheinbare  Breite  von  Spalten  bei  Pris- 
men 441,  bei  Mini  mal  Ablenkung  442. 

scheinbare  Lange  von  Spalten  bei  Pris- 
men 441. 

.«Chief e  Dicke,  Definition  40. 

Schlüsselloch,  die  Benutzung  der  A.-P. 
eines  Instrumenta  nach  Art  eines 
solchen  zur  Vergrößerung  des  Ge- 
sichtsfeldes 496. 

schnellste  Ankunft,  Prinzip  der  s.  A.  20. 

Schnitt  weite,  Definition  37,  der  Tan- 
gentialstrablen  49,  15S,  bei  einer  bre- 
chenden Rbene  1 75,  der  Sagittalstrahlen 
75,  158,  bei  einer  brechenden  Ebene 
175,  eines  Achaenstrahls  in  der  Form 
»  =  «-|-au'  215—217. 

Seli.ichärfe  C  beim  Auge  481. 

sekundäre  Aperturhegreozung  durch  die 
Luken  483—489,  im  Falle  einer  483 
bis  486,  zweier  E.-L.  486—489. 

sekundäres  Spektrum  357—366,  Defini- 
tion 358,  beim  dünnen  Linsensystem 
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3S8— S63,  beim  System  iweier  ge- 
trannter  dUnner  Linsen  363  -  365, 
dreier  {[etrennter  dOnner  Linseo  Stb 
bis  366,  dOnner  Prismen  464. 

selbstleachtendes    Objekt,     Unlerecbied 

Ksgen  ein  optisches  Bild  84. 
SinoBbedinKiinK  29-2,  ibr  Beweis  292  bis 
298,  ihre  im  aJIgemeinen  Falle  be- 
steheude  ünvereinb&rbeit  mit  der 
UBBSCHBLachen  BedingTing  299—802, 
fllr  die  SstDBLSche  Abbildung  330  bis 
331,  ihre  Batiehung  lur  Koma  302 
bis  304,  Abweichungen  von  ihr  bei 
endlichen  öffnungs winkeln  305—307, 
ihre  chromatische  Variation  371. 
Spaltbild,  seine  Breite  457,  IntensitatB- 

Verteilung  in  ihm  458. 
Spektra  von  Prismen  entworfen  448  bis 
453,    ibre    Beinheit    449,    auflösende 
Kraft  der  Prismen  451,  Helligkeit  459. 
Spektrallinien,  ihre  KrUmmaDg429— 430. 
spezifische  IntenaitAC,  Definition  508,  ö09, 
ihre  Messung  .ill,  erborgte  519,  ver- 
mittelte 522. 
sph&riscbe   Aberrationen,    Theorie    208 
bis  33S,   s.   Eiucb   im  Inbaltaveraeich- 
Dis  unter   Kap.  V,   ihre  chromatische 
Variation  369—372. 
sphärische  Aberration,   vorläufige   Defi- 
nition  131. 
sphärische  Aberration  im  engeren  Sinne, 
oder  sph.  Ab.  von  Ach senp unkten  212, 
ihr  Zerstreuungsfcreis  221—224,    ihre 
einfachen  Sonderf&lle  224—233,  einer 
Fläche     224-225,     einer     einfachen, 
dünnen    Linse    225 — 230,   ihr  Zonen- 
glied  233—239,   ihre  vier   Fehler   für 
achsannahe     Punkte     307—316,     für 
symmetrische  Systeme  334,  graphische 
Darstellung  ihrer  chromatischen   Dif- 
ferenz 370. 
sphäriache  Aberration  der  Blendenmitte 
und  ihre  Bedeutung  für  die  Verzeich- 
nung 239—241. 
sphärische  Aberration  des   tangentialen 
Büschels     307—310,     des     sagittalen 
Büschels  314—315. 
sphärische    Korrektion    eines    Systems 
dünner  Linsen  abhängig  vom  Objektab- 
stande 229,  auü  einer  positiven  und  einer 
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negativen  Linse  2.30—231,  aus  Linsen 
von  gleichem  Zeichen  der  Brennweite 
231—233,  fOr  anßeraziale  Punkte  end- 
licher und  verschwindender  Aohsen- 
entfemung  316. 
sphärisch  korrigiert,  Definition  216,  238. 
spiegelnde  Flächen,   Strahlungsvermitt- 

lang  durch  sie  522—525. 
Spiegelung  s.  Befiexion. 
stabil  achromatisch,  Definition  343. 
Stärke   ip,    dicker   Linsen    150,   dünner 
Linsen    152,     bei    Systemen    dünner 
Linsen  153. 
stigmatic,  Definition  263. 
stigmatiacher  Punkt  beim  Anamorphoten 

195. 
Strahlen,    Definition    4,   Umkehrbarkeit 

ihres  Weges  10. 
Strahlcnbegrcniung    in    optischen    Sy- 
stemen 466 — 507,    B.   das   Inhaltsver- 
zeichnis unter  Kap.  IX. 
Strahlung  selbstleuchtender  KOrper  509 

bis  518. 
Strahlung  von  Glement  va  Element  ÖOft 
bis  514,  auf  Flächen  endlicher  GroSe 
514—518,  eines  axialen  Elements  auf 
eine  Eretsflächo  endlicher  GroBe  515 
bis  516,  eines  Achseupnnkts  auf  eine 
Kreisfläche  endlicher  Grofle  516,  eines 
aufleraxialen  Elements  exJ  eine  Kreis- 
fläche 516—518,  einer  Kreisfläche  auf 
eine  andere  518,  diffus  reflektierender 
Flächen  519—522,  von  MÜchglas,  Mag- 
nesiumoxyd,  Gips  521—522. 
Strahluugsgesetze,  ihre  Anwendung  auf 
optiche  Instrumente  538  —  546,  s.  auch 
Inhaltsverzeichnis  Kap.  X, 
Strahlungs Vermittlung  durch  optische 
Systeme  508  —  547,  s.  auch  Inhalts- 
verzeichnis anter  Kap,  X, 
Strahl  ungs  Vermittlung  durch  polierte 
Flächen  522 — 532,  durch  spiegelnde 
Flächen  5-22-525,  durch  Silber-  und 
Stahlspiegel  5-23— 524,  durch  brechend e 
Flächen  525  —  532,  durch  ein  allge- 
meines zentriertes  System  534,  bei  . 
freier  E.-P.  538—541,  bei  sekundärer 
Aperturbegrenzung  durch  die  Luken 
541—543. 
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streuender  Ein-  und  Austritt  bei  Priamen 
418. 

symmetrisclie  Abbildung,  dar  in  der 
Praxis  fast  stets  nuttretende  Sonder- 
fall 97. 

symmetrisclie  Ecken,  ihre  von  der  üb- 
lichen abweichende  Definition  92. 

symmetrische  Systeme  3.  a.  hemisjm- 
metrische  Systeme. 

symmetrische  Prismen  Systeme  461, 

Systeme  dünner  Linsen  (allgemein), 
Brennweite  154,  Astigmatismus  bei 
endlicher  Hauptstrahlneigung  und  im 
Falle  der  Soh eitelblende  S54,  chroma- 
tisehe  Längsabweiohung  847 ,  sekun- 
d&rea  Spektrum  358—362,  Erfüllung 
der  Petstals eben  Bedingung  375  —  377, 
Korrektion  der  SBiDBWclieii  Bildfehler 
380-382. 

Systeme  dünner  Linsen  (speziell),  Sy- 
steme zweier  dünner  Linsen,  ohne  Ab- 
stand, chromatische  Korrektion  848, 
mit  endlichem  Abstand,  chromatischea 
Verhalten  350—355,  sekundäres  Spek- 
trum 363—360,  ErfüUung  derPETZViL- 
schen  Bedingung  377—380. 

Systeme  aus  zwei  dünnen  Linsensystemen 
mit  einem  endlichen  Abstände,  Kor- 
rektion der  SEiDBl^chen  Bildfehler 
390-391. 

Systeme  aus  drei  dUnnen  Linsen  mit 
zwei  endlichen  Abständen,  chromati- 
sches Verhalten  355 — 35T,  sekundäres 
Spektrum  365—366. 

Systcioe  aus  drei  dünnen  Linsensyatemen 
mit  zwei  endEchen  Abstanden,  Kor- 
rektion    der    SKiDEi.schen    Bildfehler 


396- 


T. 


Tangentenbedingung  s.  u.  AlBYsche 
Tan  genten  bad  i  n  gung . 

tangentiale  Abweichungen  in  der  Oacbs- 
sehen  Bildebene  211,  in  sagittalen 
Büscheln  erweiterter  Öffnung  275  bis 
277,  allgemeines  GUed  817,  seine  Ab- 
Icitun);  320  —  S21,  bei  deformierten 
Flachen  324—325. 

tangentiale  Differenz  sagittaler  Schnitt- 
weiten  284,  des  Binnenfelilars  310  bis 


I  818,  Eweite  der  sagittalen  Schnitt- 
weiten  813—314. 
I  tangentiale  Schnittweiten  49,  158,  im 
I  Spezialfälle  einer  brechenden  Ebene 
I  175,  ihre  TJnsymmetrie  266-269,  ihre 
j        sphärische  Aberration  307—310. 

Teüdispersion,  Definition  357, 
<    teleskopische  Abbildung,  ihre  Definition 
I        88.  ihre  Behandlung  90/91,  111—112, 
'        beim  Anamorphoten  198. 
taleskopische   Systeme,   Verteilung   der 
Leistung  zwischen  Objektiv  und  Oku- 
lar 404—405. 
telezentri  scher  Strahlengang  474. 
Tiefenschärfe,  Definition  481,  in  absolu- 
tem 481-482,  in  relativem  HaBe  482 
bis  483. 
I   TietenTergrößerung  «  96,    10-5,    in  den 
I        zur  f-Achse  symmetrischen  Systemen 
97,   Punkte   mit  «=1    105/106,  von 
I         StrahlenbUscheln     endlicher     Üffnung 
I        299,  ihre  chromatische  Variatioa  343. 
I    tonnenfOrmige  Verzeichnung  242. 
1   Totalreflexion  12—13,  418. 
I   trübe  Medien  7. 

i  ^' 

I    Übergangsformeln      bei      windschiefen 
Strahlen  52—62. 

:    Uberkorrigiert,  Definition  und  Erklärung, 
sphärisch  216,  chromatisch  340. 

I   Umkehrbarkeit  der  SCrahlenwege  10. 
Umkehrsystem  eines  terrestrischen  Oku- 
lars,   Aufhebung   der   chromatischen 

{        VergrOSerungsdifferenz  353. 

I    Undulationstheorie  1,   Begründung  des 
Brechungsgesetzes  aus  ihr  9,   Unter- 

i         auohuDg  der  Licht verteilunff  in  Kau- 
stiken   auf    Grund    von    ihr  28,    Ab- 

'        leitUBg    der    auflösenden    Kraft    von 

I        Prismen  Systemen   auf  Grund  von  ihr 

I       451,  Ableitung  des  lutensitätsverlauf* 

I       in  Spalthildem  anf  Gmnd  von   ihr 

I       458. 
unterkorrigiert,   Definition   und   Erkla- 

i       rung,     sphärisch    216,      chromatisch 

I        340. 

I   Unstetigkeitsebenen    88,    als    Anfangs- 

!        ebenen  90,  ihre  Behandlung  91-109. 
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VergröQemng,  siehe  unter  Tietenver- 
grOBerang  a  oder  LateralTorgröBeracg 
ß  oder  Konvergenz  Verhältnis  y. 

Vergrößerung^  bei  Projektionaflystemen 
473—475,  JT  bei  Instrnmenten  zu  sub- 
jektivem Gebrauche  496, 

Vergrößenings vermögen  V  497,  Bezie- 
hung; lur  Vergrößerung  JV  497. 

Vergrößern  ogs  Wirkung  von  Prismen 
441—442. 

vermittelte  spezifische  Intensität  bei 
Metallapiegeln  522,  bei  brechenden 
Flachen  527. 

Verschiebung  des  tangentialen  Bild- 
punkts mit  der  BUschelöffnung  di 
271,  des  sagittalen  Bildpunkts  mit  der 
BUschelöffnung  di  286. 

Verteilung  der  Leistung  auf  Objektiv 
und  Okular  403 — 107,  bei  teleakopi- 
schen  Systemen  404^405. 

Verwirrung,  Stelle  der  geringsten  81. 

Verzeichnung  239—250,  ihre  Abhängig- 
keit von  der  sphärischen  Aberration 
der  Blenden  mitte  and  der  Haupt- 
strahlnoigung  239 — 241 ,  ihre  Zer- 
streuungslinie  bei  kleinen  Haupt- 
sti-ahlneigungen241— 246,  SonderfäUe 
246—250,  einer  Flache  246,  einer 
dünnen  Linse  248,  bei  symmetrischen 
Systemen  S'jS/SBG;  ihre  chromatische 
Variation  372. 
Verzeichnungsfreiheit,  ihre  Sonderfälle 
für  endliche  Hauptstrahlneigungen 
241,  für  symmetrische  Systeme  und 
kleine  Hauptstrahlneigungen  336. 
Verzerrung  240. 

Vignettiexungs Winkel  <u,  Definition  485. 
virtuell,  Definition  35,  virtueller  Bikschel- 
brennpnnkt  187. 


Wegläage,  Definition  40. 
Weifle,  Definition  521. 
Winkelvoraeichen  fttr  i  9,  für  «  37,  101. 

Z. 

Zapfen  querschnitt  518. 

Zentrallot,  Definition  40. 

zentrierte  Kngelflächen  39,  Definition 
129,  142. 

Zerstrenangsfigur  467. 

Zerstreuuagskreis  467. 

Zerstreuungslinie  bei  kleiner  Neigung 
tVue  die  Veweichnung  241—246,  für 
die  BildfeldkrUmmung  und  den  Astig- 
matismus 256 — 261,  fUr  die  Koma  im 
engeren  Sinne  269—275,  fUr  den 
Rinnenfehler  277—283,  für  den  Drei- 
ecksfehler  285—288,  für  die  sphärische 
Aberration  des  tangentialen  Baachels 
307—310,  die  tangentiale  Differenz 
desKinnenfehlers  310—313,  die  zweite 
tangentiale  Differenz  der  sagittalen 
Schnittweite  313—314,  die  sphärische 
Aberration  des  sagittalen  BUschels 
314—316. 

Zerstreuungaradius  der  sphärischen 
Lateralaherration  221—224,  der  chro- 
matischen Lateralaherration  342, 

Zonenglieder,priinäre,  sekundäre,  höhere 
211,  primäres  Z.  der  sphärischen  Längs- 
aborration  233—239,  seine  Darstellung 
235. 
Zusammensetzung  von  Abbildungen  112 
bis  121,  von  zwei  dünnen  Systemen 
doppelter  Krümmung,  deren  Haupt- 
schnitte  nicht  zusammenfallen  187  bis 
194. 
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Autorenregister. 


«rndeni  «kuadSrea  Quellen,  so  iLud  diese  kenoUich  gsmul 
C  tür  CnUlogue  of  Klentific  pi^ers, 

Die  Titel  slod  lu  Ueineo  Leiurn  geipent  gedruckt,  wem 
ena  ile  iil>  UDverbUrgte  Fuiuiigen  BOS  (C)  herrUl 
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Pendlebury,  Cb.:  11.)  Lensea  and  Sy- 
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